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1 Kompleksiluvut

1.1 Maaritelma

Tarkastellaan euklidista tasoa

R? = {(z,y)|z,y € R}.

y A
= (ZL‘,y)
Yy r---- °
R
xr T

Kuva 1: Euklidinen taso R?

Suorakulmaisessa koordinaatistossa on z-akseli ja y-akseli. Luvut z ja
y ovat pisteen z = (z,y) koordinaatteja. Tavalliseen tapaan x-akseli voidaan
tulkita reaalilukujen joukoksi R. Talloin z-akselia kutsutaan reaaliakseliksi ja
sitd voidaan tarvittaessa merkitd symbolilla R. Pistettd z = (z,0) kutsutaan
reaaliluvuksi. Télloin voidaan merkitd z = x € R.



Algebrallisesti R on kunta. Reaaliluvuilla on méaéritelty yhteenlasku ja
kertolasku siten, etté tavalliset laskukaavat ovat voimassa. Erityisen mielen-
kiintoisia ovat tulon merkkisadnnot:

kertojan merkki | kerrottavan merkki | tulon merkki
+ + +
+ - -
- _|_ -
- - +

Haémméstyttavasd on, ettd myos negatiivisen luvun nelié on positiivinen.
Erés selitys 1oydetdéan laajentamalla R:n laskutoimitukset koko tasoon.

Reaalilukujen yhteenlaskun laajentaminen reaaliakselilta koko tasoon on
helppoa. Jos

R = (371,3/1) ja 2z = (9527?J2)

ovat kaksi pistetté, niin summaksi

2 + 20 = (21 + 22, Y1 + Y2)

kelpaa tavallinen ”vektorisumma”.

Yy,
YitY2 - e
Yo r------- ° :
N --e 3 3
551 1:2131 ‘i’ T T

Kuva 2: Kompleksilukujen summa

Jos y1 = yo = 0 eli pisteet ovat reaaliakselilla (ts. ovat reaalilukuja), niin
21+ 22 on tavallinen reaalilukujen summa. (Merkitdan z = 2, kun z = (z,0).)



Kertolaskun laajentaminen ei ole yhté helppoa, silld valmiina ei ole sopi-
vaa ”vektorituloa”. Kertolaskun laajentamista varten esitetdén tason pisteet
z = (x,y) # (0,0) napakoordinaattien r ja ¢ avulla:

T =1TCcosp
Yy =rsine
A
,,,,,,,,,, z=ry)
x ‘
’ |
® l
/!J -

Kuva 3: Kompleksilukujen napakoordinaattiesitys

Merkitéén z = (7, ). Tulo on nyt maériteltavissa yksinkertaisella kaaval-
la
2122 = (1172, 91+ @2)-
Siis: Pisteiden z; ja 25 etdisyydet origosta kerrotaan keskenéén seké vai-

hekulmat lasketaan yhteen.
Erikoisesti on 212 = 0 aina ja vain kun z; = 0 tai 2o = 0.

Tarkastellaan reaalilukujen kertolaskua tdméan uuden kertolaskun valossa.
Olkoon z = (r, ¢) reaaliluku. Té&ll6in aina |z| = r. Liséksi
z2=r>0 & p=0+n2n
z2=-r<0 & p=7m+n2r
Jos nyt 21 = (r1,p1) ja 20 = (re,2) ovat kaksi reaalilukua, niin 212, =
(1172, P1 + 2), joten
2129 >0 & o1+ =04+n27
S pr=po=0+n2r tal @1 =@y =7+ n2w
& z21>0 ja >0 tai 21 <0 ja 29 <O.

Reaalilukujen tulon merkkisdannot ja uuden kertolaskun mééritelma liit-
tyviét toisiinsa kauniilla tavalla.



2129 = (1172, 1 + P2) + oy

Zo = (I'2, P2

P1
P2
1= (7”1, <P1)
\ P1

E%‘

Kuva 4: Kompleksilukujen tulo

Y

z =

L~

T, ) z=(r,p)
+ n2rw p=0+n21T
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Kuva 5: Puhtaasti reaaliset kompleksiluvut

1.2 Kertolasku suorakulmaisissa koordinaateissa
Muodostetaan kertolaskun lauseke xy-koordinaateissa. Olkoot

z1 = (951,3/1)7 Z9 = ($2>?JQ)~
Silloin

X1 = T1CO8¢q, Y1 = 718N @
Ty = T2 COS P, Yo = T2 SIN
Jos merkitdan
Z1R9 = (Qf, y) = (’l“ cosp,r Sin 90)7

niin r = T2 ja Y = @1 + V2.



Siis

r = rirgcos(pr + p2)
= 7173 COS (p1 COS (P — T'1T3 SIN (p1 SIN Y9
= (rycos¢q)(recosyy) — (11 sin py)(rg sin pg)

= T1T2 — Y1Y2,

y = mirzsin(pr + ¢2)
7172 SiN @1 COS Yy + 1175 COS Y1 SiN Py
= (r1cos¢)(resingsy) + (12 cos ps) (11 sin )
= T1Y2 + TaU1.

Algebrasta tuttu kaava

212 = (21y1) (T2, Y2) = (2172 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1)

seuraa siis kertolaskun (geometrisesta) médritelméstd. Algebrassa on tésta
kaavasta lihteméilld voitu helposti todistaa, ettid (R? +,-) on kunta. Sille
kaytetddn merkintdd C ja sen alkioita kutsutaan kompleksiluvuiksi.
Yhtalolla
22 =—1

ei ole tulon merkkisdantojen nojalla ratkaisua reaalilukujen kunnassa R. Tut-
kitaan, onko silli ratkaisua kompleksilukujen kunnassa C. Koska 0> = 0,
riittdd tarkastella kompleksilukuja z # 0. Olkoon z:lla napakoordinaattiesi-
tys

z=(r,p).

Silloin 22 = (r%,2¢) ja —1 = (1,7), joten
2
2 _ rée=1
=l e {2gpz7r+n27r
o r=1
p=7/2+nm

Yhtalolla 22 = —1 on siis kaksi ratkaisua

21 =1(0,1) (n=0,2,4,...)
{ 2o =(0,—-1) (n=1,3,5,...),

missé 2o = —2.



Kuva 6: Yhtilon z2 = —1 ratkaisut

Merkitdin ¢ = (0,1). Silloin * = —1. Lukua 4 kutsutaan imaginaa-
riyksikoksi, ja y-akselia imaginaariakseliksi. Muotoa z = (0,y) = iy ole-
via kompleksilukuja kutsutaan puhtaasti imaginaarisiksi. Muistamme, etté
muotoa z = (z,0) = z olevia kompleksilukuja kutsutaan reaalisiksi. Jos

z=(z,y) =2(1,0) +y(0,1) =z - 1+ yi =z +iy,
niin
z=Re z

on z:n reaaliosa ja
y=1Im z

on z:n imaginaariosa. Molemmat ovat siis reaalisia, joten
z=Re z+1m z.

Lukua

Z=(x,—y)=x—1y
kutsutaan z:n listtoluvuksi eli kompleksikonjugaatiksi. Maaritelmista seuraa,
etta

(1+2z) = Z+2%
2129 = Z1%2
(z) = =

z+7zZ = 2Rez
z

—Zz = 2iIm =.



Jos z = (r,¢), niin Z = (r, —p). Kuvaus z — Z on peilaus z-akselissa.
Oliko edelld tehty merkintd z = x+iy taysin perusteltu? Olkoon z = (x, y)
kompleksiluku ja ¢t = (¢,0) reaalinen kompleksiluku. Silloin

tz = (t,0)(z,y) = (tx — Oy, ty + Ox) = (tx,ty).

Jos t # 0, on

z 1
- =—z.
t t

Kompleksiluku kerrotaan (ja jaetaan) reaaliluvulla siis samalla tavalla kuin
lineaarialgebrassa vektori kerrotaan (ja jaetaan) reaaliluvulla.

Lineaarialgebran tapaan R?:ssa kiytetiifin nyt kantaa e; = 1 = (1,0),
es = 1 = (0,1) ja laskut todellakin on luvallista suorittaa ”tavallisten” al-
gebran kaavojen mukaisesti:

z=(z,y) =(2,0)+ (0,y) =2(1,0) + y(0,1) =2z - 1 +y-i =2+ iy.

Tavallinen algebra sujuu néilla lausekkeilla samoilla sédannoilla kuin reaalilu-
kujen algebra. Ainoa ero on, etti

2= —1
B o= —i
it =1
P o= i
i = —1
iT = —i
® = 1 jne

(Liséiksi on ° =1 ja ' =1).
Kompleksiluvun z = x + iy itseisarvolla eli modulilla |z| tarkoitetaan

vektorin (z,y) pituutta
A= VTS
Jos t > 0, niin |tz| = t|z|.
Lause 1 |z| = V2% (= |7]).
Todistus. \/2Z = \/(x + iy)(x — iy) = /22 — (iy)? = /22 + 12 = |2].




Kompleksiluvun z # 0 vaihekulmaa ¢ kutsutaan sen argumentiksi arg z.

Néin ollen
argz = —argz
x = |z|cos(argz)
y = |z|sin(argz)
z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z))

Kuva 7: Kompleksiluvun argumentti ja liittoluku
Usein merkitédén r = |z| ja ¢ = arg z. Silloin
z=r(cosp+isiny).
Kertolaskun geometrisen mééaritelmén perusteella

[2122] = [a1][22]

arg(z129) = argz + arg zs.
Té&ydellisen induktion periaatteesta seuraa, etti

|z122 - 20| = |21l|22] - |24

arg(z120---2,) = argz +argz +---+argz,

2129 2y = rire - -rp(cos(pr + wo -+ on) Hisin(pr + o +

"""Spn))-



1.3 Kaidnteisluku ja jakolasku.
Olkoon z # 0. Silloin

1 z x Ly

S —q

> 22 22+ 2 22 1 ¢

21 2Zy mxa e —i(Tiye —xoy) 1 1
2 - = - ~ =2z =2—.
29 | 25 x5+ Y5 2 22

Jakolaskussa lukujen hajottaminen reaali- ja imaginaariosiin pidentdi lausek-
keita huomattavasti.
Kaavoista seuraa

)1‘ )Z‘ 1_‘ 1 2 || 1
— — —_— | = | — = — ] = — =
z e e R R 22 7]
al _ lal
22 |22
1 1 _ 1 _
arg — = arg<_z>:arg——i-argz:()—argz:—argz
2 |22 |2
21 1 1
arg — = arg <21—> = argz + arg —.
Z9 Z9 Z9

Kahden kompleksiluvun z; # 0 ja 2o # 0 osamédrd muodostetaan jakamal-
la itseisarvot kesken&dédn ja vdhentédmélld nimittdjan argumentti osoittajan
argumentista. Kyseessd on siis myods geometrisesti kertolaskulle kddnteinen
laskutoimitus.

1.4 Esimerkkeja.

1. Suorita jakolasku 1%, ts. jaa 1+

5 5 reaali- ja imaginaariosiin.
. - . -t . . . RE .. . . RE
Tehtava ratkaistaan poistamalla ¢ nimittédjéasta. Jos lavennetaan nimittajan

liittoluvulla, nimitt4jisin tulee |2 — 4|2, joka on reaalinen:

L+i  (IT+40)2414)  (141)(2+1)
2—i  (2—9)(2414) 22— (i)?
0 243i—-1 143
N 5 5

13
- g‘i‘g’&

2. Vastaavasti
a) 1= -—4 = —i



3. Olkoon z # i . Laske ‘f;u
Ratkaisu:

Z—1
14z

2 z—i (z—i\  z—i Z+i
- 1+iz \1+iz) 1+iz 1—1iz
|22+ 1+i(z —2)

—= :1
1+ 22 +i(z — Z)

Toinen tapa:
zZ—1 zZ—1 1 ,
= = - = —Z
1+iz  i(—i+z2) i

4. Olkoon z; = x1 + iy ja zo = o + 1ys. Silloin

Z1 = T — i)
Z3 = Ty — Y.
Siis
21+ 290 =21 + 9.
Koska
2120 = X129 — Y1y + i(T1y2 + Ta11),
on
Z1R9 = Z1%2.
Koska )
21 %o+ Y1ye — i(T1Y2 — Tay1)
P 2 2
Z2 i+ Y5
on

21\ 21
2n) 7
5. Kolmioepiyhtilo Olkoot a ja b kompleksilukuja. Silloin

la+b° = (a+b)(@+0b)=|a)*+ |b]* + ab+ab

= |a|® + |b]* + ab + (ab)
= |a*+ [b|* + 2Re ab.

10



Vastaavasti

la—b] = (a—0b)@—0b)=|a]*+ |b]* —ab—ab
= |a|® + |b]* — 2Re ab.

Laskemalla yhteen saadaan hupaisa kaava
|+ 0] + |a = b] = 2(Ja| + [b])

eli suunnikkaan lavistédjien nelididen summa on kaksi kertaa sivujen nelididen
summa.

Koska
la| = v/(Re @)? + (Im a)?,
on
—la| <Rea<|a|l, —|a| <Ima < |al.
Koska kertolaskun geometrisen mééritelman mukaan |a5| = |ab|, on
— |ab] < Re ab < |ab],

joten

la+8l" < lal” + [ + 2lal[b] = (|a] + [b])*

ja+8* > |al* + bf* — 2lal[b] = (o] — [b])*.

Tuloksena on tavallinen kolmioepdyhtdilo:
|la] = [b]] <'[a+ 0] < a] + 0],

joka nyt on voimassa myos kompleksiluvuille. Soveltamalla kolmioepéayht&loa
esitykseen z = x + iy saadaan

2] = lyll < l2] < fa] + [yl.
1.5 Moivre’n kaava.
Olkoon z = r(cos ¢ + isin ). Silloin
2" = 1r"(cosnp + isinny).
Jos valitaan r = 1, jolloin z = cos ¢ + isin ¢, saadaan ns. Moivre n kaava

(cos ¢ + isin p)* = cosny + isinne.

11



Kuva &: Pascalin kolmio

Tamé on kétevd moninkertaisten kulmien sinien ja kosinien laskemiseen. Va-
litaan esim. n = 5.

(cos p+isin )® = cos® p+5i cos* psin p—10 cos® psin? p—10i cos? ¢ sin® p+5 cos @ sin® p+i sin® .
Néin ollen

cos5p = Re (cosp +ising)’
= cos’ ¢ — 10cos® ¢sin? v + 5 cos psin?

sinby = Im (cosp +ising)®
= sin® ¢ — 10 cos? psin® ¢ + 5 cos? psin .
N&ité voidaan vield muokata eri muotoihin.Sijoitetaan esimerkiksi ensimmaéiseen
sin?p=1—cos? ¢ :

cosby = cos’p — 10cos® p(1 — cos® ¢ + 5cos p(1 — cos® )?
= cos’ ¢ — 10cos® ¢ + 10 cos® ¢ + 5cos (1 — 2 cos? ¢ + cos* )
= 16cos’ p — 20 cos® p + 5cos .

Vastaavasti

cos3p = Re (cosp +isingp)?
= Re (cos3 @ + 3icos® psin p — 3cos gsin? ¢ — isin® ©)
= cos’ ¢ — 3cospsin? ¢
cos® ¢ — 3 cos (1 — cos® p)
4 cos® o — 3 cos .

Tastd seura esimerkiksi kaava

cos® —lcosi") +§COS

12



Unohtuneet kaavat on helppo johtaa:
Koska

cos2p +isin2p = (cosp +isinp)?

= cos’ ¢ + 2isin pcosp — cos? @
on
cos2p = cos’ —sin’ o,

sin2¢ = 2sinpcos .

1.6 Eulerin kaava.

Jos x € R, niin

2 .3 4
¢ = lhat gyt
z2 ozt af
cosT = 1—§+Z—a+~-
) x> 2% 2’
sinx = x—§+a—ﬁ+'“-
Toisaalta
b= g
2 = —1
B o= —i
it =1
P o=
i = —1
i" = —ijne.

Sijoitetaan e”:n sarjakehitelmédn x = 1. Silloin

2 3 4 5 6 7
~ A A A
(2% — _rr  _ A P Y,
T TR TR I TR T
= cosp +isiny,

joten olemme saaneet ns. Fulerin kaavan

e'¥ = cos p + isin p.

13



Tédmén perusteella kompleksiluvuilla z, arg z = ¢, |z| = r, on esitys
z =re'’.
Moivren kaava saa muodon

(eiga)n — e'mgo.

1.7 Esimerkkeji.
1. Laske (1 4+ 41/3)% Moivren kaavan avulla.

ty

Z'\/g‘.,,l,‘iil/_:2€i%

2. Ratkaise yhtélo 22 = 1.
Merkitééin z = re#. Silloin 23 = r3¢3%. Koska |e*%| = 1, on

2] = r3‘e3i“":7’3:1<:>r:1.
P=1 & r=1ljae¥=1=e"""n=0,+1,42,....

‘ 2
B=1 & 30:n§7r,n:0,j:1,j:2,....

V3 1 V3

1
21 = cos 120° + i sin 120° = ~3 +i7zQ =7 = —5 = 27.

14
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Kuva 10: Yhtalon 23 = 1 ratkaisut

Tarkastus:
1 3. 1 1 3 1 3 3
(——+i£)5 = —— 4+ 3;=. £+3_ .2 —i(£)3
2 2 8 4 2 2 4 2
9 1
= ——=-=1
8§ 8
Yleisesti ottaen binomiyhtédlon
=1

juuret ovat yksikkdympyrén kehélld. Ne sijaitsevat sddannéllisen n-kulmion
kérjissd, jonka yksi kérki on pisteessa 1.
3. Ratkaise yhtlo 2* = 1.
Piirretasn yksikkéympyra ja sen sisdédn nelio, jonka yksi kérki on pisteessé
z=1.

Juuret ovat nelion kérjissa:

Z21 = 1
Z9 = 1
zZ3 = —1
Z4 = —1.
4. Laske e'™.
e™ =cosm+isinT = —1.
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Kuva 11: Yhtélon 2% = 1 ratkaisut

1.8 Binomiyhtilo

Yleiselld binomiyhtélolla tarkoitetaan yhtéaloa
2" =w,
missd z on tuntematon ja w annettu kompleksiluku. Edellé késiteltiin muotoa
2t =1 (1)
olevia erikoistapauksia. Jos merkitiin z = re?, saadaan (1) muotoon

T =1

ning __
re 1@{71@ = k2.

Yhtélon (1) juuret ovat siis

r =1
T e =kE k=0,41,42 -

Kun k = 0, saadaan triviaali juuri zy = 1.
Kun k£ = 1, saadaan niin sanottu n:s yksikkdojuuri
- 2T 27T . 27T

z1 =e'"n =cos— + isin —,
n n

jolle kéytetddn merkintda e,. Koska
k k2T

E, =€

n = Zk,

16



voidaan muut (1):n juuret esittdé e,:n potensseina, ja kaikki €,:n potenssit
ovat (1):n juuria.

Yhtalolla (1) on tdsmélleen niin monta juurta kuin €,,:114 on eri potenssia.
Nama ovat

e =1
8; = &,
2
STL
52_1
silla
no__ in2™ _ omi __
g, = €'n =" =1
et = ¢,
n+2 __ 2
En = ¢, jne.

(Kun lasketaan pelkiistdin luvuilla €,%, joiden moduli =1, on kertolasku
pelkkdd argumenttien yhteenlaskua.)

Binomiyht&lolld (1) on tdsmélleen n kpl eri juurta. Nama sijaitsevat komplek-
sitasossa sen sdannollisen n-kulmion kérjissé, jonka yksi kérki on pisteessé
z = 1 ja keskipiste on origossa.

Kuva 12: Yhtélon 28 = 1 ratkaisut
Esimerkki. Olkoon a yhtélon

l+z+22+22+22=0 (2)

17



Kuva 13:

Kuva 14:

juuri. Osoita, ettd myos a? on yhtilén juuri.
Ratkaisu: Koska

1-22=0-2)1+z+22+22+2%
ja z =1 ei ole (2):n juuri, on
l+2+2 428424 =02=1,24#1.

Niin ollen a = &f jollakin k = 1,2, 3, 4.
Tallsin a® # 1. Toisaalta a®> = €2f on yhtilén 2° = 1 juuri. Siis a® on
(2):n juuri.
Sama tehtdva ei onnistu, jos astelukua nostetaan yhdellé:
(I+z+22+22 424 +2°)(1—2)=1-25

a=—1on yhtdlén 1+ z + 22 + 23 + 24 + 2% = 0 juuri, mutta a? = 1 ei ole.
Siirrymme nyt yleiseen binomiyht&loon

2" =w = pe’, Y > 0. (3)

Sijoituksella z = re'¥ saadaan

ning _ it " p
e r @{W =Y+ k2m, k=0,£1,42,....

Yhtalolla (3) on juuret

Merkitaan

Silloin muut juuret ovat

21 = Zoén
Z9 = Z(]éfi
2oy = 2ot



Kuva 15:

Kuva 16:
Juuret 2, ..., 2,1 sijaitsevat sen sdannollisen n-kulmion kérjissd, jonka yksi
kérki on pisteessi z ja keskipiste on origossa.
Esimerkki. Yhtdlon 2* = —1 = €™ juuret ovat
zZ0 = ei% = @ —+ @
’ 2 2

\/§+.\/§
2 = —— i
! 2 2
V2 V2

2 T Ty T

V2 V2

3 = — —i1—

2 2

eli 20 = —z, 23 =720, ja 21 = —Zo.
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