1 Kompleksitason geometriaa ja topologiaa

Tavallisessa analyyttisessd geometriassa kdyrien yhtélot esitetddn z-koordinaattien
ja y-koordinaattien avulla, esimerkiksi

y=—

T

esittédd tasasivuista hyperbelid, jonka asymptootteina ovat koordinaattiakse-
lit. Jos kdyrdn yhtdloon sijoitetaan

1 1
1’25(24-?), yZQ_Z-(Z_g)v

saadaan yhtdlo kompleksimuotoon, ts. muotoon

F(z,z) =0.
Esimerkki.
1
y =—=
T
1 1
= (r—F)=—
52 %) Iz+72)
1
= —(2—% 7)) =1
42,(2 Z)(z+ %)
= 224722 4i=0
= 22-Z2—4i=0.
Kokeilu:

2 o= (L) =1+

zZ = 1—1

22— —4i=1-1+4+2i—(1—-1—-2i) —4i = 0.
Analyyttinen geometria kompleksilukumerkinnoin néyttéisi olevan hyvin
kéteva ratkaisu.

Jos kdéntden on annettu muotoa F'(z,%Z) = 0 oleva yhtélo, niin se hajoaa
kahdeksi yhtéloksi:

_ Re F(2,Z2) =0
F(z7) :(“:’{ Im F(2,%) =0

Kun néihin vield sijoitetan z = x 4+ 1y ja Z = x — iy, saadaan kaksi reaalista
kahden tuntemattoman yhtaloa. Jotta yhtalo F'(z,Z) = 0 esittiisi tasokayraa,
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(LIN= 1+

Kuva 1: Tasasivuinen hyperbeli

on yleensd néiden kahden yhtédlon oltava oleellisesti samoja eli esitettavé
samaa kayrdi (tai toisen yhtélon oltava identtisesti voimassa).

Esimerkki.
Hajotetaan 22 — z? — 4i = 0 reaali- ja imaginaariosiin.

Re (22 =22 —4i) = Re (2> -2 =Re[(z —2)(z +2)]
= Re (2iy2z) =0 kaikille (x,y)
Im (22 =2 —4i) = Im (2* - 7% —4i = Im (dizy) — 4i = dizy — 4i =0
1
S y=1y=—.
T

Suoran yhtils. Tavallisessa muodosso suoran yhtélé on
Ar+ By+C=0; A, B,C eR, A*+ B*>0.
Sijoitetaan z = (2 +2), y = 5-(2 — 2):

dz+2)+ 8-z +C=0
A(z+z)—iB(z—2z)+2C =0
(A—iB)z+ (A+iB)z +2C =0.

Merkitdan A +iB = a ja 2C' = b. Silloin yht&lo tulee muotoon
az+az+b=0; a#0, beR (1)

Suoran yhtélo on siis aina tyyppid (1).



Tarkastellaan kdantden yhtéaloa
az+Z+v=0
ja oletetaan, etti a = 5 # 0 ja v € R. Silloin

0 = az+f8z+y=02+pPz+~
2Re 3z + 7.

Olkoon 3 = A+ 1B ja %7 = (. Silloin yht&l6 tulee muotoon

— 1
0 = Re 52+§7:Re (A—iB)(xz+1iy)) + C
= Ax+ By+C.

Kaikki muotoa (1) olevat yhtédlot esittavét siis suoraa.
Mité sitten esittad yhtalo

az+ zZ+v=0, (2)

jos kertoimet c, 3 ja v eivit toteuta ehtoja a = 3 ja v € R? Olkoot siis
a,B,v € C, |a|+|6] > 0. (Jos @ = =0, yhtélo surkastuu.) Téssd on ehké
parasta sijoittaa

= a1+ iao,
= by + ibs,

c1 + ico,

T 41y,

IS{EEE NS B R
|

= T —1y.
Yhtalo tulee muotoon

0 = (a1 +iag)(x+iy) + (by +ibs)(z — iy) + c1 +icy
a1x — agy + bix + boy + ¢1 + i(asx + a1y + bz — by + ¢2)
= (a1 + bl)l' — (CLQ — bg)y +c + ) ((&2 + bg)x + (a1 — bl)y + Cg)

(a1 +b1)x — (ag —ba)y +¢1 =0
{ (a2 + b))z + (a1 —b1)y+ca=0 (3)

Yhtélo hajoaa siis kahden suoran yhtéloksi.
On muita vaihtoehtoja, joista voisi tehd& pienen harjoitustyon.
1) Toinen yht&lo toteutuu identtisesti
a) ¢y = (a1 — by) = (ag +by) =0 eli v € R ja a = 3. Téama tapaus oli edelld
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esilla ja se esittdd yhtd suoraa.

b) C1 = ((12 — bg) = al?bl =0

Esittdd yhtd suoraa (alempi yhtélo). Itse asiassa tama tilanne palautuu edel-
liseen korvaamalla (2) yhtalolla

oz + 18z + iy = 0,

silla
1y = —cyticy
i3 = —by+ib
o = —ag +1aq.

2) Yhtalot (3) esittavit kahta toisiaan leikkaavaa suoraa, jolloin (2) esittad
yhté pistetta.
3) Suorat (3) ovat yhdensuuntaisia

54
0 — a; +by —az + by
(I2+b2 al—bl
<~
a?4a3 = b4 b3
=4
la| = |f|

Jos suorat (3) eiviit ole samoja, (2) ei esitd mitdén.

4) Suorat (3) ovat samoja.

a) ¢ =co =0 ja|a| = |0

Suorat (3) kulkevat origon kautta. (2) esittdd origon kautta kulkevaa suoraa
aina, kun |a| = || ja ¢ = ¢ = 0.

b) c; #0, ¢ #0jalal =5

Joka tapauksessa suorat ovat yhdensuuntaisia eli |a| = |3]. Olkoon

a1+b1 . —a2+b2
a2—|—b2 Cbl—bl‘

Lisdksi as + by # 0, a;b; # 0, koska alempi yhtélo ei identtinen tai mahdoton.

Suorat ovat samoja < £ =1t.

Yhtalo (2) néyttéisi esittavin suoraa siis tapauksissa 1)a), 1)b), 4)a) ja 4)b).
Suoran esittiminen parametrimuodossa.



21

Kuva 2:

Pisteiden z; ja zo kautta kulkevan suoran yht&ld voidaan esittdd muodossa
z=z+1t(za—2), teR.

Kun t = 0 saadaan z = 27 jakun t = 1 saadaan z = z,. Kun 0 <t <1, on 2
pisteiden z; ja 2o vilissé.
Eliminoidaan parametri ¢ seuraavasti:

z—2z1 = t(zg—2z),
-7 = t(z;:—7%),
joten

zZ— 21 Z9 — 21

Z-7 m—Z
mikd on erds tapa muodostaa pisteiden z; ja zo kautta kulkevan suoran
yhtéls. Taméa on yhtépitdva muodon

zZ— 21 Z9 — 21
arg = arg

zZ—Z1 29 — 21
arg (zo —2z1) —arg(Z —z1) = arg(z — z1) —arg(z3 — z1) + n2w

2arg (z — z1) = arg(zg — 21) +n2w

+ n2m,

kanssa. Itse asiassa tdmé on geometrisesti luontevin tapa ilmoittaa pisteiden
z1 ja zo kautta kulkevan suoran yhtalo.

Kompleksimerkintéd antaa siis hyvin erilaisia mahdollisuuksia késitelld
analyyttistd geometriaa.



Kuva 3: a-keskinen r-séteinen ympyra

Ympyran yhtalo.

Jos ympyran K = K(a,r) keskipiste on a ja sidde r > 0, sen yhtilo
voidaan esittdd muodossa
|z —a|=r

eli
|z —al? = r?
eli
(z—a)(Z—a) =22 —az—az+ |a]* =r*

eli
Z+az+ fzZ+v=0, (4)

missi o = Bjay €R, v = |a|> —r%, r? = |a]? =y > 0 eli v < at = 3. Tami
poikkeaa suoran yhtélosta ainoastaan termilla zZ.

Kéaantéden, jos on annettu @ = a — ib, § = a + ib jay € R, voidaan (4)
kirjoittaa nuotoon

2* +y? + (a —ib)(z +iy) + (a +ib)(x —iy) + v
= 22+ +2(ax +by)+v=0
& (z+a)’+y+b>=a"+b —~

Tami on ympyri, jos r2 = a? + b? — v > 0. Keskipiste on tillsin (—a, —b).

Yhtalo 2z + az + fz + v = 0 esittdd ympyréd, jos ja vain jos a = (3 ja
vyeER, v<apf.



Esimerkkeja.
1. Milla ehdolla kolme eri pistetta zq, 2o, 23 ovat samalla suoralla? Mitd suoran
esitystapaa kannattaa kayttaa?

Erés jarkeva ehto saadaan lahtemalld pisteiden z; ja zo kautta kulkevan
suoran parametriesityksesta

z=2z1+t(za—2z), teER
Piste z3 on télld suoralla, jos ja vain jos jollekin ¢ € R on voimassa

zZ3 = 21 + t(Zg — 21>
& -2 =1tn—2n)
Z3 — 21

54 ={.
R2 — X1
Ehto on siis: osamaara 2:2 on reaalinen. Toisin sanoen
zZ3 — 21
arg = nm
2 — %1
arg (z3 — z1) = arg(zo — 21) + n.

Esim. Ovatko pisteet 1+ ¢, 2 4 3¢, 3 4+ 5¢ samalla suoralla?

Kuva 4: Pisteet 1 +14, 24 3¢ ja 3 + 5

Ratk. zy = 1414, 20 =2+ 31, 23 = 3 + bu.

Zo — 21 n 2+32—1—Z_1+2Z
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(2+40)(1—20)  2+8—4i+4i

(1+23)(1 — 2i) 5
- 2¢R.

Siis pisteet ovat samalla suoralla.
2. Mik&a on sen ympyran yhtélo, joka kulkee origon kautta ja jonka keskipiste
on 1+:7

141

Kuva 5:

Erds muoto:
z—1—i| =2
Téata voidaan muokata:
2=lz—1-iP=(—-1-9)FZ-1+i) =22+ (-1+i)z+ (-1 — i)z + 2.
Yhtélo tulee muotoon

2Z+ (—1+i)z+ (-1 —14)z = 0.

Tassa
a = —1+41,
g = —1-4,
v =0

joten . = B jay < af =2.
Suora pisteiden 1 + ¢ ja —1 + 2¢ kautta.
z = 14+i+t(-1+2i—1—1)
= 1+i+t(-2+19)
= 1—24i(141).
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Eliminoidaan ¢:
{ z—1—i=1t(-2+1)

Z14i=1t-2—1)

z—1—1 —2+1

& = -
zZ—1+4+1 —2—1
(=2—i)z+24+2i+i—1 = (—2+9)z2+2—-2i—i—1

(—2— )2+ (2—i)Z+6i = O.
Tamé on tyyppid 1)b). Kerrotaan yhtélo d:11a:
(1-2))z+(1—-2i)z—6=0.

T&maé on yhtdlon perusmuoto.
4. Olkoon z suoran
(I+i)z4+(1—-49)z+1=0

piste. Milld suoralla ovat pisteet z + 7
Merkitaan w = z + 4. Silloin z = w — i, joten

0 = I+i)(w—i)+Q—-di)(w+1i)+1
l1+dw+(1—-t)u+l—i+1+i+1
= (14+dw+(1—0iw+3.

5. Oletetaan, etté pisteet 21, 29, 23, 24 eivét ole samalla suoralla ja toteuttavat
ehdon

Z1 —Rk3 k92 — 23
: € R.

21— 2 2o — 2
Osoitettava, ettéd pisteet ovat samalla ympyréan kaarella.
Koulugeometria: Niiden pisteiden ura, josta annettu jana nidkyy annetun
kulman suuruisessa kulmassa, on janan péatepisteiden kautta kulkeva ym-
pyrakaari.
Kolmiossa kahden kulman summa=kolmannen vieruskulma. Siis § =

arg (z — z3) — arg (z — z4) = arg %

Z1 — k3 R92 — Z3

eR

21— 24 22— 24

21— 23 <2 — 23
& arg : =nm, n=0,£1,£2 ...
Rl — R4 R2 T 24
21 — %3 29 — 23
& arg = arg +nm
21— 24 9 — 24

< 21 ja 29 ympyralld, josta jana z3z4 ndkyy vakiokulmassa.
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Kuvio tulee selkeommoksi,
jos oletetaan, etto suora
2324 on_x-akselin
suuntainen.

Z4 z3

Kuva 6:

Kompleksitason metriikka. Olkoon d : C x C — R kuvaus, jolle
d(Zl, ZQ) = ‘Zl - 22|.

Téalloin d on metritkka C:ssé, silla

1. d(z1,29) > 0Vz,20 € C
2. d(z1,20) =0 2y = 29
3. d(z1,29) = d(z2,21)V21,220 € C
4. d(z1,23) = |21 — 23] = |21 — 22 + 20 — 23]
< |z1 — 2| + |22 — 23] = d(21, 22) + d(22, 23) V21, 29, 23 € C.
Esimerkkeja.

1. Méérds lausekkeen |22 + 2iz| suurin ja pienin arvo joukossa |z| = 1.
|22 + 2iz| = |2(2 + 20)| = |2||z 4+ 20| = |2 + 20| = |2 — (=24)| = d(21, —21)
Kolmioepéyhtélon perusteella
2=l = =21 <[z = (=20 < [z + [ = 21| = 3.

Kun z =4, on |22 + 2iz| = 3 eli maksimi.
Kun z = —4, on |22 + 2iz| = 1 eli minimi.
Yleisesti epayhtélossa

|[21] = [22]] < |21 + 22| < |21 + |22
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Kuva 7:

Kuva 8:

esiintyy yhtasuuruus, kun (ja vain kun) z; ja zo ovat samalla origon kautta
kulkevalla suoralla.
2. Maaréa jokin sellainen reaaliluku 6 > 0, ettd

|2° +32%| < 0,1

kun |z| < 6. Tamé on tyypillinen € — ¢ -tehtava.(vrt. seuraava luku.) Tar-
kastellaan funktion f(z) = 2° + 32% jatkuvuutta origossa. Valitaan € = 0, 1.
Pyritdan 16ytamasan 6 > 0 siten, etté

d(z,0) < 6 = |f(z) — £(0)] <0, 1.

|2° + 322 < |2 + 3|22 < |2| + 3|2] = 4]2|, kun |2| < 1.

4)z] < 0,1, kun |z| < & = 0,025. Valitaan § = 0, 025.
3. Olkoot z1, 22, z3 kompleksilukuja. Osoita, etté |z1+2z2+23] > |21|—|22| —|23].
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Tod.

A-ey
|21+ 20+ 23] > ||z + 2| = Jzs]] > |21+ 2] — [z

> lz] = Jzal| = [zs3] = |z1] = |22] — 23]

Kompleksitason topologia. Pisteen a € C r-sdteinen ympyrdympdristo
eli r-ympdristé maaritllaéan joukkona

Ula,r) ={2€C | |z—a|] <r}.

Piste a on joukon a sisdpiste, jos U(a,r) C A jollakin r > 0. Joukko A C C
on avoin, jos jokainen piste a € A on a:n sisdpiste.

Joukko F' C C on suljettu, jos sen komplementti C\ F' on avoin. Komple-
mentille ei ole vakiintunut hyvda merkintdd. Voimme kayttdd esimerkiksi
merkintad C(F) = C\F.

Esimerkkeja avoimista joukoista:

(i) C ja 0 ovat avoimia
(ii) Kiekko D = {z | |z — 29| < r} on avoin
(iii) Punkteerattu taso

C,={z€C|z#a}

on avoin. (Merkintd C/, ei ole aivan yleisesti kiytossé. )
Esimerkkeja suljetuista joukoista:

(i) C ja 0 ovat suljettuja

(ii) Suljettu kiekko D = {z | |z — 2| < r} on suljettu

(iii) Yksiot {a} ovat suljettuja.

Olkoon A C C. Komplementin C(A) sisdpisteitd sanotaan A:n ulkopis-
teiksi. Jos piste ei ole A:n sisé- eikéd ulkopiste, niin se on A:n reunapiste.
Olkoon
IntA = A:n sisépisteiden joukko
ExtA = A:n ulkopisteiden joukko
BdA = A:n reunapisteiden joukko.

Silloin jokaiselle joukolle A on voimassa

C = IntA U ExtA U BdA.

Joukot IntA, ExtA ja BdA ovat pistevieraita. Niistd kaksi voi olla tyhjia
joukkoja.

Esimerkki. A = {z + iy | z,y € Q}. Silloin IntA = ExtA = 0 ja
BdA =C.

Joukko A = AUBdA on A:n sulkeuma. Joukot IntA ja ExtA ovat avoimia
ja A ja BdA suljettuja.
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Joukko A on pisteen a ympdristd, jos a € IntA.

Piste a on joukon A kasaantumispiste, jos jokainen a:n ympéristo sisaltaa
a:sta eroavan A:n pisteen.

Pistejonon suppeneminen. Olkoon z1,z,... = (z,) kompleksitason
(paattyméton) pistejono. Jonoa sanotaan suppenevaksi ja kompleksilukua z
sen raja-arvoksi, jos jokaista z:n ympéristod U vastaa ng € N siten, etté

n>ny= z, €U.
Talloin merkitddn z = lim,,_ 2.

Maédritelméssé voidaan rajoittua r-ympéristoihin U(z, ).
Itse asiassa lim,, .. |z, — z| = 0.

Esimerkkejai.
1. lim,— oo Z’gj_; =4, silld (kun n > 1)
m+1 m+1—in+1 2 2 2
- —1| = , = - < <r, kunn >1+ —.
n+1 n+1i In+i —n—1 T

Laskut sujuivat siis hyvin samalla tavalla kuin reaalisten jonojen tapauksessa.
2.0lkoon z, = x, + iy, ja z = x + ty. Silloin

lim z, =z &

n—oo

lim,, oo T, = T

Tod.a)

Oletus: lim,,_,o 2, = 2.

Viite: lim,, o, x, = x ja lim,, ., = y.

Tod: Koska (A-ey) |z, —z| < |zn— 2] ja lyn—y| < |20 — 2], onlim, .z, =
ja lim, oo yn = ¥.

b)

Oletus: lim,, o x, = x ja lim, .oy, = y.

Viite: lim,,_, 2z, = 2.

Tod: Olkoon r > 0. Téll6in on olemassa ng € N siten, etté

r r

ja |y, —y| <
N Y — Y 7

n>ng=|r, —z <

Mutta silloin on

r
|Zn_Z|:\/(xn_x>2+(yn_y)2< 5t =r

arvoilla n > ng. Siis lim,,_, 2z, = 2.

13



Kompleksisille jonoille ovat voimassa summan, tulon ja osaméiran raja-
arvoa koskevat sadnnot.

Cauchyn konvergenssikriteerio. Jono (z,) suppenee aina ja vain, kun
jokaista positiivilukua e vastaa kokonaisluku n,. siten, etta

|Zn4p — 20| < e, kun n > n. jap > 0.

Todistus.
a) Olkoon jono (z,) suppeneva, se raja-arvo z ja € > 0. Silloin on olemassa
luku n,. siten, etté

€
n>n5:>\zn—z|<§.
Olkoot p > 0 ja n > n. kokonaislukuja. Koska p +n > n. jan > n., on
£ €
|2n4p — 2| < 5 Ja |zn — 2| < 5
Mutta t&lloin
£ €
[2ntp = 20 = |(2nap — 2) = (20 — 2)| < 2pgp — 2| + |20 — 2| < 5+ 5 ==

2 2

b) Olkoon lauseen ehto voimassa. Merkitdan z, = x, + iy,. Koska

E—

‘anrp — x| <
|yn+p - ynl S |Zn+p - zn|7

ovat (z,) ja (y,) reaalisia Cauchyn jonoja. On siis olemassa = = lim,,_,, x,
jay =1lim, . y,. Talloin lim,, . 2, = 2 =z + 1y.

Esimerkki. Osoitetaan, ettd suppeneva jono (z,) on rajoitettu.

Olkoon z = lim,,_, z,. Valitaan r = 1. Silloin on olemassa n; siten, etti

zn € U(z,1), kun n > n;.
Arvoilla n > n; on siis
20| = |20 — 2+ 2| < |2 — 2|+ |2] < |2] + 1.
Olkoon M = max{|z|, |22|,---,|2n|,|2| + 1}. Silloin
|zn| < M kaikille n = 1,2, ...,

eli z, € U(0, M) kaikille n = 1,2, .. ..
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Kuva 9:
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