1 Analyyttiset funktiot

1.1 Kompleksimuuttujan kompleksiarvoinen funktio

Olkoot A ja B kompleksitason C osajoukkoja. Kuvausta
f:A—B

sanotaan kompleksimuuttujan kompleksiarvoiseksi funktioksi. Usein on B =
C.

1.Vakiokuvaus. Esimerkiksi kuvaus f : C — C, f(z) = 1 Vz € C on
kompleksimuuttujan kompleksiarvoinen funktio. Yleisesti olkoon A C C ja
a € C. Silloin kuvaus f: A — C,

f(z)=aVze A

on vakiofunktiona kompleksimuuttujan kompleksiarvoinen funktio.
2.Identtinen kuvaus. Olkoon A C Cja f(z) = 2Vz € A. Silloin f : A — A
on joukon A identtinen kuvaus.

3. Muotoa )
az
S =—:a,b,c,dcC
(Z) CZ"-d’a’ 7C? e

olevia kuvauksia sanotaan Mdbius-kuvauksiksi. Jos valitaan a = d = 1 ja
b=c=0,0onS5(z)=zeli §:C — C on identtinen kuvaus. Jos ad — bc = 0
jalc| +|d| #0 (eli ez +d # 0), S on vakiokuvaus: Jos ¢ # 0, on

acz+bc  acz+ad alcz+d) a

S(z) = c(cz +d) - clez+d)  clez+d) ¢

Jos d # 0, on vastaavasti

adz+bd  bez+bd  blcz+d) b
S(z) = - _ b
d(cz+d) d(cz+d) d(cz+d) d
Olkoon A = ad — be # 0. Erotetaan kaksi tapausta:
a) ¢ # 0. Kuvaus S(z) = % on médritelty, kun cz 4+ d # 0 eli kun z # —4.
Kuvaus on bijektio

{2 -afe)

silla yhtalolla

az+b
=w & az+b=cwz+dw
cz+d
& (a—cw)z=dw—1>
dw —b
= =
a— cw



on tdsmélleen yksi ratkaisu z, kun w # 2. (Voidaan jo nyt havaita, ett
S(—% = 0o ja S(oo0) = 2. Kuvaus S on siis bijektio C U {co} — C U {oo}.
Ongelmaksi jdéd vain joukon C U {co} méérittely topologisena avaruutena.)

b) ¢ = 0. Koska ad — bc # 0, on d # 0. Kuvaus

az+b_az—|—b
cz+d  d

S(z) =

on nyt madritelty kaikille z € C. Kuvaus on bijektio C — C, silla

az+b

7 =w & az=dw-—-0>

dw—b
Zz =

a

=

(koska ad —bc # 0 ja ¢ = 0, on a # 0). (Téassd tapauksessa S(o0) = oo, joten
S:CU{oo} — CU{oo} on bijektio.)
4. Maaritellddn f : C — C asettamalla

r

w £(0) = 0.
%L J(0)

f (Tei“") =

Koska kuvaus r +— 5 on bijektio |0, oo[—]0, 1[ on

f:C—=U(0,1)
bijektio. Jos merkitdén z = re®?, on r = |z|. Téllsin

1 i 1
=——7re¥=——2.
L+ 1+ 2]

f(2)

Kuvaus f(z) = T3 on siis bijektio C — U(0,1).
5. Nelidjuuri. Tarkastellaan kuvausta f : z + 2% Binomiyht#lolld 22 = w
on kaksi ratkaisua, joille kiytetdin merkintdji /w ja —y/w. Jos w = re',

niin
\/E = \/;67:% ja _ \/a — \/;ei(%“rﬂ') _ _\/;67;%.
Kuvaus f : C — C on siis surjektio, mutta ei injektio, silla pisteille w # 0

kuvautuu aina kaksi pistetti

zlz\/@ja@:—\/@.

(On huomattava, etté ei ole mitdén yleistd tapaa erottaa, kumpi neligjuurista
on z; ja kumpi zp. Jos toista merkitddn y/w:1l4, niin toinen on —y/w.)

Olkoon A={z | Im z >0} ja B=C\{z | Im 2 =0, Re z > 0}.



Kuva 1:

Silloin f : A — B on bijektio. Sen kiinteiskuvausta f~! : B — A sano-
taan nelidjuuren haaraksi, joka on mééritelty pitkin positiivista reaaliakselia
aukileikatussa tasossa.

Neliojuuri voidaan mééritella jokaisessa origoon paattyvaa sadetta pitkin
aukileikatussa tasossa.

NeliGjuuri on yksikésitteinen, kun sovitaan, miten taso aukileikataan ja
kumpaan puolitasoon kuuluva haara valitaan. Ennen kuin voidaan ollenkaan
puhua nelijuuresta, on valittava tason aukileikkaus.

Esimerkki. Mita vikaa on seuraavassa padttelyssa?

|
—_
Il

|
—

5
iER

B
|
JEpE

jos \/ médritellddn siten, ettd se kuvaa aukileikatun tason ylemmalle vi-
nolle puolitasolle 7, niin -/ kuvaa sen alemmalle puolitasolle 7.

Onko v—1 = \/i_il ?

Ei ole, silld -1 =i, VI =1jal=—i.



Kuva 2:

Onko sitten —/—1 = ’_\/\? ?
Ei ole, silli —/—1 = —i ja —\/‘ = —1sekit =% =i # —/—1.

Haaralle I on siis v —1; 75 Ja haaralle I1 on siis \/—1;; # Vol

fII
Yhtaloa
V-1 V1
ViV
ei siis voida johtaa yhtélostd /—1 = +/—1, méériteltiinpéd neliojuuri miten
hyvansa.
Voidaan huomata, etté

=y v
VA=Y —veT -

silla )
. (. . —1
i=-Ja —1=—.
17 —
Siis

patee haaralle I, mutta ei haaralle 1.

T
"
v=i- =



Mooritelloon

Aukileikataan pitkin negatiivista imaginaariakselia

°,
Y

%W+H27T 3 (§7r—|—n27r) = %W—kmr

Kuva 3:

patee haaralle 11, mutta ei haaralle I.
6. Kuutiojuuri. Kuvaus f(z) = 23
arg z < %’T

Sen kuva on pitkin positiivista reaaliakselia aukileikattu taso. Kuutiojuu-
rella on téssd alueessa kolme haaraa, joiden kuvana ovat alueet

on injektio esimerkiksi alueessa 0 <

2
I: 0<argz<?7r

2 47
II: — < < —
5 arg z 5

4
17 §<argz<27r

Yleisesti voidaan médritelld {/w, n=2,3,4,....

Esimerkki. Maardaa suoran z + 7z — 1 = 0 kuva Mobius-kuvauksessa
S(z) ==,
Mika suora? Yleinen tapa: x-akselin leikkauspisteessd on z = z = x. Siis
2r=1eliz= %
y-akselin leikkauspisteessd on z = iy, Z = —iy. Siis iy —iy — 1 = 0 ei toteudu.

Kyseessé on siis suora x = %




Kuva 4:

& zZw—-1)=1

Kuvan yhtélo:

1 n 1 =

w—1 w-—1
v—14w—-1—(w-1)(w—-1) =
wtw-—2—-wwut+wt+w-—1 =

ww —2w—2w+3 =

o O o O

Ympyri: 22 +az +BZ2+7=0,a=0,7<ab
a=0=-2v=3, 3<(-2)(-2)=4.
Jos @ = a—ibja f = a+1ib, niin keskipiste on (—a, —b) ja side \/a? + b? — .
Kuvana on siis ympyré, jonka keskipiste on (2,0) ja sdde on 1.

Saamme erikoistapauksen yleisesté tuloksesta: Mobius-kuvaus kuvaa suo-
ran ympyréksi (tai suoraksi).

Yleisesti suoran x = n yhtédlo kompleksimuodossa on

n=2r=2Rez=2+2

eli
z2+7zZ—2n=0.

Vastaavasti suoran y = n yhtélo kompleksimuodossa on

2in=21y=z2—7%2

6



Kuva 5:

Kuva 6:

eli
z—2z—2in=0.

Kertomalla i:114 saadaan yhtilé normaalimuotoon oz + 8z 4+~ =0, a = 3 ja
v e R:
1z—1z+2n = 0.

Kuutiojuuri reaalifunktiona ja kompleksifunktiona.

Kuvaus [ :  — J/r on méiiritelty kaikille x € R.
Derivaatta

1

/
fle) = —
on médritelty kaikille z # 0. Arvolla x = 0 kiyran tangentti on pystysuora
eiké funktuolla ole #érellistd derivaattaa. Jatkossa ehkéd néhdain, ettad jo
tamé riittdd osoittamaan, ettei reaalista kuutiojuurta voida luonnollisella
tavallajatkaa kompleksifunktioksi.

Tarkastellaan kuutiojuurta kompleksifunktiona. Otetaan maéarittelyjoukoksi

pitkin negatiivista imaginaariakselia aukileikattu taso A = C\{z |Re z =

0, Im z <0} = C\{z| argz =}



A

—5 +n2r <argz < SW +n2m
jokaisella arvolla _
saadaan eri eurgumen‘mﬂ4
haara

z-taso

Kuva 7:
Kuutiojuurella on A:ssa kolme haaraa, joiden maaleina ovat sektorialueet
B, = {wEC‘—%<argw<g} n=>0
By = {wEC‘z<argw<7—ﬂ} n=1
2 6
By = {wEC‘%T<argw<1lTﬂ} n=2

Kuutiojuuren haarat ovat:

Y, A — B
Yoo A — By
Vi A— By

X kuvaa positiivisen reaaliakselin positiiviselle reaaliakselille ja negatiivisen
reaaliakselin suoralle argw = %.

Vi1 kuvaa positiivisen reaaliakselin suoralle argw = %” ja negatiivisen reaa-

liakselin negatiiviselle reaaliakselille (argw = 2F).

N kuvaa positiivisen reaaliakselin suoralle argw = 4?” ja negatiivisen re-

aaliakselin suoralle argw = %’r
Reaalinen kuutiojuuri f saadaan siis ottamalla Vs positiivisella reaaliak-

selilla ja V0 negatiivisella reaaliakselilla ja méérittelemalla f(0) = 0.

Funktion raja-arvo Olkoot A ja B kompleksitason joukkoja ja f: A — B
kuvaus.

w-taso



Kuvauksella f on pisteessi zy € A raja-arvo c, jos jokaista € > 0 vastaa
0 > 0 siten, ettd

O0<|z—z|<djazeA=|f(z)—c <e.

Raja-arvoa varten riittaé tarkastella jonoja z, — zo, 2, € A\{20}. Funktiolla
on raja-arvo ¢, jos ja vain jos kaikille téllaisille jonoille on voimassa

lim f(z,) =c.
Esimerkki. R
ez
f) =

on miéiritelty joukossa A = C\{0} ja 0 € A. Onko olemassa raja-arvoa

lim f(2)?
z—0
Olkoon z, = % Silloin Re z, = % = z, ja f(zn) = % = 1, joten
lim, .o f(z,) =1, lim z, = 0.
Olkoon z, = *. Silloin Re z, = 0 ja f(z,) = 0, joten lim, .. f(2z,) = 0,
lim 2, = 0. Raja-arvoa ei siis ole olemassa.
Funktio f on jatkuva pisteessé zg € A, jos
lim f(2) = f(z0).
Kuvaus f on jatkuva joukossa A, jos se on jatkuva jokaisessa A:n pisteessi.
Oletetaan, ettd A on avoin joukko. Silloin f : A — B on jatkuva, jos ja
vain jos jokaisen avoimen joukon U C C alkukuva f~(U) on avoin. Funktio
f = u—+iv on jatkuva, jos ja vain jos u: A — R jav : A — R ovat jatkuvia.
Olkoon I = [0, 1] yksikkovili. Polulla v tarkoitetaan jatkuvaa kuvausta

v: I —C

7(0) polun alkupiste
7(1) polun loppupiste
v(I) polun kantaja eli jalki.

Jos v(I) C A, niin vy on joukon A polku. Pisteet v(0) ja (1) on tallin
yvhdistetty polulla v joukossa A.

Jos A:n kaksi pistettd voidaan aina yhdistdad polulla A:ssa, niin A on
polkuyhtenéinen. Jos A on liséksi avoin, niin A on alue. Esimerkiksi joukko

{z|/Im z = 0} on polkuyhtenéinen, mutta se ei ole avoin. Sen sijaan esimer-

kiksi yksikkokiekko U(0, 1) on seké avoin ettd polkuyhtendinen, eli siis alue.
Polkuyhtenéisen joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on polkuyhtenéinen.
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/ff\‘
B = f(A)

Kuva 8:

1.2 Analyyttinen funktio

Olkoon f : G — C kuvaus, G C C. Jotta voisimme derivoida, joudumme
olettamaan, ettd G on avoin joukko. Integrointia varten joudumme oletta-
maan, ettd G on polkuyhtendinen. Avoimet ja yhtenéiset joukot ovat alueita.
Jatkossa oletamme siis yleensé, ettd funktioden méérittelyjoukot ovat aluei-

ta.
Olkoon G alue ja z € G. Télloin on olemassa r > 0 siten, etta

Ulr,z) ={z+w| |w| <r} CG.

U(z,r) U(,r)

Kuva 9:

Funktio
flz+w) = f(2)

w

h(w) =

on médritelty punkteeratussa kiekossa

U'(0,r) ={w|0 < |w| < r} =U(0,r)\{0}
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ja 0 on U’(0,r)m kasautumispiste. Edelld olleen méaéritelmén mukaisesti voi-
daan tutkia raja-arvoa

a = lim h(w) = lim fletw) = f(2)

w—0 w—0 w

olemassaoloa. Jos tdmé raja-arvo on olemassa, niin f on differentioituva pis-
teessd z ja luku a = f/(z) on f:n derivaatta tissi pisteessé.

Funktio, joka on differentioituva alueen G jokaisessa pisteesséd, on ana-
lyyttinen G:ssé.

Analyyttisyyden mééaritelma on erittdin vahva. Siitd seuraa mm., ettéd
myos [’ on analyyttinen, jolloin edelleen f” on analyyttinen jne. Analyytti-
selld funktiolla on siis kaikkien kertalukujen derivaatat.

Funktio on analyyttinen pisteessd z, jos se on analyyttinen jossakin tdmén
pisteen ympéaristossa.

Kompleksifunktion derivaatan méaéarittely erotusosaméérian avulla on mah-
dollista, koska kompleksiluvut voidaan jakaa kesken&din. Jos tarkastellaan
vektorimuuttujan x € R" vektoriarvoisia funktioita f : R — R", niin de-
rivaatan médrittely tilla tavalla ei onnistu, kun n > 3. TaAmé& johtuu siité,
ettd lukualuetta ei voida laajentaa tasoa useampiulotteiseksi. (Hamilton ja
kvaternionit 1844.)

Kirjoitetaan
e(w) = fletw) - flz)
w
Silloin
fz4+w)— f(z) = aw + we(w), (1)

joten a on funktion f derivaatta pisteessi z, jos ja vain jos kehitelmé (1) pétee
ja e(w) — 0, kun w — 0. Tétd kautta kompleksinen derivaatta a = f'(z) ja
Analyysi4:n yleinen derivaatta (lineaarikuvauksena) liittyvit toisiinsa.

Esimerkkeji. 1. Vakiokuvaus f(z) = ¢ on analyyttinen koko tasossa ja
f'(z) =0, silla

fz+w)—f(z)=0-w+w-0.

Tiassd 0 = f'(2) ja e(w) = 0.
2. Identtinen kuvaus f(z) = z on analyyttinen koko tasossa ja f’(z) = 1, silla

fe4+w) —flz)=w=1-w+w-0.

Téssd 1 = f'(2) ja e(w) = 0.
3. Funktio f(z) = 2% on analyyttinen koko tasossa ja f'(z) = 2z, silld

fz4+w)—fe)=(+w)? -2 =22 +2zw+w* -2 =2z -w+w-w.

11



Téassd f'(z) = 2z ja e(w) = w — 0, kun w — 0.
4. Funktiolla f(z) = Z ei ole derivaattaa missdén pisteessi z € C.
Todistus. Tarkastellaan erotusosaméaraé

fe+w)—fz) Z+w-—-z

SHRS

w

sateilla
w=t ,t>0
w=1 ,t>0

teiy
it]
’\90
t
Kuva 10:
flz+w) - f(2) = 1, kitnw=t>0
w
fetw) =) _ 2 mw—it t>0.
w Zt

Annetaan t — 0+. Erotusosamaaralla on eri raja-arvot (1 ja -1) niilla
sateilla, joten silld ei ole raja-arvoa kompleksitason topologiassa. On mielen-
kiintoista huomata, ettd erotusosamaiérilla on raja-arvo jokaisella origosta
lahtevilld w-tason siteelld w = te' :

flz+w)—f(z)  w  te ™
w ow teiw
= 2% = cos2p — isin 2.

Jokaisella origon kautta kulkevalla suoralla saadaan eri raja-arvo.
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Kehitelmén (1) avulla voidaan tavalliseen tapaan perustella summan,
tulon, osaméadran, kadnteisfunktion ja yhdistetyn funktion derivointikaavat
kompleksifunktioille. Esimerkiksi, jos

fiz4+w) — fi(z) = w4+ wei(w),
fo(z +w) — fa(2)

asw + wea(w),
(fi+ )z +w) = (21 + f2)(2) = (a1 + ax)w + w(er(w) + ex(w)),

joten

(fi+ f2)'(2) = filz) + f3(2).
Kéanteisfunktion derivaatta: Oletetaan, ettd funktiolla f on pisteessd z deri-
vaatta f'(2) # 0 ja ettd kiiéinteisfunktio f~1 on mééritelty ja jatkuva eréfissi
pisteen w = f(z) ympéristossid V. Silloin f~! on differentioituva pisteessi w
ja
1 1

! "(w) = = .

U= 56 = P )

Todistus. (Huomaa merkinndn muuttuminen. Nyt on w = f(z). Merkitddn
siksi z:n lisdysta h:lla.)

+h)

Kuva 11:

f:n jatkuvuuden nojalla £ — 0, kun h — 0, f : U — V jatkuva bijektio,
jonka kadnteiskuvaus f~! : V — U on jatkuva ja f~'m jatkuvuuden nojalla
h—0,kun k — 0. Jos w+k € V, k # 0, niin merkitiin f~ (w+k) = 2z +h.
Silloin h # 0 ja

fHw+ k) — f(w) _ ith—z h
k f(z+h)=f(2)  f(2)h+ he(h)
= L — , kun k — 0.

f'(z) +eh)  f'(2)
13
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S Ok R B T
Kuva 12:

Esimerkki. Funktio f(z) = 22
on injektio ylemméssa puolitasossa H = {Z‘Im z>0}jaE = f(H) on

pitkin positiivista reaaliakselia aukileikattu taso C\ [0, co|. Neliéjuuri voidaan
médritelld kuvauksena f~!: E — H. Merkitiin

7 (w) = V.

Osoitetaan, ettéd f~1 on jatkuva E:ssi. Olkoon wy, wy € E ja

zZ1 = $1+iy1:\/wl
29 = T+ 1Y = /W2,

jolloin y; > 0 ja yo > 0. Saadaan arvio

lwg —wy| = |z§ — zf‘ = |z — 21||21 4+ 2| = |22 — 21V (21 + 22)2 — (Y1 + 12)2
> |z — z1l(y1 +y2) > |z — 2,
mistd saadaan
|wa — wi|
|29 — 21| < ———.
Y1

Pidetdan w; (ja siis myos y;) vakiona ja annetaan ws — wj. Silloin |wy —
wy| — 0, joten myds

’22 — 21| = ’\/wz — \/w1| — .

Néin ollen y/w on jatkuva pisteessid w;. Koska w; (ja wq) valittiin mielival-
taisesti F:stéd, on \/w jatkuva E:ssi.
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Kéidnteisfunktion derivaattaa koskevasta tuloksesta seuraa, ettd /w on
derivoituva FE':ssé ja sen derivatta on
1 1
A ORI K QvATH) REPAVAT
silld f(z) = 2% ja f'(2) = 22.
Vastaavalla tavalla ndhdéaéan, etta

' wz/ﬁ@\:jd ‘
I
I
I
I
I

z = Jw

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
! ! !

Kuva 13:

kuutiojuuri on jatkuva E':ssé ja sen derivaatta on

1 1 1

i)~ f(Yw) 3w

Tulos yleistyy n:teen juureen /w.

Cauchy-Riemannin -yhtilot

Olkoon f : A — C kuvaus ja z € Ajoukon A sisépiste. Oletetaan, ettd f
on differentioituva pisteessd z = x + 4y, jolloin

fz+w) = f(z) =a-w+w-e(w), (2)

missé e(w) — 0, kun w — 0. Hajotetaan kaikki termit reaali- ja imaginaa-
riosiinsa:

f(z) = u(z,y) +iv(x,y)

a = a+10
w = h+ik
e(w) = er(w) +iez(w).
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Yhtalo (2) hajoaa télloin kahdeksi reaaliseksi yhtéloksi:

wx+h,y+k)—ulx,y) = ah—Gk+ hey(w) — keay(w)
vix+h,y+k)—v(z,y) = Bh+ak+key(w)+ hea(w).

Koska
|he(w) — kez(w)]? = (B, k) - (1 (w), e2(w))?
Schwarzin ey.
1, =B) [P [l (e1(w), e2(w)) [ = (B* + k) (e1(w)* + e2(w)?),

’ hey(w) — keg(w) 0
im =
Vh2+k2—0 A h? + k2
Néin ollen funktio v : A — R on (Analyysi3:n ja Analyysi4d:n mielessi)
differentioituva pisteessi z = (x,y) ja

Diu = wu, =a,
DQU = Uy = —ﬁ

Samalla perusteella v : A — R on differentioituva pisteessi z = (z,y) ja

Div = v, = 0,

DQZ’Uy:O(.

Funktiot u ja v toteuttavat siis ns. Cauchy-Riemannin differentiaaliyhtdilot

{wz 3)

Uy = —Vg.

Oletetaan kadntéden, ettd funktiot u: A — R jav: A — R ovat differentioi-
tuvia joukon A sisdpistessi z = (z,y) ja toteuttavat téassi pisteessd Cauchy-
Riemannin differentiaaliyhtélot (3). Muodostetaan funktio f = u+iy: A —
C.

Viitos: f on differentioituva pisteessi z ja f'(2) = u.(x,y) + ivg(z,y) =
Uy(xa y) - uy(xv y)

Todistus: Differentioituvuuden méaéritelméan perusteella u:lla ja v:114 on ke-
hitelmét

ux+hy+k)—ulx,y) = u(z,y)h+uy(z,9)k+ |wle(w)
o(@+ oyt k) —v(@y) = vn(w gt vyl )k + wles(w),
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missd w = h+ik jac; — 0, kun w — 0, j =1,2,.... Yhtélsiden (3) nojalla
on

flz4+w) = f(2) = uzh+uyk+ivyh +ivyk + |wler(w) + i|w|ex(w)
uzh + vk + i(vyh — ituyk) + |wler (w) + ijwleqx(w)
= uzh +iugk + i(v.h + iv.k) + |w|(e1(w) + iea(w))
= uy(h+ik) + v, (h + ik) + |w|(e1(w) + iez(w))
= (ug + v,)w + w|Zj—|(51(w) +igq)).

Merkitaan

a = ug(x,y) + vz, y)
e(w) = %<€1(w)+i52<w))'

Silloin
fz4+w)— f(z) = aw + we(w),

missd e(w) — 0, kun w — 0.
On siis todistettu

Lause 1 Funktio f = u+ 1w : G — C on analyyttina’en alueessa G, jos ja
vain jos funktiot u : G — R ja v : G — R ovat G:ssd differentioituvia ja
toteuttavat Cauchy-Riemannin yhtilot (3).

Oletetaan, ettd olemme unohtaneet Cauchy-Riemannin yhtalot. Miten ne
voidaan palautta mieleen?
Oletetaan, ettd derivaatta

w—0 w

on olemassa pisteessd z € (. Valitaan w:lle sopivia teitd ldhestyéd nollaa,
w=h+ik=(hk), z=x+1iy = (z,y):
1) w menee reaalisena kohti nollaa. Merkitdan w = h = (h,0)

flz4+w)— f(z2) _ u(z + h,y) +iv(x + h,y)u(z,y) —iv(z,y)
w h
_ u(:t+h,y)—u(:v,y) +i’U(l‘—|—h,y)—U($,y)
h h

= Ug(z,y) +ive(w,y) = f(2).
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2) w menee puhtaasti imaginaarisena kohti nollaa. Merkitddn w = ik =

fletw) = f(z) e,y +k) +iv(ey+ k) —ule,y) —(,y)
w ik
_ _Z,u(x, y+k)—u(z,y) n i(v(x,y+ k) —v(z,y))
k ik

= —iuy(2,y) + vy (7,y) = vy(w,y) —iuy(z,y) = f'(2).

Oletetaan, ettd f'(z) on olemassa. Kohdassa 1 on f:n osittaisderivaatta x:n
suhteen:

folwg) = i TEFNZIE iy e

Kohdassa 2 on f:n osittaisderivaatta y:n suhteen vakiolla kerrottuna:

f(z+ik) = f(2) i(f(z+ik) = (=)

o) =l S i SR
L
_ i LRIy

Siis f(z,y) = % fy(x,y) = —ify(x,y). Saadaan Cauchy-Riemannin yhtéloiden
kompleksimuoto

fw - _ify-
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