4 Alkeisfunktioita

4.1 Eksponenttifunktio

Eksponenttifunktio exp : R — R on maéaéritelty kehitelmalla

o a’/‘n
exp(z) = e" = Z 7
n=0 ’

Pyrimme laajentamaan mééritelmén koko tasoon C siten, etté
1° exp : C — C on analyyttinen ja

2° exp(x) =€, kun z € R.

[tse asiassa tieddmme jo vastauksen Eulerin kaavasta:

eF = "M = % = " (cosy +isiny).
Asetetaan
u(z,y) = e* cosy,
v(x,y) = e*siny
ja maaritellddn (z = x + iy)
e =u+iv=e"(cosy +isiny). (11)
Funktio exp(z) = e* toteuttaa ehdon 2°, silld jos y =0, 0on z =z € R ja

e’ =e"(cos0+ isin0).

Ehdon 1° todistaminen on helppoa edellisen lauseen avulla: Funktiot v ja v
ovat differentioituvia koko tasossa ja

uz(x,y) = e¥cosy,
uy(z,y) = —e’siny,
ve(z,y) = €e*siny,
vy(z,y) = e"cosy,
joten u, = v, jau, = —v, eli Cauchy-Riemannin yht&lét toteutuvat. Kaavalla
(11) médritelty funktio
exp(z) = €*

on siis analyyttinen koko tasossa.
Voidaan osoittaa, ettd jos f : C — C on jokin analyyttinen funktio, jolle

f(z) = €®, kaikille z € R,

niin, f(z) = e* kaikille z € C. Ehdot 1° ja 2° méaradvét siis funktion exp
yksikasitteisesti.
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Eksponenttifunktion ominaisuuksia
1. Derivoimiskaava: Edelld osoitettiin, etté
f1(2) = ua(@,y) + iva(z,y).
Néin ollen
exp’(z) = e cosy +iesiny = e*(cosy + isiny) = exp(z).

Tuttu derivoimiskaava pétee siis koko tasossa C.

2.Eulerin kaava € = cos ¢ + isin ¢ on e*n méiritelmén erikoistapaus (va-
litaan z = ip).

3. Madritelmé e* = e®(cosy + isiny) voidaan kirjoittaa muotoon

e = ezezy’
joten |e*| = e” ja arge® = y.
y o
/eﬁxkx e*
. z z
Yr----- A €
1 Yy
T x U
Kuva 38:

Kun z liikkuu pitkin y-akselin suuntaista suoraa, e* kiertda pitkin origo-
keskeistd ympyréé, jonka sidde on e”.
4. Yhteenlaskukaava:

efle?2 = ¥tz

5. Kompleksialueessa ilmenee uusi ominaisuus: Eksponenttifunktio on jak-
sollinen ja sen jakso on 27i:

exp(z + n27wi) = exp(z) exp(n2mi) = exp(z).

Joukko {z]0 < Im z < 27} on exp:n jaksovyo.
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Lause 3 exp saa jaksovydssi kaikki kompleksiarvot tismdlleen kerran, lu-
kuunottamatta arvoa 0, jota se ei saa lainkaan.

Todistus. Olkoon w = re®, r > 0, 0 < ¢ < 2. Silloin

e =re¥
et =r
S 9 iy e

x=Inr
y=p+n2m, ncl.

Piste x + iy on jaksovyOssi, jos ja vain jos n = 0. Arvo w # 0 saavutetaan
jaksovyossé siis tdsmiilleen kerran. Koska |e*| = e > 0, ei exp saa arvoa 0
milldén z € C.

exp(z):lla ei ole raja-arvoja 0 eikd oo, kun z — oo. Kumpaakaan néista
kahdesta arvosta exp(z) ei siis saa edes 0o:ssi.

Mairitelma 1 Olkoot G ja G’ alueita. Analyyttista bijektiota f : G — G’
kutsutaan konformikuvaukseksi.

Kompleksianalyysin (=funktioteorian) keskeisid perustehtdvii on ollut
kuvata annettu alue G konformisesti toiselle annetulle alueelle G'. Tamé
ei suinkaan ole aina mahdollista, jos alueet G ja G’ eivit ole riittdvan sa-
mansukuisia.

Esimerkki. Olkoon G = {z € C|0 < Re z < 1} jaG’' = {w € C|Im w > 0}.
Yritetadn muodostaa konformikuvaus f: G — G'.

Eksponenttifunktio kuvaa vaakasuoran viipaleen sektoriksi. Jos viipaleen
leveys on 7, niin sektori on puolitaso.

Vaiheet:

1. Kierretdédn G vaakasuoraksi
2. Levennetédén G m:n levyiseksi
3. Kuvataan exp:1la puolitasolle

Haettu konformikuvaus f : G — G’ on siis
f( Z) — 6mz.
Kokeillaan reunapisteilla:

z=0 fl0)=e"=1
z=1 f(1)=e™=—1.

Jana [0, 1] kuvautuu pisteita 1 ja -1 yhdistdviksi puoliympyréksi.
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Kuva 40:
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Janan [0, 1] keskipiste kuvautuu puoliympyréan puolivéliin.
Olkoon z = x + iy:

f(Z) _ eiwz _ ez'7r(15+iy) _ e—wy—l—imv

f2)] = ™

Jos y < 0, niin e™™ > 1.
Jos y =0, niin e™™ = 1.
Jos y =0, niin e”™ < 1.

Siis alueen G ne pisteet, jotka ovat z-akselin alapuolella, kuvautuvat
G':n pisteille, jotka ovat yksikkoympyrian ulkopuolella. Vastaavasti xz-akselin
ylapuolella olevat G:n pisteet kuvautuvat yksikkoympyréan sisdpuolella ole-
ville G":n pisteille.

4.2 Logaritmifunktio

Y exp e
T
2 /w E
S D - 4 )
Y N
x x k/ t
% = 6meiy
= argw
e’ = |wl

Kuva 41:

exp on injektio alueessa G = {z|0 < Im z < 27}. Tamén alueen kuva on
pitkin positiivista reaaliakselia aukileikattu taso E. Kaanteiskuvausta exp™ :
E — G kutsutaan logaritmifunktion pddhaaraksi ja silld on lauseke

Inw=In|w|+iargw, 0 <argw < 2,

silla

Inw _ eln|w|€zargw

e = |w]|(cos (arg w) + i sin (arg w)) = w.
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Koska Inw on jatkuva E':ssé, on

d | 1 1
— hw=+———-——=—.
d 2z
dw (Ee )zzlnw
Yleisemmin on e*:n rajoittuma jokaiseen alueeseen n2w < Im z < (n +
1)2m, n = 0,£1,4£2, ..., injektio ja jaksollisuuden takia on kuva-alue aina

sama kuin arvolla n = 0 eli F. kaanteisfunktiolla on E':ssé lauseke
Inw =In|w|+iargw + n2mi, 0 < argw < 27

jokaisella arvolla n =0, +1,£2,... .

ky k,U
47
~n=1
FE
o7 %§
0

—271
—477

z-taso w-taso

Kuva 42:

Logaritmilla on E:ssi ddrettomén monta haaraa.

Positiivinen reaaliakseli ei kuulu E:hen. Jos positiivinen reaaliakseli ha-
lutaan mukaan logaritmin mééritysalueeseen, leikataan w-taso auki (esimer-
kiksi) pitkin negatiivista reaaliakselia.

Inw + 7 argw, Imw >0
Inw = i .
lnw+iargw — 27, Imw <0
0 < argw < 2w

Eri haarat saadaan tésta liséaméalla n2mi, n = 0, £1,£2, .. ..
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N
——n=-1 !
—3ur N :
z-taso w-taso
Kuva 43:

Logaritmille on voimassa saanto
In(z3+ 22) =Inz; +1Inz

vain n27i:n tarkkuudella.
Esimerkkeja 1. Olkoon In z logaritmin paédhaara.

7 =—1 Inz; =In|—1|+iarg(—1) =ir
3

29 = —i 1n22:1n|—i|+@'arg(—i):i7ﬂ
. LT .

2129 =1 Inz129 = 25 =Inz +1nzy + 27i

2. Olkoon Inz = In|z| +iargz, 0 < argz < 27 logaritmin padhaara ja
21:1+i, 22:2—2i.
Silloin

Inz; = ln\/ﬁ—i-zg

7
Inzy, = ln2\/§+if
Z1R29 = 242421—20=4
Inz; +1lnzy, = ln\/§+ln2\/§+i%zln4+2m

Inzizo = In4.
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Kuva 44:

Kuva 45:

3. Yhtalon e* = 3 — 44 ratkaiseminen.

z = In(3—49)
13—4i] = V9+16=5

4
arg (3 —4i) = arctan (—§> + n2mi

4.3 Trigonometriset funktiot
Eulerin kaavan mukaan
e = cosy+isiny,
e = cosy—isiny,

joten reaalisilla arvoilla y on

{ cosy = 3 (€% +e™W)
T

siny = 5 (e —e %)

By

Néin ollen meilld on tésmélleen yksi mahdollisuus mééritelld sin z ja cosz
koko tasossa analyyttisina funktioina.
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Maaritelmi 2

61’2 + efiz
cosz = — 5
eiz _ e—iz
sinz = -
2
Siis
e + e~ % ) ) et — g%
coshx = — ja sinhz = 5

Maaritelmésta seuraa, ettd sinz ja cosz ovat koko tasossa analyyttisid
funktioita ja niiden derivaatat ovat

D(cosz) = % (ie" —ie™") = ;_21 (e —e™) = —sinz
D(sinz) = % (ie” +ie ™) = % (e +e7) = cosz.
Peruskaavoja.
1.
COs (Zl + 22) = % (ei(zﬁ-zz) + e—i(zl+22))
— % (eizleizz 4 e—izle—izg)
1 2 —1iz 1 12 —1z
COS 21 COS 29 = 5(614—6 1)5(324—@ 2)
1. .. . o .
— Z (ezz1ezz2 +e 21 o —122 +€Z'Z16 129 +e ZzIGZZZ)
1 3 1 %3 —1z 1 %2 —1iz
Sin 21 sin zg = Z(el—e I)Z(eQ—e 2)
1, .. . . o o
- _ - (61216132 4TIz _ gingTina o Zzlezzg)
Siis

cos (21 & 23) = cos 21 cos 2o F (sin z; sin 25).

Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, etta

sin (21 £ 22) = sin 21 cos 23 % cos 21 sin 2,.

cos? z +sin?z = 1.
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Todistus.

1, . 1, . A
COSQZ +Si1122 — Z (ezz + e—zz)Q . ZL (ezz . 6—12)2
1 .. . 1 .. .
= 1—1262267” + 126”67” = 1.
3.
(7r ) T +sin s
cos (= —z) = cos—cosz+sin—sinz
2 2 2
= sinz.
4.
cos(—z) = cosz
sin(—z) = —sinz

5. Funktioilla cos z ja sin z on ainoastaan jaksot n2w.
Todistus. exp:1l& on jaksot n27i, joten sinillé ja kosinilla on jaksoina n27, n =
0,+1,42,.... Osoitamme, ettd muita jaksoja ei ole. Tarkastellaan funktiota
sin z.

a)

sinz=0 & e#—e®=0oe*=1

& ¥ =" & 2z = n2mi
& z=nm, n=0,+1,+2 ....
b) Jos w € C on jakso, niin
sin (z +w) =sinz Vz € C.
Valitaan z = 0:

sinw =sin0 =0 (12)

Valitaan 2z =

(MIE]

2 2
in -] = ——w— =
sin(w+ 3 cos|5 —w— 3

Siis cosw = 1. (13)

(12) == w=mnr, n=0,£1,£2,...
(13) = n = 0,42, +4, .. .
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4.4 Kuvaus z — Cos z

Funktioilla e* ja e™* on jaksovyoné

{Z‘—?T<IIIIZ§7T}.

Néin ollen cos z saa joukossa A = §z| — 7 < Re 2 < 7T} kaikki mahdolliset

arvonsa. Tutkitaan, miten cos z kuvaa joukon A.
Tarkastellaan yhtaloa

cos z = w. (14)
Sijoitetaan e = t:

eF ety P41
2 2 2t

2 —2tw+1=0

2 —2tw +w? =w? —1

(t—w)*=w?—1

a) w= =1

2 tzl 2:0
(tF1) _0@{t2_1 @{ i
b) w # +1
t=+vuw2—-1+w

Neligjuuren kaksi eri haaraa antavat kaksi eri ¢:n arvoa t; # 0 ja to # 0.

Yht#lolld (14) on vastaavasti juuret z; € A ja 29 € A, joille €1 = t; ja
€2 = ty. Koska tity = w? — (w? —1) = 1, on e"*1722) = 1 ja 2, + 2z, = n21 &<
29 = —z1 +n27. Yleensd on n = 0, jolloin zo = —z; € A. Jos Re z; = 7, niin
29 = —2z1 + 21 € A. Funktio cos z saa siis kaikki arvot w # +1 tésmaélleen
kaksi kertaa joukossa A. Arvot w = 1 ja w = —1 kosini saa pisteissid z = 0
jaz =m.

Koska

w

Tt ¢

cosz = cos(x+iy) = cosxcosiy — sin z sin iy

= coszcoshy — ¢sinxsinhy,

on cos 2 reaalinen suorilla y = 0 ja = nw. Tésti seuraa
Esimerkki. Ratkaise yhtalot
a) sinz =1
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Kuva 47:

b) cosz = 2i

)

¢) sinz = 100
a

1
21

& e e

2

& (%) =2id* —1=0

jus
2

itV-1+1=i=¢
“+ n2m

™

12 = 1—
2

PN eiz
<~
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1 . .
cosz = 3 (e” + e’”‘) =2
e+ e —4i=0
(6”)2 4ie* +1=0
¢ _221\/—4 =2 +iV5
{ (2 ++/5)i

t ¢ ¢

= \/_—2)( i)
e Ve = (2 ++/5)e'2
e Vel = \/_—2)6_1%

: 1 1% —zz

Slnz:%(e — )—100

(¢%%)* — 200i¢”* — 1 =0

€' = 100i + +/—10000 + 1 = (100 % v/9999)
Vel = (100 £ v/9999)e™™
r=T7+n2w

{ y = —In (100 £ 1/9999)

r ¢

Mité on sini ja cosi?

: 1 iz —iz
sinz = % (e e )
. 1, 5 1 % —e e2-1
sine = — (e —e)=—i =1
21 ( ) 2 2e
Toinen tapa:
sinigy = <4sinhy
1
sing = isinhl = 15 (el — e‘l)
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Vastaavasti

COs 1Y

CcOoS 1
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