Algebra
Syksy 2009
Kertausta 2

1. Maéritd osajoukon S = {8,10} virittdméa ryhmén (Zig, +15) aliryhmé
(5).

Ratkaisu. Lukujen 8 ja 10 suurin yhteinen tekija on 2. Nyt

(S) = (2) = {0,2,4,6,8,10,12, 14, 16}.

2. Olkoon (G,o) ryhmé ja H := {a € G | aox = x o a kaikilla z € G}.
Osoita, ettd (H, o) on ryhmén (G, o) normaali aliryhma.

Todistus.

l.ee H,sillacoxr=x0e V zred.

2. Olkoot a,b € H. Télloin aox = roa jabox = xob Vr € G.
Télloin

(aob)ox=ao(bozx)=ao(xob)=(aox)ob==x0(aob),

jotenaob € H.
3. Olkoon a € H,slisaox =x0a,V x € G. Nyt

aoxr = xToa
saloaoxr = alozoa
S = a_loxoa
-1 _ -1 -1
= rTroa = a4 "oxroaoa
sSroal = alox

Siis a=! € H ja H on aliryhmi.
4. Normaalius: Olkoot g € G ja h € H. Télloin

gohogt=gogtoh=heH,

joten H on normaali aliryhma.



3. Madritd ryhmén (Zg4, +4) aliryhmét ja vastaavat tekijaryhmét lasku-
taulukoineen.

Ratkaisu. Aliryhma (2) = {0,2} on ainoa ryhmén Z, ei-triviaali aliryh-
mé. Merkitdén H := {0,2}. Tekijaryhmé Z,/H = {{0,2}, {1,3}}.

+ [{0,2} {1,3}
{0,2} 1{0,2} {1,3}
{13} {1,3} {0,2}

4. Etsi kaikki nollantekijéat renkaassa Zq4.
Ratkaisu. Nollantekijat ovat: 2,4,6,7,8,10,12.
5. Etsi kaikki ratkaisut yhtéalolle

a) 3 — 2% — 3z = 0 renkaassa Z»,
b) 2% + 2z + 2 = 0 renkaassa Zg.

Ratkaisu.
a) = €{0,3,5,8,9,11},
b) ei ratkaisuja.
6. Olkoon F' = {0,e,a,b}. Alla olevat taulukot méérittelevit joukon F

laskutoimitukset. Osoita, ettd F' on kunta, kun tiedetédén, ettd lasku-
toimitukset ovat liitdnnéiset ja osittelulait ovat voimassa.

+10 e a b 10 e a b
0(0 e a b 0/]0 0 0 O
ele 0 b a e|l0 e a b
ala b 0 e al0 a b e
b|b a e 0 b0 b e a

Todistus. F' on rengas: Nyt (F,+) on Abelin ryhmaé, silld oletuksen
mukaan + on liitdnnéinen. Taulukosta ndhdéén, etta neutraalialkio on
0, kukin alkio on itsensé vasta-alkio ja + on vaihdannainen, silla las-
kutaulukko on symmetrinen diagonaalin suhteen. Oletuksen mukaan
kertolasku on liitdnnéinen ja osittelulait ovat voimassa. Liséksi rengas
on vaihdannainen, silla kertolaskun laskutaulukko on symmetrinen dia-
gonaalin suhteen. Ykkosalkio on e (taulukosta) ja nollasta poikkeavilla
alkioilla on kisnteisalkiot; e = e,a~'bh,b! = a. Joten F on kunta. [J



7. Olkoon (R, +, -) vaihdannainen ykkosellinen rengas, a € R, seké (I, +, -)
renkaan R ideaali. Nayté, ettd kolmikko

({i+ar|i€l,reR},+,")

on renkaan R ideaali.

Todistus. Merkitaan S :={i+ar |i € I,r € R}. Koska I on alirengas
Ogp € I, niin 0g = 0g+a -0 € S, joten S # ). Koska I C R (I on
ideaali), niin S C R. Olkoot a; = iy + ary ja by = iy + ary joukon S
alkioita. Talloin

a; — by =iy +ary — (ig + arg) = (iy —i2) + a(ry —ry) € S.

Olkoot ay € S,a; =iy + ary, ri,r,a € R ja iy, € I. Télloin, koska R on
vaihdannainen rengas

ra; = r(iy + ary) = riy +rary = rig + arry € S,
silla ri; € I ja rr; € R. Vastaavasti
air = (i1 + ary)r = i1 + aryr € S.

Siis S on renkaan R ideaali. O

8. Tutki ovatko renkaat Zg ja Zs x Zs isomorfiset.

Ratkaisu. Renkaat Zg ja Z3 x Z3 eivét ole isomorfiset.

Perustelu 1. Renkaassa Zg on kaksi nollantekijaa, 3 ja 6. Renkaassa
Z3 % Zs3 nollantekijoita on 4; (0, 1), (0,2), (1,0), (2,0).

Perustelu 2. Jos renkaitten Zg ja Zs x Zsg valilla olisi isomorfismi f,
sille patisi

= (71)

(1)

f2) = fA+1)=f1)+f(1)=(1,1)+(1,1) = (2,2),
fB) = fA+2)=f(1)+f(2)=(1,1)+(2,2) = (0,0),
f(4) 0,0
)

= fA+3)=f1)+f(3)=(1,1)+(0,0) = (1,1).
= f(4), joten injektiivisyyden nojalla 1 = 4. Ristiriita.

9. Laske f(x) + g(x) ja f(x)g(z) polynomirenkaassa Zs[z|, kun
f(x) =4x —5ja g(x) = 22? — 4o + 2.

Ratkaisu. f(z)+g(z) =4 —5+22% —4x+2 =222 +5 ja f(z)g(x) =
(4z — 5)(22* — 4z + 2) = 62* + 4z + 6.
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10. Tutki ovatko seuraavat polynomit jaottomia annetussa renkaassa:
a) 2% + 2% + 2z + 2 renkaassa Zs[z],
b) 3 — 9 renkaassa Z;[z].

Ratkaisu.

a) Sijoittamalla kukin alkioista {0,1,2,3,4} vuorollaan polynomiin
223 4 2% + 22 + 2, nihdiin, ettei kyseiselld polynomilla ole nolla-
kohtaa renkaassa Zs[x], joten 2%+ %422+ 2 on jaoton renkaassa
Z5 [l’]

b) Sijoitetaan x = 4, silloin 4°> — 9 = 0, joten > — 9 on jaollinen
polynomilla = — 4 renkaassa Zy[z]. (2 —9 = (v —4)(z* + 4z +5)).



