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Merkinnat

Kurssilla kiytetadn tavanomaisia logiikan merkintoja

pVq tai (ainakin yksi)
pAq ja (kaikki)

p=q seuraa

p < q yhtapitavaa

Jx on olemassa alkio x

Yz kaikilla alkioilla z

seka joukko-opillisia merkintoja

0 tai {} tyhjé joukko (ei alkioita)
reA joukon alkio, kuuluu joukkoon
r¢ A ei joukon alkio, ei kuulu joukkoon
ACB osajoukko, inkluusio
ACB aito osajoukko
AUB, U A;, UR A, UierA; joukkojen yhdisteita
AN B, N A, N2, A, NierA; joukkojen leikkauksia
E\A=A komplementti
A\B=ANB erotus
Isot kirjaimet A, B, C, ... edustavat talla kurssilla yleensé joukkoja, pienet kirjaimet ovat

yleensé alkioita tai funktioita.
Merkinnalla X := lauseke asetetaan symbolille X arvo lauseke.

Lukujoukoista kiytetdin merkintoja:

N={1,23,...} luonnolliset luvut

Ny ={0,1,2,3,...} ei-negatiiviset kokonaisluvut
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} kokonaisluvut

kZ ={...,—3k,—2k,—k,0,k,2k,3k,...} k-monikerrat
Zy=10,1,2,3,..., k—1} kokonaisluvut modulo &
Q={"|meZneN} rationaaliluvut

R reaaliluvut
C={z+w|z,yeR} kompleksiluvut

Ay aidosti positiivinen osa



1. Lukuteorian alkeita

Seuraavassa tutkitaan kokonaislukujen joukkoa Z = {0,+1, £2,...}. Kokonaislukujen yh-
teenlaskun +, kertolaskun - ja jérjestyksen < "perusominaisuudet"oletetaan tunnetuiksi.
My0s seuraavaa aksioomaa pidetdadn tunnettuna:

Aksiooma 1.1. Jokaisessa epdtyhjéssé ei-negatiivisten kokonaislukujen osajoukossa on
pienin luku.

1.1. Jaollisuus

Kokonaisluku b on jaollinen kokonaisluvulla a, jos on olemassa k € Z, s.e. b = ka.
Maaritelma 1.2. Olkoot a, b € Z. Téll6in a on luvun b tekiji, jos b = ka jollekin k € Z.

Voidaan sanoa myo0s, ettd a jakaa b:n, b on jaollinen luvulla a tai b on a:n monikerta.
Merkinté télle on a | b. Vastaavasti merkitdén a 1 b, jos a ei ole b:n tekija.

Siis esimerkiksi 2 | 6, 3 | 9, mutta 4 1 22.

Jaollisuudella on mm. seuraavat ominaisuudet:

Lemma 1.3. Olkoot a, b, ¢, d € Z. Télloin:

—~

a|l0,1]a, —1]a,ala, —ala.

2. Josa|b jac|d, niin ac | bd.

3. Josal|bjab|c nina|ec.

4. 0|l < a=1taia=—1.

5.albjabla <= a=0btaia=—b.

6. Josa|bjab##0, niin |a|] <|b].

7. Jos a | b; kaikillai=1,...,n, niin
a|biey + ...+ bucy

kaikille c; € Z,1=1,...,n.

Todistus. Todistetaan pari kohtaa malliksi, loput jatetdan harjoitustehtéaviksi.

Kohta 2: Koska a | b ja ¢ | d, on olemassa luvut ki, ke € Z siten, ettd b = kja ja d = kqc.
Silloin
bd = (k:la)(k:gc) = (]{31]{52)(@0),

eli ac | bd.



Kohta 6: Koska a | b, on olemassa k € Z siten, ettd b = ka. Koska b # 0, on myo6s k # 0.
Siis |k| > 1, joten
|b] = [ka| = |al.

O

Huomautus. Lemman 1.3 kohdan 6 mukaan |a| < |b]. Tdmé on yhtépitava epiyhté-
1on —|b| < |a|] < |b| kanssa. Siis jokaisella nollasta poikkeavalla kokonaisluvulla on vain
adarellinen méaara tekijoitéa.

Tehtava. Etsi lukujen 9, 13, 20 ja 64 tekijat.

Yksinkertainen menetelma sen ratkaisemiseksi, onko annettu kokonaisluku b jaollinen toi-
sella kokonaisluvulla a, on jaon suorittaminen jakokulmassa eli jakoalgoritmi.

Kokonaislukujen jakoyhtalo. Esimerkiksi osaméaéran

kokonaisosa on 145 ja jakojaédnnds 14, mikd voidaan ilmaista myos muodossa

4509 = 31 - 145 + 14.

Huomautus. Jos vaadimme vain, ettd a, b € Z ja b > 0, niin muotoa
a=0bq+r

olevia esityksia on ddrettomén paljon. Esimerkiksi jos a = 64 ja b = 5, niin

64 = 5-1+59,
64 = 5-10+ 14,
64 = 5-20— 36,
64 511409,
64 512 + 4.

Néistéa viimeinen on sellainen, ettd 0 < r < 5.

Lause 1.4 (Jakoyhtils). Olkoot a, b € Z, b > 0. Talléin on olemassa yksikésitteiset
luvut q, r € Z siten, etté
a=bg+r ja 0<r<b. (1.1)

Luku r on jakoyhtalon mukainen pienin ei-negatiivinen (jako)jaannos.

Todistus. Tutkitaan kaikkia mahdollisia ei-negatiivisia lukuja r = a — bq, ja etsitdan niista
pienin.



Olemassaolo. Olkoon x kokonaisluku, ja olkoon S muotoa a — bz olevien ei-negatiivisten
kokonaislukujen joukko, eli

S={a—-bx|re€Zjaa—breNy}.
Esimerkiksi dskeisessé tilanteessa meilla olisi joukko
Ses = {64 -5z |x €Zjabd—5r € Ny},
ja ainakin luvut 59, 14, 74 ja 4 kuuluvat joukkoon Sgq, silla 59 = 64—5-1, 14 = 64—5-10,
74=64—-5-(-2),4=64—-5-12.
Vaihe 1. Osoitetaan aluksi, ettd joukko S ei koskaan voi olla tyhja joukko.
1. Josa >0, niin silloina—b-0=a € S .

2. Jos a < 0, niin silloin a —b-a = a(1—b) € S, koska seki a ettd 1 — b ovat ei-positiivisia.
Siis @ — bx on ei-negatiivinen luvulle x = a.
Siten joukko S on epityhja ei-negatiivisten kokonaislukujen osajoukko. Jarjestysaksioo-

man 1.1 mukaan joukossa S on pienin alkio. Olkoon r tdmaé pienin alkio. Koska r € S,
niin 7 on muotoa r = a — bz jollekin x € Z; merkitdan tata x = . Siis

r=a—bqtai a=0bq+r.
Koska r € S, on r > 0.

Vaihe 2. Todistetaan toiseksi, etté joukon S pienin alkio r < b.
Tehdéén vastaoletus: r > b. Silloin luku a — b(g+1) € S, silla

a—0b(¢g+1) = (a—bg) —b=1r—b,

ja koska 7 — b > 0, on myds a — b(g+1) > 0. Mutta koska b on positiivinen, on 7 — b < r.
Siispa

a—blg+l)=r—b<r,
miké osoittaisi, ettd a — b(g+1) olisi pienempi kuin r. Mutta r oli joukon S pienin alkio,
ja néin on saatu ristiriita. Siis on oltava r < b. Olemme todistaneet jakoyhtéloesityksen
olemassaolon.

Yksikésitteisyys. Osoitetaan, etté esitys (1.1) on yksikésitteinen, eli ettd ¢ ja r ovat ainoat
luvut, joille a = bg+1r ja 0 < r <b.

Tamén todistamiseksi oletetaan, etta olisi olemassa toiset luvut ¢, ja rq, joille myo6s péatisi
a:bq1+7’1,0§r1<b.

Nyt joko r > r; tai » < ry. Oletetaan, ettd r > r;. Vahentdmaélld yhtdlot toisistaan
saamme

a = bg+r

a = bq +1r

0 = bg—bgy+1r—mr;

bg1 —bqg = r—mnry
bl —q) = r—r1.



Viimeisen yhtélon mukaan r — r; on luvun b monikerta. Mutta b > 0 ja r — r; > 0,
joten ¢; — ¢ on valttaméatta ei-negatiivinen kokonaisluku. Siispd r» — r; on jokin luvuista
0b, 1b, 2b, 3b, 40, . . ..

Mutta 0 < r; < r < b, joten 0 < r —r; < b. Néin ollen ainoa mahdollisuus on, etta
r—r; =0b=0. Siten r = r;.

Lopuksi, koska b(qg; —q) =r—r; =0jab >0, on myos ¢ — g =0 eli ¢g; = gq.

Samanlainen paattely todistaa yksikésitteisyyden myos tapauksessa r < ry. O

Esimerkki 1.5. Todista, ettd minkédan kokonaisluvun kuutio ei ole muotoa 4k+2 milldan
keZ.

Ratkaisu. Olkoon a kokonaisluku. Silloin joko a = 4q, a = 4g+1, a = 4g+2, taia = 4g+3
jollekin kokonaisluvulle ¢ € Z. Toisin sanoen, kun a jaetaan neljilla, jakojaannos on jokin
luvuista 0, 1, 2 tai 3. Silloin joko

a® = (4q)® = 64¢> =4 -16¢> + 0,

a® = (4 + 1) = 64¢> + 48¢*> + 12¢ + 1 = 4(16¢> + 12¢*> + 3¢) + 1,

a® = (4q + 2)% = 64¢> + 96¢* + 48q + 8 = 4(16¢> + 24¢*> + 12 + 2) + 0 tai
a® = (4q + 3)% = 64¢> + 144¢* + 108¢q + 27 = 4(16¢> + 36¢* + 27q + 6) + 3

Koska jakoyhtilon antama esitys on yksikisitteinen, on jokin ylliolevista luvun a® esitys,
kun a® jaetaan neljilli. Tilannetta, jossa jakojiddnnos olisi ollut 2, ei esiintynyt.

Esimerkki 1.6. Todista jakoyhtilon avulla, ettd jos a on pariton ja a? jaetaan neljilli,
niin jakojaannos on yksi.

Suurin yhteinen tekija Olkoot ai, ..., a, € Z s.e. a;, # 0 jollekin iy € {1,...,n}.
Talloin joukko
A={keN: kla V i=1,...,n}

on epétyhja, silld 1 € A. Toisaalta, Lemman 1.3 nojalla |k| = k < a;,. On ilmeisté, etta
joukossa A (=lukujen aq, ..., a, yhteisten tekijoiden joukko) on yksikésitteinen suurin
alkio. Néin ollen seuraava maéritelméa on mielekas:

Maaritelma 1.7. Olkoot a4, ..., a, € Z lukuja, joista ainakin yksi ei ole nolla. Lukujou-
kon {ay,...,a,} suurin yhteinen tekiji (greatest common divisor, ged) d = syt(aq, ..., ay,)
on suurin luku d € N jolle d | a; kaikilla i = 1, 2, ..., n. Toisin sanoen

syt(ay,...,a,) =max{k € Z: k| a; kaikillai=1,2,3,...,n}.

Mikali syt(a,b) = 1, lukuja a ja b sanotaan keskenddn jaottomiksi tai suhteellisiksi alku-
luvuiksi (relatively prime, coprime).

Esimerkki 1.8. Kokonaislukujen a ja 0 yhteisia tekijoita ovat luvun a tekijat. Jos a > 0,
niin luvun a suurin tekiji on selviisti a itse. Siis, jos @ > 0, niin syt(a,0) = a.



Sama hieman yleisemmin:

Esimerkki 1.9. Olkoot ay, ..., a, € Z\ 0. Télloin
syt(0,aq,...,a,) = syt(ay,...,a,)
silla
Ai={neN:n|ag V i=1,....n}={neN:n|a V i=1,....,n ja n|0}=A,.

(Jos n € Ay, niin n € A,, koska triviaalisti n | 0. Siis A; C As. Selvésti Ay C A;.)

Siis silla ei ole merkitystd, kuuluuko 0 tarkasteltaviin lukuihin vai ei.

Lukujen 12 ja 30 suurin yhteinen tekija on 6. Luvun 6 voi kirjoittaa lukujen 12 ja 30
lineaarikombinaationa: Esimerkiksi

6=12-(-2)+30-1 tai 6=12-8+30-(-3).
Esitys ei siis ole yksikésitteinen, mutta ainakin yksi sellainen on olemassa:

Lause 1.10 (syt lineaarikombinaationa). Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin
toinen on erisuuri kuin 0, ja olkoon d := syt(a,b). Silloin on olemassa kokonaisluvut u ja
v siten, etta d = au + bv.

Todistus. Olkoon S niiden lukujen a ja b lineaarikombinaatioiden joukko, jotka ovat liséksi
luonnollisia lukuja, eli
S ={au+bv|u,veZ}NN.

Lauseen todistamiseksi etsimme joukon S pienimmén alkion, ja todistamme, ettd se on
syt(a,b).

Ensinnikin, a?+b> = aa+bb kuuluu joukkoon S, ja koska ainakin toinen luvuista a, b # 0,
niin aa+bb > 0. Néin ollen joukko S on epatyhja, ja jarjestysaksiooman mukaan joukossa
S on pienin alkio. Olkoon ¢ tdma pienin joukon S alkio. Silloin ¢ = au + bv joillekin wu,
v € Z. Véitdmme, ettd t = syt(a,b).

Viite 1: t | a. Jakoyhtélon perusteella on olemassa kokonaisluvut ¢ ja r siten, ettd a =
tq + r, missé 0 < r < t. Todistetaan, ettd r = 0, jolloin ¢ | a.

Vastaoletus: Oletetaan, ettd r > 0. Talloin

r = a—tqg=a— (aut+bv)q
= (a—aqu) — (bv)q
= a(l—qu) + b(—vq).
Nain ollen r on lukujen a ja b lineaarikombinaatio, ja koska r > 0, on r € S. Koska
0 <r <tjaton joukon S pienin positiivinen alkio, on 16ydetty ristiriita. Siis » = 0.

Samanlaisella padttelylld osoitetaan, etta t | b.
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Siis ¢ on lukujen a ja b yhteinen tekija.

Vdite 2: t on suurin. Olkoon nyt ¢ mika tahansa lukujen a ja b yhteinen tekija. Osoitetaan,
ettd ¢ < t, jolloin ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen tekija.

Koska ¢ | a ja c| b, on a = ric ja b = ryc joillekin kokonaisluvuille ry, ro. Tésté seuraa:
t =au+bv=(ric)u+ (rec)v = c(riu + r2v).

Téten ¢ | t. Mutta télloin ¢ < |¢, ja koska ¢t > 0, on ¢ < t. O

Seuraus 1.11. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen poikkeaa nollasta.
Télloin syt(a,b) =1 jos ja vain jos on olemassa u, v € Z, joille au + bv = 1.

Todistus. Harjoitustehtéava. O

Lineaarikombinaatioesityksen avulla voidaan todistaa seuraava tulos, joka voisi olla yh-
teisen tekijan maaritelmana.

Seuraus 1.12. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on erisuuri kuin 0, ja
olkoon d positiivinen kokonaisluku. Silloin d on lukujen a ja b suurin yhteinen tekija, jos
ja vain jos seuraavat kaksi ehtoa toteutuvat:

1. d|ajad]|b, ja

2. josc|a jac|b, niin c|d.

Todistus. a) Oletetaan ensin, ettd d = syt(a,b). Silloin d > 1 ja d toteuttaa ehdon 1
mééritelménsé nojalla. Olkoon nyt ¢ miké tahansa lukujen a ja b yhteinen tekija, ts. ¢ | a
ja ¢ | b. Silloin a = re ja b = sc joillekin kokonaisluvuille 7 ja s. Lauseen 1.10 perusteella
luku d voidaan esittda lukujen a ja b lineaarikombinaationa, ts. on olemassa kokonaisluvut
u ja v, joille d = au + bv. Silloin ¢ | d, koska

d=au+bv=(rc)u+ (sc)v = c(ru+ sv).

b) Oletetaan, etté d toteuttaa lauseen ehdot, ja todistetaan, ettd d = syt(a,b).

Ehdon 1 mukaan d | a ja d | b, eli d on todella lukujen a ja b yhteinen tekija. Jos ¢ on
mielivaltainen lukujen a ja b yhteinen tekija, niin ehdon 2 mukaan silloin ¢ | d. Téasta
seuraa ¢ < |d|. Mutta koska d on oletuksen mukaan positiivinen, on |d| = d ja siten ¢ < d.

Néin ollen d on lukujen a ja b suurin yhteinen tekija. O
Tamaén seurauksen voi helposti yleistdd koskemaan n luvun aq, ..., a, yhteistd tekijas
syt(ay,...,a,).

Jos a | be, niin milloin pétee, ettd a | b tai a | ¢? Helposti ndhddén, ettd edelld mainittu
el aina toteudu, esimerkiksi 6 | 3 - 4, mutta 6 1 3 ja 6 1 4.

Lause 1.13. Jos a | bc ja syt(a,b) =1, niin a | c.



Todistus. Koska syt(a,b) = 1, on Lauseen 1.10 nojalla olemassa kokonaisluvut u ja v,
joille au 4+ bv = 1. Kun tdméa yhtalo kerrotaan luvulla ¢, saadaan cau + cbv = c. Koska
a | be, on be = ra jollekin r € Z ja siten

¢ = cau + cbv = cau + (ra)v = a(cu + rv).

Siis a | c. O

b
Lemma 1.14. Oletetaan, ettd a,b > 0. Jos syt(a,b) = d, niin g ja pi ovat keskenédn

jaottomia.

Todistus. Harjoitustehtéava. O

Esimerkki 1.15. Osoita, ettd jos ¢ > 0, niin
syt(ca, cb) = ¢ - syt(a,b).

Suurimman yhteisen tekijén etsimiseen on tehokas Fukleideen algoritmi. Algoritmin pe-
rustelemiseksi tarvitsemme seuraavan aputuloksen:

Lemma 1.16. Olkoot a, b, m € Z \ {0}. Talloin

syt(bm + a,b) = syt(a,b).

Todistus. Olkoot

Ay = {keZ : k|(bm+a)jak]|b},

Ay = {k€Z : k|ajak|b}.
Osoitetaan, ettd A; = As, eli ettd luvuilla b 4+ a ja b on samat yhteiset tekijat kuin
luvuilla a ja b.
Viite 1: A; C A,. Olkoon k lukujen bm + a ja b yhteinen tekijé, ts. k | (bm + a) ja k | b.

Nyt Lemman 1.3 kohdan 6 mukaan &k | (1 (bm + a) + (—m) - b) eli k | a. Siis k£ on my0s
lukujen a ja b yhteinen tekija.

Viite 2: Ay C A;. Olkoon k lukujen a ja b yhteinen tekija, ts. k | a ja k | b. Edelleen
Lemman 1.3 kohdan (6) perusteella

E|(l-a+m-b)

eli k| (bm + a). Siis k on lukujen bm + a ja b yhteinen tekija.

Koska luvuilla bm + a ja b sekéd luvuilla a ja b on samat yhteiset tekijat, niilld on myos
sama suurin yhteinen tekijé. O
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Esimerkki 1.17. Lemman 1.16 mukaan siis
syt(a,b) = syt(bm + a,b).

Erityisesti saadaan syt(a,b) = syt(a —b,b), kun valitaan m = —1. Témén avulla voimme
etsid lukujen 161 ja 203 suurimman yhteisen tekijan:
sy£(203,161) = syt(203—161,161) = syt(42, 161) = syt(161, 42)
= syt(161-42,42) = syt(119,42)
= syt(119—42,42) = syt(77,42)
= syt(77—42,42) = syt(35,42) = syt(42, 35)
= syt(42—35,35) = syt(7,35) = 7.

Saman tuloksen saa toki nopeamminkin: Lemman 1.16 mukaan esimerkiksi

syt(161,42) = syt(161—4-42,42) = syt(—7,42) = 7.
Tehtava. Laske samaan tapaan lukujen 353 ja 153 suurin yhteinen tekijé.

Lause 1.18 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja ol-
koon a >b. Jos b | a, niin syt(a,b) =b. Jos b1 a, sovella toistuvasti jakoyhtédlo:

a = bgy+ry, 0<ryg<b

b = rogan+7r, 0<7r <ry
ro = Tiga+ 712, 0 <o <1y
1 = T2q3 + 713, 0 < r3 <7

Prosessi pdéattyy, kun saadaan jakojadnnos r, 1 = 0. Tamaén tdytyy tapahtua darelliselld
maérélla askelia, ts. jollekin kokonaisluvulle n on

Tn—2 = Tn-1Gqn + Tn, 0< Tpn < Tn-1

Tn-1 = TnQn+1+ 0.
Viimeistd edellinen jakojaannds r, = syt(a,b).
Todistus. Kyseisessé prosessissa saadaan aidosti pieneneva jono jakojaanncksia rg > r; >
ro > ... >0, ja luvut r; € N, joten jossakin vaiheessa saadaan r,,1 = 0.

Jos b | a, on a = bg + 0, joten Lemman 1.16 perusteella syt(a,b) = syt(bg + 0,b) =
syt(b,0) = b.

Jos bt a, Lemman 1.16 toistuva soveltaminen osoittaa, etta
Syt(av b) = Syt(bQO + To, b) = Syt<b TO)
= syt(roq1 +r1,70) = syt(ro, 1)
= syt(ry,re) = ... = syt(rp_2,Tn-1)
= syt(r,— 1,rn) = syt(rp,0) = 7p.
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Esimerkki 1.19. Etsitddn syt(78,123) Eukleideen algoritmilla:

123 = 781+45
78 = 451433
45 = 33-1+12

33 = 12249
12 = 91+3
9 = 33+0,

eli syt(78,123) = 3.

Esimerkki 1.20. Etsitdin luvun 3 = syt(78,123) esitys lukujen 78 ja 123 lineaarikom-
binaationa.

Ratkaistaan ensin 3 viimeista edellisesta yhtalostas:
3=12-09.

Ratkaistaan 9 kolmanneksi viimeisestd yhtalosté ja sijoitetaan edelliseen:

3=12—(33—-2-12) = 3-12 — 33.
Ratkaistaan 12 kolmannesta yhtalosta ja sijoitetaan:

3 = 3(45—33) — 33 = 3-45 — 4-33,
ja 33 toisesta yhtalosta:

3 = 3:45 — 4(78—45) = 7-45 — 4-78,
ja lopuksi 45 ensimmaisesta yhtalosta:
3="7(123-78) —4.78 = 7-123 — 11-78.

Tehtava. Laske lukujen 203 ja 161 suurin yhteinen tekija Eukleideen algoritmilla ja muo-
dosta vastaava lineaarikombinaatioesitys.

1.2. Lineaarinen Diofantoksen yhtilo

Maaritelma 1.21. Diofantoksen yhtdlo on yhden tai usean muuttujan yhtélo, jolle etsi-
taan kokonaislukuratkaisuja. Kahden muuttujan lineaarinen Diofantoksen yhtdlé on muo-
toa

ar + by = c,

missé a, b, c € Z.

Lause 1.22. Diofantoksen yhtéal6 ax + by = ¢ on ratkeava, jos ja vain jos syt(a,b) | c.
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Todistus. Merkitédén syt(a,b) = d. Oletetaan, ettd ax + by = ¢ on ratkeava. Koska d | a
jad | b, niin d | ax + by eli d | c. Siis syt(a,b) | c. Oletetaan kéénteisesti, ettd syt(a,b) | ¢
eli d | c. Lauseen 1.10 mukaan on olemassa sellaiset kokonaisluvut u ja v, etta

d = au+ bv.
Toisaalta, on olemassa sellainen e, ettd de = c. Nain ollen
a(ue) + b(ve) = c,

joten yhtalo ax 4 by = c on ratkeava. O

Huomautus. Ylla oleva lause antaa menetelmén, jolla voidaan tarkistaa, onko yhtélo
ar + by = c ratkeava. Seuraava lause antaa menetelmén, jolla ratkaisut saadaan.

Lause 1.23. Olkoot a,b ja c¢ kokonaislukuja. Merkitdan syt(a,b) = d. Jos yhtalo
ax + by = ¢ on ratkeava, niin yhtalon kaikki ratkaisut ovat

+bt
r = Zo R
4 tez, (1.2)
9290—57

missd xg, Yo on yksi ratkaisu.

Todistus. Kyseesséa olevat lukuparit ovat ratkaisuja, silla

bt t
(I(ZEO + E) + b(yg — %) = axg + byg = C.

Todistetaan, ettd néin saadaan kaikki ratkaisut. Olkoon z,y mielivaltainen ratkaisu. Sil-
loin

ar + by = ¢ = axg + by,
joten

a(z —xo) +b(y — o) = 0.

Kun jaetaan puolittain luvulla d, saadaan

a b
E(JC — o) + E(Q—yo) =0
eli ;
a
C—Z(ﬂ?—xo) = —E(Q—yo)- (1.3)
Naéin ollen
o % — )
d 0
Lemman 1.14 ja Lauseen 1.13 nojalla
b |z —
d T Zg-.
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Siis

b
T — Ty — Et
eli
+ bt
x =x9+ —=t.
°Td
Nyt yhtalon 1.3 nojalla
a bt B b( )
dd - d Yy Yo),
joten
at
Y=Y — q
Siis kaava (1.2) on voimassa. O

Huomautus. Yksittdinen ratkaisu saadaan esimerkiksi kokeilemalla tai Eukleideen algo-
ritmilla.

Esimerkki 1.24. Ratkaise yhtalo 192 + 94y = 1994.

Esimerkki 1.25. Ratkaise yhtalo 15x + 6y = 199.

Esimerkki 1.26. Ratkaise yhtalo 52x + 62y = 6.
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