Algebra
Syksy 2007
Harjoitukset

1.

2.

Olkoon a € Z. Totea, ettd ainaa |0, 1| a, a | aja —a | a.
Olkoot a, b, c,d € Z. Todista implikaatiot:

a)albjac|d=ac|bd,
b) albjab|c=a]ec.

Olkoon a | b; kaikilla i = 1,...,n. Osoita, etti
a|biey+ ...+ buey,

kaikille ¢; € Z, 1 =1,...,n.

Etsi Jakoyhtélon esitys, kun

a) luku 36 jaetaan luvulla 7,
b) luku 302 jaetaan luvulla 19,
c) luku —302 jaetaan luvulla 19.

Osoita, ettd parittoman luvun neli6 voidaan aina esittaa
muodossa 8k + 1 jollakin k € Z.

Vihje: mitd voidaan sanoa kahden perakkéisen luvun tulosta?

Olkoot a, b € Z ja n € N. Osoita, ettd luvuilla a ja b on sama jako-
jaannos jaettaessa luvulla n, jos ja vain jos on olemassa k € Z, jolle

a—b=kn.

Opastus: Kirjoita jakoyhtdléon mukainen esitys luvuille a ja b, kun ne

Jjaetaan luvulla n.

a b
Olkoot a,b > 0. Osoita, ettd — ja — ovat keskendin jaottomia, kun

d d
syt(a,b) = d.

Vihje: Lause 1.10.

Maarda Eukleideen algoritmilla
a) syt(156,221),

b) syt(20785,44350).
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Esitéd syt(20785,44350) lukujen 20785 ja 44350 lineaarikombinaationa.

Etsi kolme lukua, jotka ovat suhteellisia alkulukuja siten, ettd mitkdan
kaksi néista luvuista eivit ole keskendédn suhteellisia alkulukuja.

(syt(a,b,c) =1 jasyt(a,b) # 1, syt(a,c) # 1, syt(b, c) # 1).

Ratkaise yhtalot

a) 127z — 87y = 1,

b) 2z +4y = 9.

Etsi lukujen 8820 ja 613470 kanoniset esitykset.

Osoita, ettéd jos p on alkuluku ja p | ajas - - - a,, niin p | a; jollakin a;.
Osoita, ettd jos p on alkuluku ja p | a”, niin p™ | a™.

Maardaa lukujen 15, 281 ja —64 pienimmét ei-negatiiviset jadnnokset
modulo 6.

Onko
[15] U [281) U [—64] = Z,
kun tarkastellaan kongruenssia modulo 37

Ratkaise lineaariset kongruenssit (ilmoita vastaukset pienimmén ei-
negatiivisen jadnnoksen avulla)

a) 3z = 6(mod8),
b) 128z = 833(mod 1001),
c) 58z = 2(mod 32).

Ratkaise kongruenssiyhtilo 22 = x(mod p), missi p on alkuluku.

Olkoon p alkuluku. Osoita, etti > = 1(mod p) jos ja vain jos

a = 1(modp) tai a = —1(mod p).

Selvitad ilman laskinta, milla luvuista 3, 5, 11 on jaollinen

a) 30083625.

b) 807011455704608.

Johda testi sille, milloin luku n = agax_1 - - - a1ap on jaollinen luvulla 9

ja ratkaise testisi avulla onko luku 99845638762458987 jaollinen luvulla
9.
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Osoita, ettd jos a = b(mod 2n), niin a? = b*( mod 4n).

Todista:

a) syt(n,n+1) = 1 kaikille n € N.

b) Jos p on alkuluku, niin syt((p—1)!,p) = 1. (osa Fermat’'n pienen
lauseen todistusta)

Osoita todeksi tai epiatodeksi Konjektuuri:

Jos a®> = b? (modm), niin @ = b (modm) tai a = —b (modm).
Mité on 52090900 mod 247

Maarda Fermat’n pienen lauseen avulla pienin ei-negatiivinen jaannos,
kun

a) 3'°% jaetaan luvulla 7,

b) 2" jaetaan luvulla 17, missd 16 | n.

Jos k =1 (mod4), niin mink luvuista 0, 1, 2, 3 kanssa kongruentti
modulo 4 on luku

a) 6k + 57
b) 2k3 + k + 37

Kirjoita joukkojen Zg ja Z yhteen- ja kertolaskun laskutaulukot.
Onko kokonaislukujen

a) kertolasku,

b) yhteenlasku,

laskutoimitus joukossa A = {1, —1,0}? Perustele!

Mitké seuraavista operaatioista/sdénnoisté eivét ole laskutoimituksia
eli bindérioperaatioita? Miksi?

a) Parittomien kokonaislukujen joukossa: lukupariin liitetddn niiden
keskiarvo.

b) Rationaalilukujen joukossa: lasketaan kolmen luvun tulo.
¢) Reaalilukujen joukossa: a % b := (a + 2b)/a.

d) Luonnollisten lukujen joukossa: n x m := 5.
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Ovatko kokonaislukujoukon Z laskutoimitukset o

a) roy=uz,
b) zoy= |z -yl
c) zoy=xz+y—1,
liitdnniisid ja/tai vaihdannaisia?
Olkoon o laskutoimitus joukossa X ja e laskutoimitus joukossa Y. Tél-
16in yhtalo
(w1, 1) * (T2, 92) 1= (T1 072, Y1 @ Y2)
madrittelee laskutoimituksen karteesisessa tulossa X x Y. Osoita, ettd

* on liitdnndinen joukossa X X Y, jos o on liitdnnéinen joukossa X ja
e on liitdnndinen joukossa Y.

Olkoon * rationaalilukujen joukon laskutoimitus, jolle
TH+y—ay—2
3 .
Onko * liitdnn&inen, onko vaihdannainen? Onko silld neutraalialkio?

Loytyyko kaikille joukon Q alkioille kiénteisalkiot laskutoimituksen
suhteen?

Txy =

Tarkastellaan laskutoimitusta
AoB:=A\B

joukon X # () potenssijoukossa P(X). Onko laskutoimituksella o neut-
raalialkiota joukossa P(X)?

Maarita kdaadnteisalkiot matriisien yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen

joukossa K,
K = {( _cg 2) a,beR}

Tutki, ovatko seuraavat (joukko, laskutoimitus)-parit ryhmii. Ilmoita
kustakin neutraalialkio ja kiddnteisalkiot. Mikéli eivit ole ryhmié, selité
miksi (vastaesimerkki!).

a) Joukko {1,—1} ja tavallinen kertolasku.

b) Parillisten kokonaislukujen joukko 2Z ja tavallinen yhteenlasku.
¢) 2Z ja tavallinen kertolasku.

d) R? ja vektorien yhteenlasku.
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Olkoon A := {a,b,c}, missd a, b ja ¢ ovat kaikki eri alkioita. Mitka
ryhmén ominaisuudet ovat voimassa parille (A, ), kun

a) b) c) d) e)
*‘abc *‘abc *‘abc *‘abc *‘abc
ala b ¢ ala c ala b b alb b b ala b c
b|b a c b|b a c blb a c b|b b b b|b ¢ a
cle a b clec a b clec a b c|lb b b clec a b

Olkoot (G1,0) ja (Go,e) ryhmid. Olkoon * joukon G x Go laskutoi-
mitus,

(al, 0/2) * (bl, bg) = (a1 (e} b17 a9 ® bg)
kaikilla a1, b; € G ja as, by € Go. Osoita (G X Ga, *) ryhméksi. (Huom!
Liitdnndisyytta ei tarvitse osoittaa, vrt. tehtava 32.)

Olkoon (G, o) ryhmé ja * joukon G laskutoimitus
axb:=boa
Totea (G, *) ryhmaiksi.
Olkoon R?*? reaalialkioisten 2x2-matriisien joukko ja olkoot + niiden

yhteenlasku ja - matriisitulo. Kirjoita nakyviin ehtotyyppisesti

a) niiden matriisien joukko A, joilla vasemmassa alakulmassa on luku
0.

b) niiden matriisien joukko B, joilla alkioiden summa on positiivinen.
¢) niiden matriisien joukko C, joilla oikeassa alakulmassa on luku 1.
Tutki mitké pareista (A, +), (B,+), (C,-) ovat ryhmié.

Joukon {1,2,3} permutaatioiden joukko on S5 := {[a,b,c] | {a,b,c} =
{1,2,3} }. Maaritelldén operaatiot

[a,b,c]od,e, f] :=la,e,(]

[a,b,c] x[d, e, f] :==[a,b, ]

[a,b,c] @ [d,e, fl :=[a+d,b+e,c+ f]

a) Mitké operaatioista ovat laskutoimituksia joukossa S57 Miksi?

b) Mitki edelld olevista kohdista, joissa todella oli kyseessi laskutoim-
itus, ovat vaihdannaisia, mitka liitdnn&isia?
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Olkoon o joukon G liitdnnéinen laskutoimitus.
a) Todista, ettéd (aob) o (cod) =ao ((boc)od).

b) Olettaen, ettéd alkioilla a ja b on kdénteisalkiot,

laske (aob)o (b~toa™t).

c¢) Mité voit edellisestd paatella?

Laske

a) [2,5,3,6,1,4] 7!,

b) [2,7,5,3,8,6,1,4] L.

Todista Lauseen 4.4 kohtien 1 ja 2 yleistykset: Jos a on ryhmén (G, o)
alkio ja n, k € Z ovat negatiivisia, niin

ko _ an+k

1. a"oa
2. (aM)F = a*

Saat tietysti kiyttda vastaavia laskusdantoja positiiviluvuille.

Etsi tasasivuisen kolmion symmetriaryhmé Ds. Nimed symmetriat samaan

tapaan kuin nelion tapauksessa, eli esimerkiksi R, olisi kierto x astet-
ta vastapaividdn, ja keksi muillekin symmetrioille jokin yksi symboli.
Montako alkiota on ryhméssa D37 Entd montako alkiota on permutaa-
tioryhméssa S37 Kirjoita ryhmén D3 laskutoimitustaulukko.

Todista, ettd (R\ {0}) x R ja laskutoimitus x,
(a,b) * (¢,d) := (ac,bc + d)

muodostavat ryhmén. Onko se Abelin ryhmé&?

Laske

a) 57 ryhmiissi (Zs, +s3),

b) [2,3,4,1]? ja [1,3,2,4] 72 ryhmiéssi Sy,

¢) Ry ryhmiissd D,.

Osoita, ettd ryhméssid on jokaisella yhtdlolla a o x = b tasan yksi
ratkaisu.

Opastus: Osoita, ettd ratkaisuja on ainakin yksi, ja toisaalta (vaikkapa
supistussdannén avulla), ettd kahta eri ratkaisua ei ole.
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Mitka seuraavista joukon Zi; osajoukoista muodostavat ryhmén lasku-
toimituksen *;; suhteen?

a) {1,3,4,5,9},

b) {1,3,4,5,8},

c) {1,10}.

Olkoon S :=R\ {-1}jaaxb:=a-+ b+ ab.
a) Osoita, ettd * on laskutoimitus joukossa S.
b) Osoita, ettd (S, *) on ryhmaé.

¢) Ratkaise yhtalo 2 x x * 3 = 7 ryhmaésséi S.

)
a) Ratkaise ryhméssi (Z3 \ {0}, *13) yhtélo
T %133 = 8.
b) Ratkaise ryhméssi (Za7, +27) yhtélo
93 = —r(22) o7 24.

Huomaa, ettd —o7(22) tarkoittaa monikerran 2x = x+97x vasta-alkiota
kyseisessd ryhmassa!

Nayta 'varittamalla’, ettd ryhmien (Z; \ {0}, *7) ja (Z3, +3) valilld on
homomorfismi. Miki se on?

Olkoot (G1,0) ja (G, *) ryhmié ja ey € G5 neutraalialkio. Osoita, etté
kuvaus f : G; — Gy, f(z) = e3 on homomorfismi.

Osoita, ettd kuvaus f : R — R, f(z) = €”, on homomorfismi ryhmélta
(R, +) ryhmélle (R \ {0}, ).

Olkoon n € N ja olkoon f : Z — 7Z, kuvaus
f(m) = [m]

kaikilla m € Z. Osoita, ettd f on homomorfismi ryhmélta (Z,+) ryh-
mélle (Zy,, +n).

Néyté, ettd kuvaus g : Zig — Zs, g([x]1s) = [22]3, on homomorfismi ja
etsi ko. kuvauksen ydin.

Olkoon (G, o) ryhméi ja olkoon (G, *) ryhmaé, jonka laskutoimitus mééritel-
l#én yhtalslli
axb=boa

kaikilla a,b € G. Osoita, ettid kuvaus f : G — G, f(x) = 27! on
isomorfismi ryhméltd (G, o) ryhmaélle (G, *).

7
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Tutki, onko kuvaus f : R, — R, isomorfismi ryhmélta (R, -) itselleen,
kun

a) f(z) =3,
b) f() = V.
Olkoon (G, 0) on ryhma ja

H={xeG|zoc=cox ¥V ceG}.
Osoita, ettd (H,o) on ryhmén (G, o) aliryhma.

Olkoot (Hj,0) ja (Hz,0) ryhmén (G, o) aliryhmié. Osoita, ettd talloin
(Hy N Hy,0) on ryhmén (G, o) aliryhmaé.

Olkoon H = {2"3™|n,m € Z}. Osoita, ettd (H,-) on ryhméin (R \ 0, -)
aliryhma.

Jos G on ryhmé neutraalialkionaan e, jos a € G ja a'? = e, niin miki
alkion a kertaluku voi olla? Opastusta. Kdytd Lausetta 6.13.

Olkoon (G, o) ryhmi ja a € G. Osoita, ettd alkion kertaluku on sama
kuin sen virittdmén aliryhméan kertaluku.

Osoita, ettd jokainen syklinen ryhmé on Abelin ryhma.

Vihje: Lause 4.4.

Ryhmén G keskus (center, zentrum) on joukko
Z(G):={a e G|aog=goa kaikilla g € G}.

Todista, ettd Z(G) on ryhmén G aliryhma.

Opastusta. Kdyta Aliryhmaétestia.

Maéritd seuraavien permutaatioryhmén (Sg,0) aliryhmien keskukset
(ks. tehtéva 65):

a) Kiertojen ryhma K4 = {RQ, Rgo, ngo, R270}.

b) Symmetrlaryhma D4 = {Ro, Rgo, ngo, R270, H, V, D, D/}

Olkoon (G, o) ryhmai. Todista, ettd kahden alkion a,b € G, tulon ao b

kertaluku on sama kuin tulon b o a.

Opastusta. Niyti aluksi, ettd jos (a o b)¥ = e, niin myds (boa)* = e

(liitdnnéisyys ym.). Sitten tarkastele tilannetta kun k on kertaluku.

8
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Todista: Jos kaikkien ryhmén G alkioiden paitsi neutraalialkion ker-
taluku on 2, niin G on Abelin ryhma.

Olkoot H ja K ryhméin G aliryhmia.

a) Osoita esimerkin avulla, ettd H U K ei vilttamétta ole aliryhma.

b) Osoita, ettd H U K on ryhmén G aliryhmi, jos ja vain jos H C K
tai K C H.

Opastusta. a) Ks. vaikkapa Esimerkki 6.31.

b) (=) Tee antiteesi. Ota alkiot h € H \ K ja k € K \ H, jolloin
h,k € HU K, ja nédyté, ettd hok ¢ HU K. (<) Lihes selv.

Olkoon G syklinen ryhmé ja N sen aliryhmé. Todista, ettd N on syk-
linen ja normaali aliryhma.

Opastusta. Mité syklisistd ryhmistéd todistettiin aiemmin?

Olkoot H; ja Hy ryhmén GG normaaleja aliryhmid. Onko HyNH, ryhmén
G normaali aliryhma?

Opastusta. Aliryhmaéksi: ks. tehtdva 60. Normaalius: kiytd vaikkapa
Lausetta 7.3.

Tarkastellaan ryhm#é (Zag, +90). Méérita aliryhméén (10) liittyvét sivu-
luokat.

Olkoon G := Zg X Zs ja méaaritelladn laskutoimitus + joukossa Zg X Zo
seuraavasti:

(a,b) + (¢,d) := (a +¢ ¢, b+ d).

Silloin (G, 4) on ryhmé. Olkoon N syklinen aliryhma ((1,1)). Etsi teki-
jaryhma G/N. Minkd tutun ryhméin kanssa tekijairyhma G/N on iso-
morfinen?

Vihje. Sivuluokkia on kaksi.
Onko ryhmén keskus (ks. tehtévd 65) normaali aliryhma?

Esitd alkion 3 virittdman ryhmén (Zis, +12) syklisen aliryhmén lasku-
toimitustaulukko.

Maarda alkioiden 2 ja 3 maiardamait sivuluokat modulo H, kun H on
alkion 6 virittdméa aliryhmé (H, ®) ryhméssa (Zsg, ®). Mité tiedét
Lagrangen lauseen perusteella erilaisten sivuluokkien modulo H luku-
mAaArasta’?
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84.

Olkoon (H,®) alkion [3] virittdmé jaannosluokkaryhmén (Zg, ©) syk-
linen aliryhmé. Maaraa tekijaryhmén (Zg/H, ®) alkiot.

Maarda edellisen tehtavin tekijaryhmaén laskutoimitustaulukko.

Olkoon f : G — G’ ryhmdhomomorfismi. Todista, ettd f on injektio
jos ja vain jos sen ydin ker f = {e}.

Opastusta. Osoita, ettd {e} C ker f (helppo) ja ker f C {e} (ei vaikea).
Todista, ettd kuvaus f : Ziy — Zo,
f(z) := 4z mod 12,

on homomorfismi, ja etsi lihtdjoukon kuva sekd kuvauksen ydin.

Vihje. Homomorfisuus: Kéyta Lausetta 3.3.

Osoita, ettd (Z,, +n, *,) on ykkosellinen ja vaihdannainen rengas.

Opastusta. Kayta aikaisemmin todistettuja lauseita, osittelulait: avuksi
Lause 3.3.

Todista Lause 9.11: Olkoon (R,+,-) rengas ja Og sen neutraalialkio.
Silloin kaikilla a € R on Og -a =0g ja a -0 = Op.

Olkoon (G, +) Abelin ryhméi, jonka nolla-alkio on 0. Maaritellaan z-y =
0 kaikilla z,y € G. Onko (G, +, -) rengas, kun joukossa G on vain yksi
alkio?

Voidaan osoittaa, ettd joukko S = {a, b, ¢, d} muodostaa renkaan (S, +,-),
kun laskutoimitukset + ja - on mééritelty seuraavien taulukoiden avul-
la.

+la b ¢ d a b ¢ d
ala b c d ala a a a
blb ¢ d a bla ¢ a c
clc d a b cla a a a
d|ld a b c dla ¢ a c

a)
b)

c) Maaraa kddnteisalkiot yhteenlaskun suhteen.

Onko S vaihdannainen rengas?

Maaraa Os.

d) Onko rengas S ykkosellinen?

10
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Maaritelladn joukossa Z uusi kertolasku sdannélla a x b := 1 kaikilla
a,b e .

a) Muodostavatko Z, tavallinen yhteenlasku ja tdmé uusi kertolasku =
renkaan?

b) Muodostavatko Z, tavallinen yhteenlasku ja seuraava kertolasku:
atb:=0 kaikilla a, b € Z, renkaan?

Opastusta. Kéy lapi renkaan aksioomat tarpeellisin osin: (Z, +) on tun-
netusti Abelin ryhmé, joten jaljelle jaavat kertolaskun ominaisuudet ja
osittelulait.

Olkoon R rengas, ja olkoon U(R) niiden renkaan R alkioiden joukko,
joille on olemassa kainteisalkio renkaan kertolaskun - suhteen. Mité
ovat U(Z), U(Z12) ja U(Z7)?

Maaritelladn joukossa Z uusi yhteenlasku @ ja uusi kertolasku © seu-
raavasti:

a®b = a+b—1,

a®b = a+0b-—ab

Osoita, ettd (Z,®, ®) on kokonaisalue.

Olkoon (F,+,-) kunta. Todista, ettd talloin (F \ {Or},-) on Abelin
ryhma.

Olkoon Z[V/7] := {a 4+ b7 | a,b € Z}. Osoita, etti Z[v/7] on renkaan
(R, +, -) alirengas.

Olkoon R kokonaisalue. Todista, ettd joukko

T:_{(g ‘) aeR}

on matriisirenkaan R?*? alirengas. Onko se kokonaisalue? Enti kunta?

2 4
376

kunnassa (Zz, +7, *7).

Ratkaise yhtalopari 2x+3y = 2 ja 4r—3y = —3 kunnassa (Z11, +11, *11)-
Olkoot (I, +,-) ja (I3, +, ) renkaan (R, +,-) ideaaleja.

Osoita, ettd (I3 N Iy, +,-) on renkaan (R, +,-) ideaali.

11
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Tutki onko kuvaus f : Z — 27, f(a) = 2a homomorfismi renkaalta Z
renkaalle 27Z.

Olkoon (R, +,-) rengas ja f : R — R rengashomomorfismi. Olkoon
A={a€R]| f(a) =a}.
Néayté, ettd (A, +,-) on renkaan (R, +,-) alirengas.

Sovella renkaan Q[z] polynomeihin a(z) = 223 4+ 22 —z — 1 ja
b(z) = x*—2 jakoalgoritmia ja méirité jakoyhtdlon mukaiset polynomit
q(z) ja r(x).

Osoita, ettd 22 — 2 on jaoton renkaassa Q[z].
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