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Spring 2011
Exercises 9 / Answers / Suomeksi

(1) Todista Lemma 3.9: Jos {fn} on Cauchyn jono metriikassa dLp ,
1 ≤ p < ∞, niin {fn} on Cauchyn jono mitassa m.

* * *

Koska {fn} on Cauchyn jono metriikassa dLp , meillä on mille
tahansa ε > 0 olemassa luku N siten, että

d(fm, fn) =

(∫
|fn − fm|p dm

)1/p

< ε

kaikilla m, n > N .

Sanomme että {fn} on Cauchyn jono mitassa m, jos jokaiselle
ε > 0 ja jokaiselle δ > 0 on olemassa N siten, että

m({x | |fn(x)− fm(x)| ≥ ε}) < δ

kaikilla m, n > N .

Oletetaan että {fn} ei ole Cauchyn jono mitassa m. Tällöin
on olemassa lukupari ε0 ja δ0 siten, että mille tahansa N on
olemassa lukupari m,n > N siten, että

m({x | |fn(x)− fm(x)| ≥ ε0}) ≥ δ0.

Jos kirjoitamme
E = {x | |fn(x)− fm(x)| ≥ ε0},

niin tämä tarkoittaa että m(E) ≥ δ0. Tästä saadaan seuraava
ristiriita:(∫

|fn − fm|p dm

)1/p

≥
(∫

E

|fn − fm|p dm

)1/p

≥
(∫

E

εp
0 dm

)1/p

≥ ε0

(∫
E

1 dm

)
︸ ︷︷ ︸

= m(E)

1/p

≥ ε0δ
1/p
0 .
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(2) Todista Hölderin epäyhtälö sarjoille: Let 1 < p < ∞ and 1 <
q < ∞ be such that 1

p
+ 1

q
= 1. Suppose that {an} ∈ `p and

{bn} ∈ `q. Then {anbn} ∈ `1 and
∞∑

n=1

|anbn| ≤

(
∞∑

n=1

|an|p
)1/p( ∞∑

n=1

|bn|q
)1/q

.

* * *

Jos {an}∞n=1 = {0}∞n=1 tai {bn}∞n=1 = {0}∞n=1, epäyhtälöt molem-
mat puolet menevät nollaksi ja väite pätee. Voidaan siis olettaa
että

∑∞
n=1 |an|p > 0 and

∑∞
n=1 |bn|q > 0.

Kirjoitetaan A = (
∑∞

n=1 |an|p)1/p ja B = (
∑∞

n=1 |bn|q)1/q. Huo-
maa että A ja B ovat vakioita (lukuja) jotka eivät riipu muuttu-
jan n arvosta. Käyttämällä Lemmaa 3.1 eli Youngin epäyhtälöä
saadaan että

an

A

bn

B
≤ ap

n

App
+

bq
n

Bqq
.

Summaamalla tämä yli indeksin n saadaan
∞∑

n=1

|an|
A

|bn|
B

≤
∞∑

n=1

(
|an|p

App
+
|bn|q

Bqq

)
=

∑∞
n=1 |an|p

App
+

∑∞
n=1 |bn|q

Bqq

=
Ap

App
+

Bq

Bqq
=

1

p
+

1

q
= 1.

Kun tämä kerrotaan puolittain luvulla AB = (
∑∞

n=1 |an|p)1/p
(
∑∞

n=1 |bn|q)1/q,
saadaan

∞∑
n=1

|anbn| ≤

(
∞∑

n=1

|an|p
)1/p( ∞∑

n=1

|bn|q
)1/q

.
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(3) Todista Minkowskin epäyhtälö sarjoille: Olkoon 1 ≤ p < ∞,
{an} ∈ `p ja {bn} ∈ `p. Tällöin {an + bn} ∈ `p ja(

∞∑
n=1

|an + bn|p
)1/p

≤

(
∞∑

n=1

|an|p
)1/p

+

(
∞∑

n=1

|bn|p
)1/p

.

* * *

Koska |an + bn| ≤ 2p−1|ab|+2p−1|bn| (katso luennot), niin väite-
tyn epäyhtälön vasen puoli on hyvin määritelty. Jos {an} = {0},
{bn} = {0} tai {an + bn} = {0}, niin väite pätee; voidaan
siis olettaa että yksikään jonoista ei ole nollajono. Järjestellään
summia:

∞∑
n=1

|an + bn|p =
∞∑

n=1

|an + bn||an + bn|p−1

≤
∞∑

n=1

(|an|+ |bn|) |an + bn|p−1

≤
∞∑

n=1

(
|an||an + bn|p−1 + |bn||an + bn|p−1

)
≤

∞∑
n=1

|an||an + bn|p−1 +
∞∑

n=1

|bn||an + bn|p−1.

Tässä kohtaa käytetään Hölderin epäyhtälöä. Huomaa että se
eksponentti q jolle ehto 1

p
+ 1

q
= 1 pätee on q = p/(p − 1), ja

1/q = (p− 1)/p.

≤

(
∞∑

n=1

|an|p
)1/p( ∞∑

n=1

|an + bn|(p−1)p/(p−1)

)(p−1)/p

+

(
∞∑

n=1

|bn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|an + bn|(p−1)p/(p−1)

)(p−1)/p

=

( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

+

(
∞∑

n=1

|bn|p
)1/p

( ∞∑
n=1

|an + bn|p
)1−1/p

.

Jakamalla tämä puolittain luvulla (
∑∞

n=1 |an + bn|p)1−1/p saa-
daan(

∞∑
n=1

|an + bn|p
)1/p

≤

(
∞∑

n=1

|an|p
)1/p

+

(
∞∑

n=1

|bn|p
)1/p

.
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(4) Todista Lemma 3.15 tapauksessa p = ∞: Jos {xn,k} ⊂ `∞ on
Cauchyn jono, on olemassa vakio C > 0 siten, että

sup
k∈N

|xn,k| ≤ C

kaikilla n ∈ N.

* * *

Koska {xn,k} on Cauchyn jono, tiedetään että jokaiselle ε > 0
on olemassa N siten, että

sup
k
|xm,k − xn,k| < ε

kun m, n > N . Valitaan ε = 1. Tällöin jollekin N pätee, että
kaikilla n > N

sup
k
|xN+1,k − xn,k| < 1,

eli
sup

k
|xn,k| < 1 + sup

k
|xN+1,k|.

Koska jokaiselle yksittäiselle jonolle {xn,k}∞k=1 ∈ `∞, tiedetään
että

sup
k
|xn,k| < ∞

jokaiselle n = 1, 2, . . . , N , eli erityisesti
max

n=1,...,N
sup

k
|xn,k| < ∞.

Yhdistämällä nämä kaksi arviota saadaan, että
sup

k
|xn,k| < 1 + sup

k
|xN+1,k|+ max

n=1,...,N
{sup

k
|xn,k|}︸ ︷︷ ︸

= C

kaikilla n = 1, 2, . . ..

(Vertaa harjoitusten 2 tehtävään 4.)
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(5) Olkoon 1 ≤ p < q < ∞. Määritellään funktiot f ja g olemaan
f : [0, 2π] → R̂ ja g : [0, 2π] → R̂,

f(θ) = θ−1/q ja g(θ) = θ−1/2q.

Näytä että f ∈ Lp[0, 2π], f /∈ Lq[0, 2π], g ∈ Lq[0, 2π], ja g /∈
L∞[0, 2π]. (Voit olettaa että f ja g ovat mitallisia.)

* * *

Muistetaan että f kuuluu Lp-avaruuteen (sanotaan yksinker-
taisesti ”äl-pee-avaruuteen”) eksponentilla p, 1 < p < ∞, jos∫

U
|f |p dm < ∞. Tarkastellaan ensin väitettä f ∈ Lp[0, 2π].

Koska p < q, niin −p/q > −1 ja 1− p/q > 0. Näin ollen∫
|f |p dm =

∫
[0,2π]

θ−p/q dm
(1)
=

∫ 2π

0

(−p/q)θ1−p/q dθ < ∞.

Yhtäsuuruus (1) seuraa siitä että jos Riemannin integraali (”van-
ha”) on olemassa, Lebesguen integraali (”uusi”) saa saman ar-
von.

Samaten tapauksessa f /∈ Lq[0, 2π] nähdään että∫
|f |q dm =

∫
[0,2π]

θ−q/q dm =

∫ 2π

0

θ−1 dθ =
∣∣2π

0
ln θ = ∞.

Väitteelle g ∈ Lq[0, 2π] saadaan että∫
|g|q dm =

∫
[0,2π]

θ−q/2q dm =

∫ 2π

0

θ−1/2 dθ =
∣∣2π

0
θ1/2/2 =

√
2π/2 < ∞.

Viimeisenä, sen näkemiseksi että g /∈ L∞[0, 2π] pitää näyttää
että ehto

ess sup[0,2π] |g| < ∞
ei päde. Mutta koska sup[0,2π] |g| = ∞ (kun θ → 0), ja g on
jatkuva funktio, niin supremum ei muutu nollamittaisen joukon
poisjättämisellä (se ”ei riipu yksittäisistä pisteistä”), joten

ess sup[0,2π] |g| = ∞.
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(6) Olkoon f ∈ L1 ja g ∈ L∞. Näytä että∫
|fg| dm ≤ dL1(f, 0)dL∞(g, 0).

* * *

Koska g ∈ L∞, tiedetään että
dL∞(g, 0) = ess sup |g(x)| < ∞.

Integraalin arvo ei riipu integroitavan funktion arvosta nolla-
mittaisessa joukossa, joten∫

|fg| dm ≤
∫
|f | ess sup |g|︸ ︷︷ ︸

vakio

dm = dL∞(g, 0)

∫
|f | dm = dL1(f, 0)dL∞(g, 0).

(Tarkemmin: Ehto ess sup |g(x)| < ∞ tarkoittaa että supX\A |g| <
∞ missä A on joukko jolle m(A) = 0. Tämän jälkeen huomat-
taisiin että∫

|fg| dm =

∫
X\A

|fg| dm +

∫
A

|fg| dm︸ ︷︷ ︸
=0

,

ja kohdeltaisiin integraalia
∫

X\A |fg| dm kuin integraalia
∫
|fg| dm

yllä.)


