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1. Reaaliluvut

Reaaliluvut

Tavallisimmat lukujoukot, kuten luonnolliset luvut

N = {1, 2, 3, . . .},

kokonaisluvut
Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .},

rationaaliluvut
Q =

{m

n

∣∣∣ m,n ∈ Z, n 6= 0
}

ja reaaliluvutR, ovat tuttuja jo koulukurssista. Jatkossa joukkojenN, Z ja Q suhteen
tyydymme siihen intuitioon, joka meillä näistä jo on. Toteamme vain, että kokonaislu-
kujen joukkoZ on otettu käyttöön siksi, että on mahdollista käsitellä, kuinka pienem-
mästä luonnollisesta luvusta vähennetään suurempi. Samoin, kokonaislukujen jakolas-
kun vaatimukset johtavat joukonQ käyttöön ottoon.

JoukostaN huomautamme vielä, että toisinaan luku0 luetaan siihen; tällä kurssilla
kuitenkaan ei. Tämä on lähinnä makuasia. Lisäksi joukkoonN liittyy tärkeä induktio-
periaate, josta lisää piakkoin.
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Reaalilukujen joukonR erottaa joukostaQ ominaisuus, jota sanotaan täydellisyydeksi;
R:llä tämä ominaisuus on,Q:lla ei. Asiasta lisää myöhemmin. Käytännössä ei ole kovin
vaikea havaita, että "on olemassa"lukuja jotka eivät ole rationaalisia: ympyrän kehän
suhde halkaisijaan; luku, jonka neliö on2 jne.

Tutkitaan seuraavia määritelmiä:

OlkoonK joukko, jossa on määritelty laskutoimitukset+ ja ·.

Määritelmä 1.0.1 JoukkoK varustettuna edellä mainituilla laskutoimituksilla on kun-
ta, jos laskutoimitukset toteuttavat kaikillax, y ja z ∈ K seuraavat ehdot:

(A1) x + y = y + x

(A2) x + (y + z) = (x + y) + z

(A3) On olemassa yhteenlaskun nolla-alkio, eli alkioa ∈ K joka toteuttaax + a = x
(kaikilla x ∈ K). (Yleensä merkitään tätä alkiota symbolilla0.)

(A4) Kaikilla x ∈ K on olemassa vasta-alkioy ∈ K, joka toteuttaax+y = 0. Yleensä
merkitääny =: −x.

(A5) x · y = y · x

(A6) x · (y · z) = (x · y) · z

(A7) x · (y + z) = x · y + x · z
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(A8) On olemassa (kertolaskun neutraalialkio)b ∈ K, b 6= 0, joka toteuttaab · x = x
kaikille x ∈ K. Yleensä merkitäänb =: 1.

(A9) Kaikilla x 6= 0 on olemassa käänteisalkioy ∈ K, joka toteuttaax · y = 1.
Merkitääny =: 1/x tai x−1.

Määritelmä 1.0.2 OlkoonK kunta (kuten yllä). Se on järjestetty kunta, josK:ssa on
määritelty relaatio<, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(B1) Kaikille x, y ∈ K pätee täsmälleen yksi ehdoistax < y, x = y, y < x.

(B2) Josx < y ja y < z, niin x < z.

(B3) Josx < y, niin kaikilla z ∈ K päteex + z < y + z.

(B4) Jos0 < x ja 0 < y, niin 0 < x · y.

Määritelmä 1.0.3 Reaalilukujen joukkoR on järjestetty kunta, joka on täydellinen.
(Täydellisyys tarkoittaa, että jokaisella ylhäältä rajoitetulla osajoukollaE ⊂ R on ole-
massa pienin yläraja joukossaR.)

Luonnollisten lukujen joukko on joukkoN := {1, 2, 3, . . .}. Tälle joukolle pätee in-
duktioperiaate:

JosS ⊂ N on sellainen osajoukko että1 ∈ S ja n ∈ S ⇒ n + 1 ∈ S, niin S on itse
asiassa yhtä kuin joukkoN.

Lause 1.0.4Reaalilukujen joukko on olemassa.
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Seurauksia aksioomista (A1)-(A9)

• kunnan alkiot ovat0 ja 1 yksikäsitteisiä. (Jos otetaan joku muu alkiob ∈ K, joka
ei ole1, niin se ei toteuta ehtoa (A8))

• sääntöjä:

a) josa + x = a + y, niin x = y

b) josa · x = a · y jollekin a 6= 0, niin x = y

c) yhtälölläx + a = b on yksikäsitteinen ratkaisux = b− a

d) yhtälölläx · a = b, missäa 6= 0, on ratkaisux = b
a = b · a−1

e) vasta-alkioille pätee:

−(−x) = x

−(x · y) = (−x) · y = x · (−y)
(−x) · (−y) = x · y
−(x + y) = (−x) + (−y) jne.

Huomautus! Jatkossa tuttuun tapaan” · ” voi jättää pois näkyvistä.

• x · y = xy

• 20 · x = 20x

• MUTTA EI 2 · 3 = 23
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Todistetaan seurauksista kohta a) ja vasta-alkion yksikäsitteisyys.

Todistus.
a + x = a + y ⇒

a + x + (−a) = a + y + (−a) ⇒
a + (−a) + x = a + (−a) + y ⇒

0 + x = 0 + y ⇒
x = y

�

Väite: Josx ∈ K, niin sen vasta-alkio on yksikäsitteinen.

Todistus.Olkoonb ∈ K toinenx:n vasta-alkio, siisx + b = 0. Siis (A4)

x + b = 0 ⇒
x + b + (−x) = −x ⇒
x + (−x) + b = −x ⇒

0 + b = −x ⇒
b = −x

�

Seurauksia aksioomista (B1)-(B4)

• josx ≤ y ja x ≥ y niin x = y

• josx < y ja a < b niin x + a < y + b
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• josx < y ja a > 0, niin ax < ay

Merkintöjä:

• x > y tarkoittaay < x

• x ≤ y tarkoittaax < y tai x = y

• x ≥ y tarkoittaax > y tai x = y

Määritelmä 1.0.5 (Potenssiin korotus induktiolla.) Olkoonx ∈ R. Määritelläänx1 :=
x. Olkoonn ∈ N. Josxn on määritelty, niin määritelläänxn+1 := xnx. Jos lisäksi
x 6= 0, niin määritelläänx0 := 1 ja x−n := 1

xn .

Esimerkki 1.0.6 x5 := xx4 := xxx3 := xxxx2 := xxxxx.

Lause 1.0.7Josx ∈ R \ {0} ja m,n ∈ N, niin pätee

a) xm+n = xm · xn

b) (xm)n = xmn

Todistus.a) Suoritetaan todistus induktiolla luvunn ∈ N suhteen.
1◦ Josn = 1, niin

xm+1 = x · xm = xm · x
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eli a) pätee.
2◦ Oletamme että a) pätee jollekinn, eli

xm+n = xm · xn (1)

Tulee näyttää, että a) pätee arvollen + 1, eli

xm+n+1 = xmxn+1

(Voimme käyttää hyväksi määritelmää1.0.5ja kohtaa1◦).

xm+n+1 = xxm+n = xxmxn = xmxxn = xmxn+1

b) Induktiolla luvunn suhteen.

• Olkoonn = 1.
(xm)1 = xm = xm1

• Oletetaan että b) pätee arvollan, eli

(xm)n = xmn (2)

On osoitettava, että se pätee arvollan + 1, eli

(xm)n+1 = xm(n+1)

Pätee, koska

(xm)n+1 = (xm)n · (xm) = xmn · xm = xmn+m = xm(n+1)

�
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Lause 1.0.8Kahden reaaliluvunx ja y, missäx 6= y, välillä on aina rationaaliluku.

Määritelmä 1.0.9 Olkoonx ∈ R. Sen itseisarvo|x| määritellään seuraavasti:

|x| =
{

x, kun x ≥ 0
−x, kun x ≤ 0

Siis aina|x| ≥ 0, olipax mikä tahansa reaaliluku.

Lause 1.0.10Itseisarvolla on seuraavat ominaisuudet:

a) |x| = 0 ⇔ x = 0

b) |xy| = |x||y|, |xy | =
|x|
|y| , kuny 6= 0

c) |x| = | − x| (Todistus kohdan b) avulla, otay = −1)

d) |x + y| ≤ |x|+ |y| (Kolmioepäyhtälö =4 -ey)

e)
∣∣∣|x| − |y|∣∣∣ ≤ |x + y|

d’) |x− y| ≤ |x|+ |y|

e’)
∣∣∣|x| − |y|∣∣∣ ≤ |x− y|
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Todistus.Todistetaan kohdat d) ja e). Määritelmästä seuraa−|x| ≤ x ≤ |x| ja−|y| ≤
y ≤ |y|. Lasketaan puolittain yhteen:

−(|x|+ |y|) ≤ x + y ≤ |x|+ |y|

eli
|x + y| ≤ |x|+ |y|.

Nyt jälkimmäinen epäyhtälö on todistettu, lasketaan edelleen

|x| = |x + y + (−y)| ≤ |x + y|+ | − y| = |x + y|+ |y| ⇒ |x| − |y| ≤ |x + y|.

Vastaavasti näytetään, että|y|− |x| ≤ |x+ y|. Näistä saadaan|x+ y| ≥
∣∣∣|x|− |y|∣∣∣ �

Esimerkki 1.0.11 Kirjoita seuraavat lausekkeet ilman itseisarvomerkkejä.

a) |x + 2| − |x−
√

3|

b)
∣∣∣|x− π| − 8

∣∣∣
c) |x2 + 5|

d) |x2 − 5|

Ratkaisu. a){
x + 2, kun x + 2 ≥ 0

−x− 2, kun x + 2 ≤ 0
=

{
x + 2, kun x ≥ −2

−x− 2, kun x ≤ −2
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samoin,

|x−
√

3| =
{

x−
√

3, kun x ≥
√

3
−x +

√
3, kun x ≤

√
3

Yhteenveto

|x + 2| − |x−
√

3| =


−x− 2− (−x +

√
3), kun x ≤ −2

x + 2− (−x +
√

3), kun − 2 ≤ x ≤
√

3
x + 2− (x−

√
3), kun

√
3 ≤ x

=


−2−

√
3, x ≤ −2

2x + 2−
√

3, −2 ≤ x ≤
√

3
2 +

√
3, x ≥

√
3

b) ∣∣∣|x− π| − 8
∣∣∣ =

{
|x− π − 8|, kun x ≥ π
|π − x− 8|, kun x ≤ π

Oletetaanx ≥ π. Tällöin

|x− π − 8| = |x− (π + 8)| =
{

x− (π + 8), kun x ≥ π + 8
−x + (π + 8), kun x ≤ π + 8

Oletetaanx ≤ π. Tällöin

|π − 8− x| = |x− (π − 8)| =
{

x− (π − 8), x ≥ π − 8
−x + (π − 8), x ≤ π − 8
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Siis ∣∣∣|x− π| − 8
∣∣∣ =


−x + (π − 8), kun x ≤ π − 8

x− (π − 8), kun π − 8 ≤ x ≤ π
−x + (π + 8), kun π ≤ x ≤ π + 8

x− (π + 8), kun x ≥ π + 8

c) |x2 + 5| = x2 + 5, koskax2 + 5 > 0 ∀x ∈ R

d)

|x2 − 5| =
{

x2 − 5, kun x ≤ −
√

5 tai x ≥
√

5
−x2 + 5, kun −

√
5 ≤ x ≤

√
5

,

koskaf(x) = x2 − 5 = 0 kunx = ±
√

5.

Esimerkki 1.0.12 Olkootx, y ∈ R. Pätee|x| < |y| jos ja vain josx2 < y2.

Todistus.a) Oletetaan|x| < |y|, josx = 0, niin |x| = 0 jax2 = 0. Koska|y| > |x| = 0,
päteey ≤ 0 ja y2 = 0. Siis y2 > x2. Josx ≤ 0, niin |x| > 0. Tällöin x2 = |x|2 =
|x||x| < |x||y| < |y||y| = y2. Joten,|x| < |y| ⇒ x2 < y2.

b) Epäsuora todistus: Oletetaan|x| < |y| ei päde. Siis,|x| ≥ |y|. Samanlainen päättely
kuin edellä⇒ |x|2 ≥ |y|2 eli x2 ≥ y2. Sitenx2 < y2 ei päde. �

Esimerkki 1.0.13 Ratkaise epäyhtälö|x−1
x+1 | < 1.

Ratkaisu. Epäyhtälö on yhtäpitävä epäyhtälön|x−1
x+1 | < |1| kanssa. Yllä olevan nojalla
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tämä ⇐⇒ (
x− 1
x + 1

)2

< 12 = 1

⇐⇒ (x− 1)2

(x + 1)2
< 1 | ·(x + 1)2

⇐⇒ (x− 1)2 < (x + 1)2

⇐⇒ x2 − 2x + 1 < x2 + 2x + 1
⇐⇒ 4x > 0 ⇐⇒ x > 0.

Ratkaisu on siisx > 0.

Esimerkki 1.0.14 Ratkaise epäyhtälö

x− 1 < |x + 1|. (3)

Ratkaisu. Oletetaan ensinx + 1 ≥ 0 eli x ≥ −1. Silloin (3) ⇐⇒ x− 1 < x + 1 ⇐⇒
−1 < 1, totta (x:stä riippumatta kunx ≥ −1). Oletetaan sittenx + 1 < 0 eli x < −1.
Silloin (3) ⇐⇒ x− 1 < −x− 1 ⇐⇒ 2x < 0 ⇐⇒ x < 0, totta. Siis (3) toteutuu
∀x ∈ R.

Esimerkki 1.0.15 Oletetaan, ettäx toteuttaa|x−
√

5| < 1
700 . Osoita, että

|x2 − 3x− (
√

5
2 − 3

√
5)| < 1

10
.
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Ratkaisu.

|x2 − 3x−
(
(
√

5)2 − 3
√

5
)
| = |x2 − (

√
5)2 − 3x + 3

√
5|

≤ |x2 − (
√

5)2|+ | − 3x + 3
√

5|
= |(x−

√
5)(x +

√
5)|+ | − 3(x−

√
5)|

≤ |x−
√

5||x +
√

5|+ | − 3||x−
√

5| (4)

Tässä|x −
√

5| < 1
700 . Koska

√
5 < 3 ja 1

700 < 1, niin x < 4. Koska
√

5 < 2 ja
1

700 < 1, niin x > 1. Siis |x| ≤ 4 ja |x +
√

5| ≤ |x|+
√

5 ≤ 7. Siten (4) on enintään

|x−
√

5| · 7 + 3 · |x−
√

5| = 10|x−
√

5| < 10
700

=
1
70

<
1
10

.

Esimerkki 1.0.16 Todista, että lauseke

1
2
(x + y + |x− y|)

on suurempi luvuistax ja y.

Todistus.Oletetaanx ≥ y. Silloin

1
2
(x + y + |x− y|) =

1
2
(x + y + x− y) =

1
2
· 2x = x.

Oletetaany > x. Silloin

1
2
(x + y + |x− y|) =

1
2
(x + y − x + y) =

1
2
· 2y = y.

�
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1.1. R:n topologiaa

Määritelmä 1.1.1 Olkoona, b ∈ R, a < b. Merkitään

• ]a, b[ = {x ∈ R
∣∣∣ a < x < b} (avoin väli)

• [a, b] = {x ∈ R
∣∣∣ a ≤ x ≤ b} (suljettu väli)

• [a, b[ = {x ∈ R
∣∣∣ a ≤ x < b} (puoliavoin väli)

• ]a, b] = {x ∈ R
∣∣∣ a < x ≤ b} (puoliavoin väli)

• ]a,∞[ = {x ∈ R
∣∣∣ x > a}

• [a,∞[ = {x ∈ R
∣∣∣ x ≥ a}

• ]−∞, b[ = {x ∈ R
∣∣∣ x < b}

• ]−∞, b] = {x ∈ R
∣∣∣ x ≤ b}

Määritelmä 1.1.2 Olkoonx ∈ R ja r > 0. Joukko

B(x, r) = {y ∈ R
∣∣∣ |x− y| < r}
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on nimeltäänx:n r-ympäristö. Samoin

B′(x, r) = {y ∈ R
∣∣∣ 0 < |x−y| < r} = {y ∈ R

∣∣∣ |x−y| < r, y 6= x}(punkteerattu ympäristö)

ja

B̄(x, r) = {y ∈ R
∣∣∣ |x− y| ≤ r}(suljettu ympäristö).

Nämä ovatR:n osajoukkoja. (B′ ⊂ B ⊂ B̄.)

Tehtävä 1.1.3 Olkoonx = 2 ja r = 1
10 .

y ∈ B(2,
1
10

) ⇐⇒ 2− 1
10

< y < 2 +
1
10

.

Samoin josx = 2 ja r = 1
1000

y ∈ B(2,
1

1000
) ⇐⇒ 2− 1

1000
< y < 2 +

1
1000

⇐⇒ y ∈ [2− 1
1000

, 2 +
1

1000
].

Tehtävä 1.1.4 Kuuluukoπ seuraaviin joukkoihin?

a) B(3, 1
100), b) B(3, 1

10)
c) B(3, 1

2), d) B(3.14, 1
100)

Määritelmä 1.1.5 OlkoonA ⊂ R. JoukkoA on avoin, jos jokaisellax ∈ A on (jokin)
ympäristöB(x, r) joka sisältyyA:han.

JoukkoB ⊂ R on suljettu, jos joukkoR \B = {y ∈ R
∣∣∣ y 6= B} on avoin.
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Esimerkki 1.1.6 Suljettu väli[a, b] ei ole avoin. Tarkastellaan pistettäb: ei ole olemas-
sa mitään ympäristöäB(b, r) jolle B(b, r) ⊂ [a, b].

Esimerkki 1.1.7 Olkoonx = 13. OsoitaB(x, 1) ∩ B(x, 1
5) ∩ B(x, 1

2) := Y on x:n
r-ympäristö jollekinr > 0.

Ratkaisu. PäteeB(x, 1
5) ⊂ B(x, 1

2) ⊂ B(x, 1). Siis Y = B(x, 1
5) eli Y on x:n 1

5 -
ympäristö.

Määritelmä 1.1.8 JoukkoA ⊂ R on avoin, jos∀x ∈ A on olemassa sellainenr > 0
ettäB(x, r) ⊂ A. JoukkoB ⊂ R on suljettu, josR \B on avoin.

Lause 1.1.9a)R on sekä avoin että suljettu, samoin∅. (Muut R:n osajoukot eivät voi
olla yhtä aikaa avoimia ja suljettuja. Sen sijaan on olemassa osajoukkoja, jotka eivät ole
avoimia eivätkä myöskään suljettuja, esimerkiksi[0, 1[ )

b) Avoin väli on avoin joukko, suljettu väli on suljettu joukko.

c) Äärellinen joukko on suljettu (s.o. joukko johon kuuluu vain äärellisen monta alkiota,
esim{1

2 ,−2, π,
√

13} on,
[
0, 1

102

]
ei ole äärellinen joukko.)

d) Mielivaltaisen monen avoimen joukon yhdiste on avoin joukko.

e) Äärellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin joukko.

Esimerkki 1.1.10 OlkoonAn =
]√

1 + n, n2
[

∀n ∈ N, n ≥ 2. Silloin An on avoin
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väli, joten se on avoin joukko. Siis ⋃
n∈N,n≥2

An ⊂ R

on avoin.

Esimerkki 1.1.11 ]−1, 2[ ∩ ]0, 3[ ∩ ]0, 10[ = ]0, 2[

Esimerkki 1.1.12 Olkoonn ∈ N, An :=
]
0, 1 + 1

n

[
(avoimia joukkoja). Ja olkoon

B :=
⋂

n∈N

An =
∞⋂

n=1

An.

Väite:B = ]0, 1].

Todistus.Ensiksi, Osoitetaan että

]0, 1] ⊂
∞⋂

n=1

]
0, 1 +

1
n

[
=: B.

Olkoon näetx ∈ ]0, 1]. Tällöin x ∈
]
0, 1 + 1

n

[
= An∀n. Siisx ∈ B, eli ]0, 1] ⊂ B.

Kääntäen, olkoony > 1. Valitaann s.e. 1
n < y − 1. Tällöin y /∈

]
0, 1 + 1

n

[
= An. Siis

B = ]0, 1]. Puoliavoin väli ei ole avoin joukko.

Äärettömän monen avoimen joukon leikkaus ei siten ole välttämättä avoin.�
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1.2. Kompleksiluvut

R2 on lukuparien(a, b), missäa ja b reaalilukuja, muodostama joukko. (Käytetään
myös esitystä(a, b) = aī + bj̄, missǟi = (0, 1) ja j̄ = (0, 1).) Sanotaan, että(a, b) on
lukupari, piste, vektori, tason alkio joukossaR2. On määritelty vektoreiden yhteenlasku

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)

ja reaaliluvullar ∈ R kertominen

r(a, b) = (ra, rb).

Määritellään nyt kertolasku kaavalla.

(a, b)(c, d) = (ac− bd, bc + ad) missäa, b, c, d ∈ R (5)

On mahdollista osoittaa että joukkoR2 varustettuna edellä mainitulla yhteenlaskulla ja
kertolaskulla (5) toteuttaa kanta-aksioomat (A1) - (A9).

Merkitään:(0, 1) = i ja (a, b) = a + ib.

JoukkoaR2 varustettuna edellä mainituilla laskutoimituksilla sanotaan kompleksiluku-
jen joukoksi (kunnaksi), ja merkitäänC:llä.

Kaava (5) saa muodon

(a + ib)(c + id) = ac− bd + i(bc + ad).

Huom! (0, 1)(0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 1 · 0 + 0 · 1) = (−1, 0) eli i2 = ii = −1.
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Josa, b ∈ R, niin lukuaa + ib sanotaan kompleksiluvuksi, jaa on sen reaaliosa jab
imaginaariosa.

Määritelmä 1.2.1 Luku |a+ ib| :=
√

a2 + b2 ≥ 0 on kompleksiluvuna+ ib itseisarvo
eli moduli.

Esimerkki 1.2.2 Laske seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imaginääriosat.

1. 3(2 + i) = 3 · 2 + 3 · i = 6 + 3i.

2.
√

2(
√

2−
√

5i) = (
√

2
2
)−

√
2
√

5i = 2−
√

10i.

3. 3i(2 + i) = 3i · 2 + 3i · i = 6i + 3i2 = 6i− 3.

4. Olkoonx, y ∈ R. (x + iy)(x− iy) = x2 − ixy + ixy − i2y2 = x2 + y2.

5. 4i(
√

2−
√

2i)(
√

2 +
√

2i) = 4i(
√

2
√

2 +
√

22i−
√

22−
√

2i
√

2i)

= 4i(2 + 2
√

2i− 2i− 2
√

2 · (−1))
= 4i(2 + 2

√
2 + i(2

√
2− 2))

= 8i + 8
√

2i + 4 · (−1)(2
√

2− 2)
= i(8 + 8

√
2)︸ ︷︷ ︸

Im-osa

− 8
√

2 + 8︸ ︷︷ ︸
Re-osa

.

6. 4i5 + 3i3 = 4(i2 · i2 · i) + 3i2 · i = 4 · (−1) · (−1)i + 3 · (−1) · i = 4i− 3i = i

7. (i3 + 1)(4i4 + i2) = (i2 · i + 1)(4 · i2 · i2 − 1) = (−i + 1)(4− 1) = 3− 3i
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Olkoon z ∈ C, z = x + iy, x, y ∈ R. Merkitään|z| =
√

x2 + y2 on moduli eli
itseisarvo.

Esimerkki 1.2.3 |3− 3i| =
√

32 + 32 =
√

18 = 3
√

2.

Esimerkki 1.2.4 |i| =
√

0 + 12 = 1 joten|i|k = 1,∀k ∈ N.

Olkoonz = x + iy kuten yllä.z:n liittoluku määritelläänz = x− iy. Pätee

zx = (x + iy)(x− iy) = x2 − iy + iy − i2y = x2 + y2 = |z|2.

Siis,zz = |z|2∀z ∈ C.

Kompleksilukujen kertolaskun tärkein motivaatio on se, että jokaisellaz = x + iy 6= 0
on käänteisalkioz−1 eli 1

z :

1
x + iy

= z−1 =
x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
. (6)

(Tällöin zz−1 = 1 = z−1z:

(x+iy)
(

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2

)
= (x+iy)(x−iy)

(
1

x2 + y2

)
= (x2+y2)

1
x2 + y2

= 1.)

Kompleksilukujen jakolasku määritellään (z = x + iy, w = a + ib, x, y, a, b ∈ R)

z

w
:= z · w−1 =:

x + iy

a + ib
:=

ax + by

a2 + b2
+ i

ay − bx

a2 + b2
.

Laske seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imaginääriosat.
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Esimerkki 1.2.5
1

2 + i
=

2
5
− i

1
5

(kaava (6), x = 2, y = 1).

Toinen tapa: lavennetaan nimittäjän liittoluvlla

2−i) 1
2 + i

=
2− i

(2− i)(2 + i)
=

2− i

22 − i2
=

2− i

5
=

2
5
− i

5

Moduli:
∣∣∣ 1
2+i

∣∣∣ =
√(

2
5

)2 +
(

1
5

)2 =
√

5
25 = 1√

5
.

(Huom! Modulille pätee: Josz, w ∈ C, niin
∣∣ z
w

∣∣ = |z|
|w| . Edellä,

∣∣∣ 1
2+i

∣∣∣ = 1
|2+1| =

1√
22+1

= 1√
5

)

Esimerkki 1.2.6
√

2+i)

√
2 + i√
2− i

=
(
√

2 + 1)2√
2 + 12

=
1
3
(
√

2
2
+2
√

2i−1) =
1
3
(1+2

√
2i) =

1
3

+
2
3

√
2i.

Esimerkki 1.2.7 3−i) 1
3 + i

+4−i) 2
4 + i

=
3− i

32 + 12
+

8− 2i

42 + 1
=

3− i

10
+

8− 2i

17
=

3
10

+
8
17
− i

10
− 2i

17
=

3
10

+
8
17
− i

(
1
10

+
2
17

)
. Reaaliosa on310 + 8

17 , imaginääriosa

on 1
10 + 2

17 .
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Esimerkki 1.2.8 Olkoonx ∈ R.

2+i) x + ix2

2− i +2−i) x2 + ix
2 + i

= (2 + i)(x + ix2)
22 + 1

+ (2− i)(x2 + ix)
22 + 1

= 2x + ix + 2ix2 − x2

5 + 2x2 − ix2 + 2ix− i2x
5

= 1
5(2x + ix + i2x2 − x2 + 2x2 − ix2 + 2ix + x)

= 1
5(3x + x2 + i(3x + x2))

=
3x + x2

5︸ ︷︷ ︸
Re osa

+i
3x + x2

5︸ ︷︷ ︸
Im osa

.

Kyseessä olevan luvun moduli:∣∣∣∣3x + x2

5
+ i

3x + x2

5

∣∣∣∣ =

√
2 ·

(
3x + x2

5

)2

=
√

2
5

∣∣3x + x2
∣∣ .

1.3. Napakoordinaattiesitys

Kuva (1) havainnollistaa napakoordinaattiesitystä:(x, y) = (r cos ϕ, r sinϕ)

Siis, {
x = r cos ϕ
y = r sinϕ

, r =
√

x2 + y2 ja ϕ = arctan
y

x
.
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Kuva 1: Napakoordinaattiesitys

Siirrytään kompleksitasoon;z olkoon z = x + iy. Edeltä saadaanz = r cos ϕ +
ir sin ϕ = r(cos ϕ+ i sinϕ). Mainitsemme ilman todistusta, että imaginääriselle expo-
nentille pätee

eiϕ = cos ϕ + i sinϕ (Eulerin kaava)

missäϕ ∈ [0, 2π] tai ϕ ∈ R.

Kompleksiluvuille saadaan siis esitys

z = reiϕ, r = |z|, ϕ argumentti eli vaihekulma.
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Imaginaariselle exponentille pätevät tutut laskusäännöt, esim.

ei(a+b) = eiaeib, a, b ∈ R.

Olkoonz = reiϕ, w = seiθ, ϕ, θ,∈ R. Tällöin siis

zw = (reiϕ)(seiθ) = rsei(ϕ+θ).

Katso kuva (2).

Kuva 2: Napakoordinaattiesitys 2

Havainto:

Kompleksilukujen kertolaskussa

• vaihekulmat lasketaan yhteen
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• modulit kerrotaan keskenään

Katso kuva (3).

Kuva 3: Napakoordinaattiesitys 3

1.4. Reaalilukujonoista

Jos jokaista luonnollista lukuan ∈ N kohti valitaan joku reaalilukuxn ∈ R, saadaan
(reaaliluku)jono

(x1, x2, x3, . . .)

jota merkitään myös(xn)∞n = 1, tai (xn)n∈N. (Täsmällinen määritelmä: lukujono on
kuvaus eli funktio joukostaN joukkoonR.)
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Esimerkki 1.4.1
(

1
n2

)∞
n=1

= (1, 1
4 , 1

9 , 1
16 , . . .),

(
cos n

sin(nπ)+3
∞
n=1

)
,
(
n100 + n

3

)∞
n=1

.

Sanomme, ettäxn on jononn:s alkio tain:s koordinaatti.

Olkoonk ∈ N. Jono
(x1, x2, . . . , xk) eli (xn)k

n=1

on äärellinen lukujono. (Esim.R2 = {(a, b)}.)

Määritelmä 1.4.2 Jono(xn)∞n=1 suppenee raja-arvoona ∈ R, jos seuraava pätee. Jo-
kaista mielivaltaistar > 0 kohti voidaan löytää lukuN ∈ N siten, että

|xn − a| < r, kunn ≥ N

Tällöin merkitäänlimx→∞Xn = a.

Jos(xn)∞n=1 ei suppene (mihinkään reaalilukuun), se hajaantuu.

Esimerkki 1.4.3 Tarkastellaan jonoa(
1

n + 3
+ 2

)∞

n=1

= (2 +
1
4
, 2 +

1
5
, 2 +

1
6
, 2 +

1
7
, . . .).

Näyttää suppenevan kohti lukua2. Kuinka tämä todistetaan käyttäen määritelmää 1.10?

Ratkaisu. Olkoonr > 0 mielivaltainen.
1. Tarkastellaan lauseketta

|xn − a|, missä
1

n + 3
+ 2 = xn ja a = 2;
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siis

|xn − a| =
∣∣∣∣ 1
n + 3

+ 2− 2
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
n + 3

∣∣∣∣ =
1

n + 3

2. Tarkastellaan milloin

|xn − a| < r eli
1

n + 3
< r. (7)

Tämä voidaan esim. käsittää epäyhtälönän:lle, missän voidaan ratkaistar:n avulla.

(7) ⇐⇒ n + 3 >
1
r
⇐⇒ n >

1
r
− 3.

Otetaan jokuN ∈ N joka on suurempi kuin1r − 3. Jos nytn > N , niin

n > N ≥ 1
r
− 3 =⇒ |xn − a| < r.

Esimerkki 1.4.4 Tarkastellaan jonoa(−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .) = ((−1)n)∞n=1. Suppe-
neeko tämä jono?

Ratkaisu. 1. Suppeneeko jono esim. arvoona = 1?

Tarkastellaan lauseketta

|Xn − a| = |(−1)n − 1| =
{
|−2| = 2, josn pariton
0, josn parillinen
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Oletetaan esimerkiksir = 1
100 . Päteekö nyt

|xn − a| < 1
100

,∀ n ≥ N?

Mutta olipaN miten suuri tahansa, aina löytyy parittomia lukujan > N jolloin |xn − a| =
2. Yllä oleva epäyhtälö ei päde∀n ≥ N, joten jono ei suppene arvoon 1.

2. Suppeneeko jono johonkin muuhuna ∈ R?

Tutkitaan jälleen lauseketta

|xn − a| = |(−1)n − a| =
{
|−1− a| , n pariton
|1− a| , n parillinen

=
{
|1 + a| , n pariton
|1− a| , n parillinen

Jompikumpi näistä on suurempi kuin1, olipaa mikä tahansa reaaliluku.

Jos taas esim.r = 1
10 , niin joko parittomille tai parillisillen

|xn − a| ≥ 1 >
1
10

eli |xn − a| < 1
10 ei päde. Näin ollen jono ei suppenea:han.

Määritelmä 1.4.5 Olkoon(an)∞n=1 lukujono. Tämä jono on

a) nouseva, josa1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . .

b) laskeva, josa1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . .
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c) aidosti nouseva, josa1 < a2 < a3 < . . .

aidosti laskeva, josa1 > a2 > a3 > . . .

Jono on monotoninen, jos se on joko nouseva tai laskeva.

OlkoonN ∈ N. Jono(an) on

d) nouseva indeksistäN alkaen, josaN ≤ aN+1 ≤ aN+2 ≤ . . .

e) laskeva indeksistäN alkaen, josaN ≥ aN+1 ≥ aN+2 ≥ . . .

Tässä ei siis ole merkitystä sillä, miten ensimmäiset jonon alkiot käyttäytyvät.

Lause 1.4.6Olkoon(xn)∞n=1 nouseva jono indeksistä N alkaen. Jos on olemassaM ∈
R s.e.

xn ≤ M ∀ n ∈ N, (8)

niin jono (xn)∞n=1 suppenee, ja raja-arvo on pienempi tai yhtäsuuri kuinM .

Esimerkki 1.4.7 Tarkastellaan jonoa(3, 3.3, 3.14, 3, 141, 3.1415, 3.14159, . . .); jonon
alkio xn on π:n arvo katkaistunan:nen desimaalin kohdalta. Silloinxn ∈ Q. Edellä
Lausessa 1.12 voidaan ottaa esim.M = 4. Näin ollen raja-arvo

lim
n→∞

xn = π ∈ R−Q.
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Esimerkki 1.4.8 Tarkastellaan lukujonoa

(Xn)∞n=1 =
(
1 +

a

n

) 1
n

,

missäa on jokin kiinteä reaaliluku.

Voidaan osoittaa, että(Xn) on ylhäältä rajoitettu (eli (7) pätee) ja lisäksi nouseva, kun
n > |a|. Lauseen1.4.6nojalla jonolla∃ raja-arvo.

Tapauksellaa = 1 merkitään

lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

=: e (Neperin luku)

Todistuksessa käytetään Bernoullin epäyhtälöä:

(1 + a)n ≥ 1 + na, kuna > −1, n ∈ N.

Todistus.Todistus induktiolla:

1◦ n = 1 (1.4.8) ⇐⇒ 1 + a ≥ 1 + a tosi.
2◦ Induktio-oletus: (1.4.8) pätee arvollan. Osoitetaan, että se pätee arvollan + 1.

(1+a)n+1 ≥ (1+a)n(1+a) ≥ (1+an)(1+a) ≥ 1+an + a︸ ︷︷ ︸
(n+1)a

+ a2n︸︷︷︸
≥0

≥ 1+(n+1)a.

�
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2. Reaalimuuttujan funktiot

Reaalimuuttujan funktiot

OlkootA,B R : n tai C : n osajoukkoja. Jos jokaista joukonA pistettäx vastaa tietty
B:n pistey, sanotaan että on määritelty funktio eli kuvausf : A → B.

Määritelmä 2.0.9 Sanomme ettäy on alkionx kuva, merkitään myosf(x). A on ku-
vauksenf lähtöjoukko,B maalijoukko.

Jos on annettu osajoukkoA1 ⊂ A, niin merkitään

f(A1) =
{

y ∈ B
∣∣∣ ∃x ∈ A1 s.e.y = f(x)

}
Esimerkki 2.0.10 A = ]−2, 5[, B = [−100, 100], f(x) = x2 + 1, f = A → B.
OlkoonA1 = [0, 1]. Silloin A1:n kuvaf(A1) = [1, 2].

Määritelmä 2.0.11 JosA,B, f kuten yllä,y ∈ B ja x toteuttaaf(x) = y, niin x on
y:n (eräs) alkukuva.

Funktiolla on aina se ominaisuus, että jokaisella lähtojoukon alkiolla on täsmälleen yksi
kuva; maalijoukon alkiolla voi olla0, 1 tai useampia alkukuvia.

Esimerkki 2.0.12 A = ]−2, 5[, B = [−100, 100], f(x) = x2 + 1. JoukonB alkiolla
2 on kaksi alkukuvaa:1 ja−1. Alkiolla 72.83 ei ole alkukuvia joukossa A.
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JosB1 ⊂ B, (A,B, f kuten edellä) on joukko

f−1(B1) =
{

x ∈ A
∣∣∣ f(x) ∈ B1

}
B1:n alkukuva.

• Jos kuvauksellef päteef(A) = B, niin f on surjektio (A:staB:lle).

• Jos kuvauksellef pätee:x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2), niin f on injektio (tässä
x1, x2,∈ A mielivaltaisia).

• Josf on sekä surjektio että injektio, niin se on bijektio.

Esimerkki 2.0.13 f(x) := x2 + 1.

ei ole injektio eikä surjektio kunA = ]−2, 5[, B = [−100, 100]

ei ole injektio, on surjektio kunA = ]−2, 5[, B = [1, 26[

on injektio, ei ole surjektio kunA = ]0, 5[, B = [−100, 100]

on injektio ja surjektio kunA = ]0, 5[, B = ]1, 26[

Esimerkki 2.0.14 OlkoonA ⊂ R. Identtinen kuvausf(x) = x on bijektiof : A →
A.
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Määritelmä 2.0.15 Olkoon f : A → B ja A1 ⊂ A. Kuvausg : A1 → B joka
määritellään kaavallag(x) = f(x) ∀x ∈ A1 on nimeltäänf :n rajoittuma joukkoon
A1. Merkitääng = f |A1 .

Huomautus 2.0.16Kaksi kuvaustaf : A → B ja g : C → D ovat samat jos

1. A = C

2. B = D

3. f(x) = g(x) ∀x ∈ A

Esimerkki 2.0.17 Olkoon f(x) = 1
1−x . Jos muuta ei ole sanottu, niin maalijoukko

on R, ja lähtöjoukko mahdollisimman suuri joukko, jossa lauseke on määritelty, tässä
R \ {1}.

2.1. Polynomit

Polynomi on funktioP : R → R joka on muotoa

p(x) := anxn + an−1x
n−1 + . . . + a0,

missäa0, . . . , an ∈ R ovat vakioita (polynomin kertomia). Polynomi voidaan kirjoittaa
myös muodossa

p(x) =
n∑

k=0

akx
k.
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Josan 6= 0, onP :n astelukun. Josan = 0 ∀n, niin sanomme, ettäP on0− polynomi.

(Jakoyhtälö) OlkootP ja Q polynomeja,Q ei 0-polynomi. Tällöin on olemassa poly-
nomitA ja R, joille

P = AQ + R,

missäR:n aste on alempi kuinQ:n aste, taiR on0− polynomi. PolynomitA ja R ovat
yksikäsitteiset.

Todistus.Tarkastellaan joukkoa

E :=
{

P −AQ
∣∣∣ A on polynomi

}
Siis,E on polynomeista koostuva joukko; siihen kuuluvat ne polynomit jotka ovat muo-
toaP −AQ, missäA on polynomi.

Jos0-polynomi kuuluu joukkoosE , niin siis olemassaA s.e.Q = P−AQ eli P = AQ.
Tällöin voidaan valitaR = 0 ja lause on todistettu.

Muussa tapauksessa olkoonR joukonE alinta astetta oleva polynomi; olkoonA0 vas-
taavaA. Siis,R = P −A0Q eli P = A0Q + R.

Väite. R:n astelukun on pienempi kuinQ:n astelukum.

Jos päteen ≥ m, merkitään

R = rnxn + rn−1x
n−1 + . . . + r0

Q = qmxm + qm−1x
m−1 + . . . + q0
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tällöin
R− rn

qm
xn−mQ = P − (A0 +

rn

qm
xn−m)Q ∈ E

Toisaalta,

R− rn
qm

xn−mQ = rnxn + rn−1x
n−1 + . . . + r0 −

rn

qm
xn−m(qmxm︸ ︷︷ ︸

−rnxn+...xn−1+...

+ . . . + q0)

= . . . xn−1 + . . . xn−2 + . . .

eli n:s aste supistuu pois!

Yhteenvetona, polynomi

R− rn

qm
xn−mQ

1) kuuluu joukkoonE

2) on enintään astettan− 1.

Tämä on ristiriita, koskaR;n aste onn; päteem > n. �

KäytännössäA ja R löydetään jakokulman avulla.

P = x3 + x2 + x + 1, Q = x2 + 1

Jaetaan jakokulmassax3 + x2 + x + 1 polynomilla x2 + 1, saadaanx + 1. Tällöin
A = x + 1, R = 0.
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Esimerkki 2.1.2 P = x3 +3x2−x−1, Q = x+2. Jaetaan jakokulmassax3 +3x2−
x−1 polynomillax+2, saadaanx2 +x−3 ja jakojäännökseksi5. Siis,A = x2 +x−3
ja R = 5. Voidaan tarkistaa laskemalla, että

QA + R = (x + 2)(x2 + x− 3) + 5 = x3 + 3x2 − x− 1 = P.

OlkoonP polynomi ja olkoonx0 ∈ R. Jakoyhtälön avulla voidaan kirjoittaa

P (x) = (x− x0)A + R, (9)

missäQ = x − x0, Q:n aste deg(Q) = 1, ja siten deg(R) = 0. Siis R on vakio
(mahdollisesti jopa0).

Oletetaan, ettäx0 on polynominP :n 0-kohta,P (x0) = 0. Silloin (9) ⇒

P (x0) = (x0 − x)A(x0) + R(x0) ⇐⇒ 0 = R(x0)

(syötetään (9):ssäx:n paikallex0). KoskaR on vakio jaR(x0) = 0, niin R on 0-
polynomi.

Lause 2.1.3Jos polynomillaP on0-kohtax0, niin se voidaan kirjoittaa muodossa

P (x) = (x− x0)A(x)

missäA on polynomi jolle deg(A) = deg(P)−1 .
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Lause 2.1.4Olkoonn ∈ N. Josn:n asteen polynomillaP on0-kohdatx1, . . . , xn niin
P voidaan kirjoittaa muodossa

P (x) = an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
(
=: anΠn

j=1(x− xj)
)
.

(Tässäan onP :n korkeimman asteen termin kerroin.)

Todistus.Seuraa lauseesta (2.1.3). �

Seuraus 2.1.5n:n asteen polynomilla on enintäänn kpl eri 0-kohtia.

Todistus.Jos0-kohtiam kpl, missäm > n, niin lauseesta (2.1.4) seuraa

P (x) = anΠm
j=1(x− x1) = an︸︷︷︸

6=0

xm + xm−1 + . . .

eli P olisi m:n asteen polynomi, Ristiriita. �

Määritelmä 2.1.6 Jos polynomiP voidaan esittää muodossa

P (x) = (x− x0)mQ(x),

missäQ on polynomi,m ∈ N, niin x0 onP :n m:n kertaluvun0-kohta.

Esimerkki 2.1.7 OlkoonP (x) = x4. Pistex0 = 0 onP :n 4. kertaluvun0-kohta.
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Esimerkki 2.1.8 OlkoonP (x) = x3 − 3x2 + 3x − 1 = (x − 1)3. Pistex0 = 1 on 3.
kertaluvun0-kohta.

Lause 2.1.9OlkoonP polynomi, jolle deg(P ) = n. Oletetaan, ettäP :llä on pisteissä
a1, a2, . . . , aM 0-kohdat ja että0-kohdanaj kertaluku onmj .

Oletetaan ettäm1+m2+ . . .+mM = n = deg(P ). Silloin polynomiP voidaan esittää
muodossa

P (x) = an(x− x1)m1(x− x2)m2 . . . (x− xM )mM .

Emme todista tätä lausetta tässä.

2.2. Algebrallisista yhtälöistä

Tarkastellaan yhtälöitä, jotka ovat muotoa

P (x) = 0, (10)

missäP on polynomi. 1. Jos deg(P ) = 1, niin (10) on muotoa

ax + b = 0,

missäa ja b ovat vakioita. Tällä on1-käsitteinen ratkaisux = − b
a .

2. Olkoon deg(P ) = 2. Silloin (10) on muotoa

P (x) = ax2 + bx + c = 0 (11)

missäa, b, c annettuja reaalilukuja.
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a) Josb2 − 4ac ≥ 0, niin (11):n ratkaisu on

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Josb2 − 4ac = 0, on vain yksi ratkaisux = − b
2a , joka on siisP :n 2-kertainen

0-kohta.

b) Josb2 − 4ac < 0, niin (11):llä ei ole reaalisia ratkaisuja. Kompleksiset ratkaisut
ovat

x =
−b

2a
± i

√
4ac− b2

2a
.

Ne ovat toistensa liittolukuja.

Esimerkki 2.2.1 Tarkastellaan yhtälöäax4 + cx2 + f = 0. Kirjoitetaanx2 = z, x =
±
√

z. Ratkaisu on

z =
−c±

√
c2 − 4af

2a
,

joten alkuperäisen yhtälön ratkaisu on

x = ±

√
−c±

√
c2 − 4af

2a
,

kun neliöjuurien alla olevat lausekkeet ovat positiivisia.
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Esimerkki 2.2.2 Kolmannen asteen yhtälö

z3 + pz + q = 0. (12)

missäp, q ∈ R, ratkaistaan Cardanon kaavalla.

Cardanon kaavat antavat yleisen3:nnen asteen yhtälön algebrallisen ratkaisun:

z1 = 3

√
− q

2 +
√

q2

4 + p3

27 + 3

√
− q

2 −
√

q2

4 + p3

27 ,

z2 =
(
−1

2 + i
√

3
2

)
3

√
− q

2 +
√

q2

4 + p3

27 +
(
−1

2 −
i
√

3
2

)
3

√
− q

2 −
√

q2

4 + p3

27 ,

z3 =
(
−1

2 −
i
√

3
2

)
3

√
− q

2 +
√

q2

4 + p3

27 +
(
−1

2 + i
√

3
2

)
3

√
− q

2 −
√

q2

4 + p3

27 .

LausekettaD := q2

4 + p3

27 sanotaan diskriminantiksi. Erotetaan kolme tapausta:

1.D =
q2

4
+

p3

27
> 0⇒ (12):llä on1 reaaliarvoinen ratkaisu,2 kompleksista ratkaisua,

jotka ovat toistensa liittolukuja.

2. D = 0. Ratkaisut ovat

z1 = 2 3
√
−q/2

z2 = z3 = − 3
√
−q/2,

3. D < 0, 3 reaalista ratkaisua.
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2.3. Rationaalifunktiot

Rationaalifunktio R on funktio, joka voidaan esittää muodossa

R(x) =
P (x)
Q(x)

,

missäP,Q polynomeja jax ∈ R, se on määritelty niillex, joille Q(x) 6= 0.

Määritelmä 2.3.1 Josx0 onQ:n nollakohta jaP (x0) 6= 0, niin x0 onR:n napa.

Rationaalifunktion jakaminen osamurtolukuihin

Erotetaan 4 erilaista tapausta.

Tapaus 1. OlkoonR rationaalifunktio,R = P
Q , degP ≥ degQ. Haluamme kirjoittaa

sen muodossa

R = P1 +
P2

Q
(13)

missäP1, P2 polynomeja joille deg(P2) < deg(Q). Mutta tämä seuraa jakoyhtälöstä
lause (2.1.1).

∃ A,S s.e. P = AQ + S, degS < degQ ⇒ R =
AQ + S

Q
= A +

S

Q
.

saamme esityksen (13) valitsemallaP1 = A, P2 = S.
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Esimerkki 2.3.2

R(x) =
x2

x− 1
(P (x) = x2, Q(x) = x− 1)

=
x2 + 1− 1

x− 1
=

(x + 1)(x− 1) + 1
(x− 1)

=
(x− 1)(x + 1)

x− 1
+

1
x− 1

= x + 1︸ ︷︷ ︸
P1

+
a

x− 1︸ ︷︷ ︸
P2

.

Seuraavassa tarkastellaan rationaalifunktioita, joilla deg(P ) < deg(Q) (R = P/Q).

Tapaus 2. Oletetaan, että deg(Q) = n ja Q:lla on keskenään erisuuret0-kohdat

x1, . . . xn. Tällöin R =
P

Q
voidaan kirjoittaa muodossa

P

Q
=

P

a(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
∈ R

=
A1

x− x1
+

A2

x− x2
+ . . . +

An

x− xn

missäA1, . . . , An ovat vakioita. Tämän jälkeen funktionR integrointi on helppoa, sillä∫
A

x− x1
= A log(x− x1).)

Todistetaan väite tapauksessan = 2. Silloin

R(x) =
ax + b

(x− x1)(x− x2)
, x1 6= x2
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halutaan esittää muodossa
A1

x− x1
+

A2

x− x2
,

missäA1, A2 ∈ R.

Kirjoitetaan

ax + b

(x− x1)(x− x2)
=

A1

x− x1
+

A2

x− x2

∣∣∣∣∣ · (x− x1)(x− x2)

minkä tulisi päteä kaikillax ∈ R!

Tästä on määrättävä luvutA1, A2. Poistetaan nimittäjät⇒

ax + b = A1(x− x2) + A2(x− x1)
⇐⇒ ax + b = (A1 + A2)x−A1x2 −A2x1

Tämän tulee päteä kaikillex ∈ R, joten{
a = A1 + A2

b = −A1x2 −A2x1

⇐⇒
{

a = A1 + A2

−b = A1x2 + A2x1

Saimme siis yhtälöparin tuntemattomilleA1 ja A2. Tämän yhtälöparin determinantti on∣∣∣∣ 1 1
x2 x1

∣∣∣∣ = x1 − x2 6= 0.

SitenA1 ja A2 voidaan aina ratkaista.�
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Esimerkki 2.3.3 Seuraava menetelmä ei perustu yllä olevaan todistukseen. Määritäm-
me vakiotA1, A2, A3 siten että

R(x) :=
1

x(x− 1)(x + 1)︸ ︷︷ ︸ =
A1

x
+

A2

x− 1
+

A3

x + 1
, (14)

missä
1

x(x− 1)(x + 1)

on annettu rationaalifunktio, degP = 0, degQ = 3, ja Q:lla on0-kohdat0, 1 ja−1.

Ratkaisu.

1. Kerrotaan (14) puolittain "1. nimittäjällä"x

1
(x− 1)(x + 1)

= A1 + x
A2

x− 1
+ x

A3

x + 1
.

2. Asetetaanx = 0 (Q:n vastaava0-kohta)

1
(0− 1)(0 + 1)

= A1 + 0 · . . . + 0 · . . . ⇐⇒ A1 = −1.

3. Sijoitetaan (14):eenA1 = −1 ja kerrotaan "2:lla nimittäjällä"x− 1

1
x(x + 1)

=
−1
x

(x− 1) + A2 +
A3

(x + 1)
(x− 1).
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4. Sijoitetaanx = 1 ("Q:n 2.0-kohta")

1
1 · 2

= 0 + A2 + 0 =⇒ A2 =
1
2
.

5. Sijoitetaan (14):eenA2 = 1
2 ; kerrotaan (14) "3. nimittäjällä"x + 1

1
x(x− 1)

= (x + 1)
−1
x

+ (x + 1)
1
2

x− 1
+ A3.

6. Sijoitetaanx = −1.
1

−1 · (−2)
= A3 =⇒ A3 =

1
2
.

Vastaus:
1

x(x− 1)(x + 1)
=
−1
x

+
1
2

1
x− 1

+
1
2

1
x + 1

,

joka pätee kaikillax ∈ R poislukien nimittäjän nollakohdat. Edelleen∫
dx

x(x− 1)(x + 1)
= − log |x|+1

2
log |x−1|+1

2
log |x+1|+C =

1
2

log
|x2 − 1|

x2
+C.

Esimerkki 2.3.4 MäärääA1, A2, A3 ja A4 siten, että

1
(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

=
A1

(x− 1)
+

A2

(x− 2)
+

A3

(x− 3)
+

A4

(x− 4)
. (15)
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1◦ A1: kerrotaanx− 1:lla:

1
(x− 2)(x− 3)(x− 4)

= A1 + (x− 1)(. . .) (sijoitetaanx = 1 ⇒ )

1
(1− 2)(1− 3)(1− 4)

= A1 =⇒ A1 = −1
2·3 = −1

6

2◦ A2: kerrotaan (15) x− 2:lla

1
(x− 1)(x− 3)(x− 4)

= A2 + (x− 2)(. . .) (sijoitetaanx = 2 ⇒ )

1
1 · (−1) · (−2)

= A2 =⇒ A2 = 1
2

3◦ A3: kerrotaan (15) x− 3:lla

1
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

= A3 + (x− 3)(. . .) (sijoitetaanx = 3 ⇒ )

1
2 · 1 · (−1)

= A3 =⇒ A3 = −1
2

4◦ A4: kerrotaan (15) x− 4:lla

1
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

= A4 + (x− 4)(. . .) (sijoitetaanx = 4 ⇒ )

1
3 · 2 · 1

= A4 =⇒ A4 = 1
6
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Siis,

1
(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

= −1
6

1
x− 1

+
1
2

1
x− 2

− 1
2

1
x− 3

+
1
6

1
x− 4

∀x ∈ R \ {1, 2, 3, 4}.

Tapaus 3. JosQ jakautuu reaalisiin1. asteen tekijöihin, joiden joukossa on monin-
kertaisia, on näitä vastaamaan asetettava niin monta osamurtolukua kuin k.o. tekijän
kertaluku osoittaa.

Esimerkki 2.3.5 Olkoon

R(x) =
1

x2(x− 1)
.

Tällä on kaksinkertainen nollakohta0 ja yksinkertainen nollakohta1.

Huomaa, että tätä ei voida kirjoittaa muotoon

A1

x
+

A2

x− 1
.

Voidaan kuitenkin löytää vakiotA1, A2, A3 siten, että

R(x) =
A1

x2
+

A2

x
+

A3

x− 1

eli
1

x2(x− 1)
=

A1

x2
+

A2

x
+

A3

x− 1
(16)
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Ratkaisu. 1.A3: kerrotaan (16) x− 1:llä

1
x2

= (x− 1)
A1

x2
+ (x− 1)

A2

x
+ A3

sijoitetaanx = 1, saadaanA3 = 1.

2. A1: kerrotaan (16) x2:llä

1
x− 1

= A1 +
x2 ·A2

x
+ x2 A3

x− 1

sijoitetaanx = 0, saadaanA1 = −1.

3. A2:

(16) ⇐⇒ 1
x2(x− 1)

+
1
x2

=
A2

x
+

A3

x− 1

⇐⇒ 1 + x− 1
x2(x− 1)

=
A2

x
+

A3

x− 1

⇐⇒ 1
x(x− 1)

=
A2

x
+

A3

x− 1
.

Kerrotaan tämäx:llä:
1

x− 1
= A2 + x

A3

x− 1
.

Sijoitetaanx = 0, saadaanA2 = −1.

Vastaus:
1

x2(x− 1)
=
−1
x2

− 1
x

+
1

x− 1
∀x ∈ R \ {0, 1}.
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Tarkistus:
x−1)

− 1
x2

x(x−1))
− 1

x

x2)
+

1
x− 1

= − x− 1
x2(x− 1)

− x(x− 1)
x2(x− 1)

+
x2

x2(x− 1)

=
−x + 1− x2 + x + x2

x2(x− 1)
=

1
x2(x− 1)

Esimerkki 2.3.6 Etsi luvutA1, . . . , A5 siten että

1
(x− 1)3(x + 2)2

=
A1

(x− 1)3
+

A2

(x− 1)2
+

A3

x− 1
+

A4

(x + 2)2
+

A5

x + 2
. (17)

Ratkaisu. 1.A1: (17) kerrotaan(x− 1)3:lla

1
(x + 2)2

= A1 + (x− 1)(. . .)

sijoitetaanx = 1, saadaanA1 = 1
9 .

2. A2: Siirretään (17):ssä termi A1
(x−1)3

vasemmalle puolelle ja sievennetään

9) 1
(x− 1)3(x + 2)2

(x+2)2)
− 1

9
1

(x− 1)3
=

9− (x + 2)2

9(x− 1)3(x + 2)2

=
−x2 − 4x + 5

9(x− 1)3(x + 2)2
=

−(x− 1)(x + 5)
9(x− 1)3(x + 2)2

=
−x− 5

9(x− 1)2(x + 2)2
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Yhtälö (17) saadaan siis muotoon

−x− 5
9(x− 1)2(x + 2)2

=
A2

(x− 1)2
+ A3 . . .

kerrotaan(x− 1)2:lla
−x− 5

9(x + 2)2
= A2 + (x− 1)(. . .)

sijoitetaanx = 1, saadaanA2 = −2
27 .

3. A3: Tarkastellaan yhtälöä (17). SiirretäänA1- ja A2-termit vasemmalle puolelle ja
sievennetään

3) −x− 5
9(x− 1)2(x + 2)2

(x+2)2)
+

2
27

1
(x− 1)2

=
3(x + 5)− 2(x + 2)2

27(x− 1)2(x + 2)2

=
2(x− 1)(x + 2

7)
27(x− 1)2(x + 2)2

=
2
27

x + 7
2

(x− 1)(x + 2)2
.

Siis (17) pätee⇐⇒

2
27

x + 7
2

(x− 1)(x + 2)2
=

A3

x− 1
+ A4(. . .)

kerrotaan(x− 1)2:lla
2
27

x + 7
2

(x + 2)2
= A3 + (x− 1) . . .

sijoitetaanx = 1, saadaanA3 = 2
27

9
2
32 = 1

27 .
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4. A4: (17) kerrotaan(x + 2)2:lla

1
(x− 1)3

= A4 + (x + 2)(. . .)

sijoitetaanx = −2, saadaanA4 = −1
27 .

5. A5: Siirretään (17):ssäA4-termi vasemmalle puolelle. Tarkastellaan vasenta puolta.
(Huom!A1, A2, A3, A5-termit ovat oikealla puolella.)

1
(x− 1)3(x + 2)2

+
1
27

1
(x + 2)2

=
27 + (x− 1)3

27(x− 1)3(x + 2)2
. (18)

Tässä

27− (x− 1)3 = 27 + x3 − 3x3 + 3x− 1 = x3 − 3x2 + 3x + 26 = 0

Tämä toteutuu kunx = −2. Jaetaan polynomix3 − 3x2 + 3x + 26 polynomillax + 2,
saadaanx2 − 5x + 13.

(18) =
x2 − 5x + 13

27(x− 1)3(x + 2)
=

A5

x + 2
+ . . .

kerrotaanx + 2:lla ja sijoitetaanx = −2, saadaanA5 = − 1
27 .

Tapaus 4. JosQ sisältää tekijänx2 + px + q, missäp, q ovat reaalisia kertoimia ja ko.
tekijän0 -kohdat eivät ole reaalisia, on sitä kohti muodostettava osamurtoluku

A1x + A2

x2 + px + q
, A1, A2 ∈ R ovat vakioita.
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Esimerkki 2.3.7 Kirjoitetaan

1
x(x2 + 1)

=
A1

x
+

A2x + A3

x2 + 1
(19)

missä vakiotA1, A2, A3 halutaan saada sellaisiksi että (19) toteutuu kaikillax ∈ R \
{0}.

Ratkaisu. 1.A1: kerrotaan (19) polynomillax.

1
x2 + 1

= A1 + x
A2x + A3

x2 + 1
.

Sijoitetaanx = 0, saadaanA1 = 1

2. Loput kertoimet ratkaistaan (19):stä sijoittamallaA1 = 1. Saadaan

A2x + A3

x2 + 1
=

1
x(x2 + 1)

x2+1)
− 1

x
=

1− (x2 + 1)
x(x2 + 1)

=
−x2

x(x2 + 1)
=

−x

x2 + 1

kerrotaanx2 + 1:llä, saadaan
A2x + A3 = −x.

Koska tämän täytyy päteä kaikillax ∈ R, saadaanA2 = −1 ja A3 = 0.

Yhteenveto tapauksista 1-4.RationaalifunktioR = P
Q missäQ on tulo muotoa

(x− a)n ja x2 + px + q (p2 − 4q < 0)
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olevista tekijöistä, voidaan kirjoittaa summana muotoa

1
(x− a)k

ja
Ax + B

x2 + px + q

olevista termeistä.

2.4. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

Olkoona ∈ R ja olkoonf reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio, joka on määritelty
jossaina:n punkteeratussa ympäristössä

B′(a, r) := B(a, r) \ {a}

(B(a, r) = {y ∈ R
∣∣∣ |y − a| < r}). Tässär > 0.

Määritelmä 2.4.1 Funktiolla f on pisteessäa raja-arvob, jos jokaista lukuas > 0
kohti voidaan löytää sellainen lukur > 0 että

|f(x)− b| < s (20)

kaikille x, jotka toteuttavat|x− a| < r.Tällöin merkitään

lim
x→a

f(x) = b.

Ajattelutapa:f :n raja-arvo onb, jos "f(x) on lähelläb:tä"kunhan "x on riittävän lähellä
a:ta".
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Esimerkki 2.4.2 Olkoonf(x) = 18 ∀x ∈ R ja olkoona = −7. Osoita , että

lim
x→−7

f(x) = 18.

Ratkaisu. Olkoons > 0 mielivaltainen. Tarkastellaan lauseketta

|f(x)− b| = |18− 18| = 0.

Tämä on kaikillex ∈ R pienempi kuins (koskas > 0). Valitaan esimerkiksir = 1.
Jos|x− (−7)| < r, niin |f(x)− 18| < s.

Esimerkki 2.4.3 Olkoonf(x) = x2, a = 10. Osoita, että

lim
x→10

f(x) = 100,

kuns > 0 on annettu.

Todistus.1. Tarkastellaan lauseketta

|f(x)− 100| = |x2 − 100| = |x2 − 102|
= |(x− 10)(x + 10)| = |x− 10||x + 10| (21)

Yleensä pyritään kirjoittamaan/arvioimaan ylhäältä lauseketta

|f(x)− 100|
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muodossa
|x− 10| · jotakin.

2. Merkitään "jotakin"= A(X). Käyttäen tietoa, ettäx on lähellä pistettäa (voidaan
esimerkiksi aina olettaa että|x − a| < 1) pyritään löytämään ylärajaM lausekkeelle
A(x). Nyt

A(x) = |x + 10|.

Pätee myös
|x− a| = |x− 10| < 1.

Näin ollenx ∈ ]9, 11[, jotenA(x) ≤ 30 (yhtä hyvin 100, 500, tms.). OletetaanM = 30.

3. Valitaan

r =
s

M + 1

(
tai r =

s

M + 1000
, r =

s

10M + 106
. . .

)
4. Todetaan että määritelmä (2.4.1) toteutuu: Jos|x− 10| < r, niin

|f(x)− 100| < |x− 10||x + 10|

< r ·M = s
r+1 ·M = s

M

M + 1︸ ︷︷ ︸
<1

< s,

kohdan (21) perusteella|f(x)− 100| < s. �
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Esimerkki 2.4.4 Olkoon

f(x) =
{

x3, x on rationaalinen
0, x on irrationaalinen.

Väite:
lim
x→0

f(x) = 0.

Todistus.Olkoons > 0.

1. Tarkastellaan lauseketta

|f(x)− 0| = |f(x)| =
{
|x|3, kunx ∈ Q
0, kunx ∈ R \Q

.

Siis aina
|f(x)− 0| ≤ |x3| = |x||x|2 ∀x ∈ R.

2. Tämä on muotoa|x − 0| · A(x), missäA(x) = |x|2. Jos esim.|x − 0| < 1, niin
|A(x)| < 10 =: M .

3. Valitaanr := min
(

s
M+1 , 1

)
.

4. Näytetään, että määritelmä (2.4.1) pätee: Jos|x− 0| < r, niin

|f(x)− 0| ≤ |x|3 = |x| ·A(x) < r ·M ≤ s

M + 1
·M = s

M

M + 1
< s

�
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Lause 2.4.5Jos funktiollaf on raja-arvo pisteessäa, niin silloin kaikille s > 0 voidaan
löytäär > 0 siten, että

|f(x)− f(y)| < s, kun |x− a| < r ja |y − a| < r. (22)

Tätä lausetta voidaan käyttää, kun osoitetaan, että funktiolla ei ole raja-arvoa jossakin
pisteessä.

Esimerkki 2.4.6 Määritellään

f(x) =
{

3, kunx > 10
1, kunx ≤ 10

.

Väite:f :llä ei ole raja-arvoa pisteessäx = 10.

Todistus.Olkoons = 1
2 ja r > 0. Valitaanx siten, että

10− r < x < 10,

mistä seuraa
|x− 10| < r.

Jay siten, että
10 < y < 10 + r,

mistä seuraa
|y − 10| < r.
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Nyt
|f(x)− f(y)| = |1− 3| = 2 > s.

Näin ollen lause (22) ei toteudu; ei ole raja-arvoa. �

Kun halutaan osoittaa määritelmän2.4.1avulla, että

lim
x→a

f(x) = b,

niin tutkitaan lauseketta|f(x) − b| ja pyritään estimoimaan sitä (kunx ≈ a, esim.
x ∈ ]a− 1, a + 1] eli |x− a| < 1) lausekkeella

|x− a| · jotakin

missä "jotakin"on rajoitettu (≤ M , ei riipu x:stä).

Esimerkki 2.4.7 Olkoonf(x) = x3 − 10πx. Osoita, että

lim
x→3

f(x) = 27− 30π.
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Ratkaisu. Pätee

|f(x)− (27− 30π)| = |x3 − 10πx︸ ︷︷ ︸
f

− (27− 30π)︸ ︷︷ ︸
raja-arvo

|

= |x3 − 33︸ ︷︷ ︸− 10πx + 30π︸ ︷︷ ︸ |
( 4-ey) ≤ |x3 − 33|+ | − 10πx + 30π|

= |(x− 3)(x2 + 3x + 5)|+ | −10πx + 10π · 3︸ ︷︷ ︸
10π(3−x)

|

≤ |x− 3||x2 + 3x + 5|+ 10π|3− x|

= |x− 3|
(
|x2 + 3x + 5|+ 10π

)︸ ︷︷ ︸
=:A(x)

.

Arvioidaan lausekettaA(x) kunx on lähellä tarkastelupistettä, esimerkiksi kun

|x− 3| < 1 eli x ∈ ]2, 4[ .

Tällöin

A(x) ≤ |x2|+ |3x|+ |5|+ 10π ≤ 16 + 12 + 5 + 10π ≤ 100.

Olkoons > 0. Valitaanr = min
(

s
100 , 1

)
. Silloin

|f(x)− b| = |f(x)− (27− 30π)| ≤ |x− 3| · 100 < r · 100 ≤ s

100
· 100 = s,

jos |x− 3| < r.
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Esimerkki 2.4.8 Osoita

lim
x→5

1
x− 1

=
1
4
.

Ratkaisu. Pätee∣∣∣∣ 1
x− 1

− 1
4

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣4− x + 1
4(x− 1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 5− x

4(x− 1)

∣∣∣∣ = |x− 5| · 1
|4(x− 1)|︸ ︷︷ ︸

=:A(x)

Oletetaan, ettäx ∈ B(5, 1) = ]4, 6]. EstimoidaanA(x):ää:

A(x) =
1

|4(x− 1)|
≤ 1

4 · 3
< 1.

Olkoons > 0. Siis:

|f(x)− 1
4
| < s,

kun valitaanr = s ja |x− 5| < r.

Esimerkki 2.4.9 Olkoonf(x) = πx3 + x
2 + 1

x+2 . Osoita, että

lim
x→−1

f(x) = −π +
1
2
.
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Ratkaisu. Estimoidaan:

|f(x)− (−π + 1
2)| = πx3 + x

2 + 1
x+2 − (−π − 1

2 + 1)|
= |πx3 + π + x

2 + 1
2 + 1

x+2 − 1|
≤ |πx3 + π|+ |x2 + 1

2 |+ | 1
x+2 − 1|

= π|x3 + 1|+ 1
2 |x + 1|+ |1−(x+2)

x+2 |
= π|x + 1||x2 − x + 1|+ 1

2 |x + 1|+ |x + 1| 1
|x+2|

= |x + 1| (π|x2 − x + 1|+ 1
2

+
1

|x + 2|
)︸ ︷︷ ︸

=:A(x)

Oletetaan, että
|x− (−1)| = |x + 1| < 1/2

eli x ∈ B(−1, 1
2) =

]
−3

2 ,−1
2

[
. Silloin

A(x) ≤ π(|x2|+ |x|+ 1) +
1
2

+
1

| − 3/2 + 2|
≤ π

(
9
4

+
3
2

+ 1
)

+
1
2

+ 2 < 30.

Olkoons > 0. Valitaanr = min( s
30 , 1

2). Pätee∣∣∣∣f(x)−
(
−π +

1
2

)∣∣∣∣ < s, kun |x− (−1)| < r.

Usein annetun lausekkeen raja-arvo lasketaan käyttäen entuudestaan tunnettuja raja-
arvoja ja seuraavaa tulosta:
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Lause 2.4.10Olkoonf, g reaalimuuttujan funktioita,x0 ∈ R, c ∈ R. Oletetaan

lim
x→x0

f(x) = a (23)

ja
lim

x→x0

g(x) = b. (24)

Silloin pätee:

a) limx→x0(f(x) + g(x)) = a + b

b) limx→x0 kf(x) = ka

c) limx→x0 f(x)g(x)) = ab

d) jos b 6= 0, niin limx→x0

f(x)
g(x) = a

b

Todistus. a) Olkoons > 0 mielivaltainen. Koska (23) ja (24) pätevät, on olemassa
r1 > 0 siten että

|f(x)− a| < r

2
, kun |x− x0| < r1

ja r2 > 0 siten että

|g(x)− b| < s

2
, kun |x− x0| < r2.

Valitaan
r = min(r1, r2) > 0.
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Olkoon|x− x0| < r. Pätee

|f(x)+g(x)−(a+b)| ≤ |f(x)−a+g(x)−b| ≤ |f(x)−a|+ |g(x)−b| < s

2
+

s

2
= s.

�

Esimerkki 2.4.11 Lasketaan

lim
x→0

√
a + x−

√
a

x

kuna > 0 on jokin vakio.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, että

lim
x→0

√
a + x =

√
a.

Todistus. Olkoons > 0 mielivaltainen. Valitaanr =
√

a · s. Oletetaan, että|x| < r.
Silloin ∣∣√a + x−

√
a
∣∣ =

∣∣∣∣(√a + x +
√

a)(
√

a + x−
√

a)√
a + x +

√
a

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a + x− a√
a + x +

√
a

∣∣∣∣
=

|x|√
a + x +

√
a

<
|x|√

a
<

r√
a

=
√

a · s√
a

= s. �
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Pätee √
a + x−

√
a

x
=

1
x
· x√

a + x +
√

a
=

1√
a + x +

√
a
.

Lauseesta (2.4.10) seuraa

lim
x→0

√
a + x−

√
a

x
= lim

x→0

1√
a + x +

√
a

=
limx→0 1

(limx→0
√

a + x) +
√

a
=

1
2
√

a

�

Esimerkki 2.4.12 Laske

lim
x→0

√
a + x−

√
a

√
b + x−

√
b
,

missäa, b > 0 ovat vakioita.

Ratkaisu.

limx→0

√
a + x−

√
a

√
b + x−

√
b

= limx→0
x√

a + x +
√

a
·
√

b + x +
√

b

x

= limx→0

√
b + x +

√
b√

a + x +
√

a

=
2
√

b

2
√

a
=

√
b

a
.
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Määritelmä 2.4.13 Olkoon f määritelty välillä]y, a[, missäy < a. f :llä on vasem-
manpuoleinen raja-arvob pisteessäa, jos kaikilles > 0 löytyy r > 0 siten että

|f(x)− b| < s, kuna− r < x < a.

Merkitään
lim

x→a−
f(x) = b.

Sanoin: Olkoonf määritelty välillä]a, y[, missäy > a. f :llä on oikeanpuoleinen raja-
arvob pisteessäa, jos kaikilles > 0 löytyy r > 0 siten että

|f(x)− b| < s, kuna < x < a + r.

Merkitään
lim

x→a+
f(x) = b.

Lause 2.4.14Olkoona ∈ R, ja olkoonf määritelty jossaina:n punkteeratussa ympä-
ristössä. Funktiollaf on raja-arvob pisteessäa, jos

lim
x→a−

f(x) = b = lim
x→a+

f(x).

Määritelmä 2.4.15 Oletetaan, ettäf on määritelty jollain välillä]c,∞[. Sanomme, että
f :llä on pisteessä∞ raja-arvob, jos kaikilles > 0 voidaan löytääM > 0 siten, että

|f(x)− b| < s,

aina kunx toteuttaa ehdonx > M ("f(x) poikkeaab:stä vain vähän, kunx on suuri").
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Vastaavasti määritellään raja-arvo pisteessä−∞. Oletetaan ettäf on määritelty välillä
]−∞, c[, c ∈ R. Raja-arvo onb, jos ∀ s ∃ M > 0 siten, että|f(x) − b| < s kun
x < −M .

Määritelmä 2.4.16 Oletetaan, ettäa ∈ R ja f on määritelty jossaina:n punkteeratussa
ympäristössä. Sanomme, ettäf :llä on raja-arvo∞ pisteessäa, jos kaikilleM > 0 on
olemassar > 0 siten, ettäf(x) > M , kunx toteuttaa ehdon|x − a| < r. Vastaavasti
raja-arvo on−∞, jos kaikilleM > 0 on olemassar > 0 siten, ettäf(x) < −M , kun
x toteuttaa ehdon|x− a| < r.

Harjoitustehtävä 2.4.17 Määrittele

1. vasemman- ja oikeanpuoleinen raja-arvo∞ tai−∞ pisteessäa.

2. määrittele raja-arvo∞ pisteessä∞.

Esimerkki 2.4.18 Olkoon

f(x) =
x

|x|
, f : R \ {0} → R.

Tutki f :n toispuoleisia raja-arvoja0:ssa.

Ratkaisu. Oikeanpuoleinen: Olkoonx > 0. Tällöin

f(x) =
x

|x|
= 1
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ja
lim

x→0+
1 = 1.

Samoin, josx < 0, pätee

f(x) =
x

−x
= −1

ja
lim

x→0−
f(x) = −1.

Siis, vasemmanpuoleinen raja-arvo on -1 ja oikeanpuoleinen raja-arvo on 1; raja-arvoa
pisteessä0 ei ole.

Esimerkki 2.4.19 Olkoon

f(x) =
1

|x + 3|
, f : R \ {−3} → R.

Väite: Pisteessä−3 raja-arvo on∞.

Todistus. Olkoon M > 0. On löydettävär > 0 siten, että jos|x − (−3)| < r, niin
f(x) > M . Valitaanr:ksi joku luku joka on pienempi kuin1

M , esimerkiksir = 1
2M .

Jos nyt|x + 3| < r, niin

f(x) =
1

|x + 3|
>

1
r

=
1
1

2M

= 2M > M.

�
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Esimerkki 2.4.20 Olkoon

f(x) =
1

x2 + π
+ 2.

Väite:
lim

x→∞
f(x) = 2.

Todistus.Olkoons > 0. On löydettäväM > 0 siten, että|f(x)− 2| < s, kunx > M .

|f(x)− 2| = 1
x2 + π

.

Olkoon esim.x > 10. Tällöin

1
x2 + π

<
1

10x + π
<

1
10x

<
1
x

.

JosM > max(10, 1
s ) ja x > M , niin

|f(x)− 2| < 1
x

<
1
M

<
1
1
s

= s.

�

Esimerkki 2.4.21 Vastaavasti osoitetaan

lim
x→∞

1
xn

= 0, n ∈ N.
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Esimerkki 2.4.22 Olkootm ja n luonnollisia lukuja. Määrää

lim
x→∞

amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0

bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b0
,

missäaj , j = 0, . . . ,m ja bj , j = 0, . . . , n ovat reaalisia vakioita jaam 6= 0 6= bn.

Ratkaisu. a) Tapausn < m:

limx→∞ · · · = limx→∞
xm(am + am−1

x + · · ·+ a0
xm )

xn(bn + bn−1

x + · · ·+ b0
xn )

= limx→∞ xm−n am + · · ·+ a0
xm

bn + · · ·+ b0
xn

(25)

Käytetään apuna seuraavia päteviä tuloksia niitä tässä todistamatta:

• jos limx→∞ f(x) = ∞ ja limx→∞ g(x) = a(6= 0,∈ R)

niin limx→∞ f(x)g(x) = ∞

• jos limx→∞ f(x) = a ja limx→∞ g(x) = b

niin limx→∞ f(x)g(x) = ab

Kaavassa (25)
lim

x→∞
xm−n = ∞
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ja

lim
x→∞

am + · · ·+ a0
xm

bn + · · ·+ b0
xn

=
am

bn
(∈ R, 6= 0).

Tuloksen (2.4) nojalla raja-arvo on∞.

b) Tapausn = m

lim
x→∞

· · · = lim
x→∞

am + am−1

x + · · ·+ a0
xm

bn + bn−1

x + · · ·+ b0
xn

=
am

bn

c) Tapausn > m

lim
x→∞

· · · = lim
x→∞

1
xn−m

am + am−1

x + · · ·+ a0
xm

bn + bn−1

x + · · ·+ b0
xn

Tässä

lim
x→∞

1
xn−m

= 0,

ja

lim
x→∞

am + am−1

x + · · ·+ a0
xm

bn + bn−1

x + · · ·+ b0
xn

=
am

bn
∈ R.

Tuloksen (2.4) nojalla raja-arvo on0.

Esimerkki 2.4.23 Laske

lim
x→∞

√
x + 2−

√
x√

x + 1−
√

x
.
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Ratkaisu:

limx→∞

√
x + 2−

√
x√

x + 1−
√

x

= limx→∞

√
x + 2−

√
x

1
· 1√

x + 1−
√

x

= limx→∞
(
√

x + 2−
√

x)(
√

x + 2 +
√

x)√
x + 2 +

√
x

·
√

x + 1 +
√

x

(
√

x + 1−
√

x)(
√

x + 1 +
√

x)

= limx→∞
x + 2− x√
x + 2 +

√
x
·
√

x + 1 +
√

x

x + 1− x

= limx→∞ 2
√

x + 1 +
√

x√
x + 2 +

√
x

= limx→∞ 2

√
x
√

1 + 1
x +

√
x

√
x

√
1 +

2
x

+
√

x

= limx→∞ 2
√

x√
x

(
√

1 + 1
x + 1)

(
√

1 +
2
x

+ 1)

= limx→∞ 2 · 2
2 = 2.

Määritelmä 2.4.24 Olkoona ∈ R2, ja f määrätty jossaina:n ympäristössä. Silloinf
on jatkuva pisteessäa, jos

lim
x→a

f(x)
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on olemassa ja
lim
x→a

f(x) = f(a).

Toisin sanoen,f on jatkuva pisteessäa, jos mielivaltaisellas > 0 on olemassar > 0
siten, että

|f(x)− f(a)| < s,

kun |x− a| < r. Josf ei ole jatkuvaa:ssa, sanotaan että se on epäjatkuva.

Esimerkki 2.4.25 Olkoon

f(x) =
{

x2 kunx ≥ 3
1, kunx < 3

.

Pisteessä3:

lim
x→3−

f(x) = lim
x→3−

1 = 1, lim
x→3+

f(x) = lim
x→3+

x2 = 9.

Näin ollenf :llä ei ole raja-arvoa pisteessä3, joten se ei ole jatkuva.

Esimerkki 2.4.26 Olkoon

f(x) =
{

2x− 5 kunx 6= 1
8, kunx = 1

.

Tällöin pisteessä1:
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

2x− 5 = −3.
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Pätee
lim
x→1

f(x) 6= f(1),

jotenf ei ole jatkuva.

Määritelmä 2.4.27 Sanomme, ettäf on jatkuva välillä]a, b[ , a < b, josf on jatkuva
jokaisessa välin pisteessä.

Esimerkki 2.4.28 Määrätäänf seuraavasti:

f(x) =
{

1, kunx rationaalinen
0, kunx irrationaalinen

.

Tällä ei ole raja-arvoa missään pisteessäx ∈ R, siisf ei ole jatkuva missään pisteessä
x ∈ R.

Esimerkki 2.4.29

f(x) =
{

x, kunx rationaalinen
0, kunx irrationaalinen

.

Tällöin pätee
lim
x→0

f(x) = 0, f(0) = 0.

Näemme että,f on jatkuva pisteessä0. Voidaan osoittaa, että se ei ole jatkuva missään
muussa pisteessä.
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Heuristinen selitys: "Pomppiminen vaimenee, kunx → 0".

Esimerkki 2.4.30 Näytä jatkuvuuden määritelmän perusteella, että

f(x) =
1
x
− 3x2

on jatkuva pisteessä2.

Ratkaisu. Olkoons > 0. On löydettävär > 0 siten, että∣∣∣∣f(x)−
(

1
2
− 12

)∣∣∣∣ < s, kun |x− 2| < r.

1◦ Tutkitaan lauseketta∣∣∣∣f(x) +
23
2

∣∣∣∣ eli

∣∣∣∣1x − 3x2 +
23
2

∣∣∣∣ ;

pyritään estimoimaan lausekkeella|x − 2| · A(x), missä|A(x)| rajoitettua, kun esim.
|x− 2| < 1, eli x ∈ ]1, 3[.
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Kirjoitetaan

| 1x − 3x2 − (1
2 − 12)| = | 1x −

1
2 − 3x2 + 12|

(4-ey) = | 1x −
1
2 |+ | − 3x2 + 3 · 22)|

= |2−x
2x |+ |3(22 − x2)|

= |x− 2| · 1
|2x| + 3|2− x||2 + x|

= |x− 2| ·
[

1
|2x| + 3|2 + x|

]
(x ∈ ]1, 3[) ≤ |x− 2| ·

[
1
2 + 15

]
≤ |x− 2| · 30

2◦ Oletetaanr = s
30 . Jos|x− 2| < r, niin

|x− 2| < s

30
⇒

∣∣∣∣f(x)−
(

1
2
− 12

)∣∣∣∣ < s �

Määritelmä 2.4.31 f on oikealta jatkuva pisteessäa, jos

f(a) = lim
x→a+

f(x).

Samoin,f on vasemmalta jatkuva pisteessäa, jos

f(a) = lim
x→a−

f(x).
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Määritelmä 2.4.32 Olkoon U ⊂ R avoin osajoukko.f on jatkuvaU :ssa, jos se on
jatkuva jokaisessaU :n pisteessä.

Määritelmä 2.4.33 Olkoonf : [a, b] → R annettu. Se on jatkuva välillä[a, b], jos se
on jatkuva kaikissax ∈ ]a, b[ ja lisäksi oikealta jatkuvaa:ssa ja vasemmalta jatkuva
b:ssä.

Edelleen,f on paloittain jatkuva[a, b]:ssä josf on jatkuva k.o. välillä lukuunottamatta
äärellistä määrää pisteitä, joissa sillä on vasemman ja oikeanpuoleiset äärelliset raja-
arvot. Lisäksif :n tulee ollaa:ssa oikealta jatkuva,b:ssä vasemmalta jatkuva.

Esimerkki 2.4.34 Olkoona ∈ R ja

f(x) =
{

x2 + 1, kunx ≤ 1
x + a, kunx > 1

.

Tehtävänä on määrätäa siten, ettäf on jatkuvaR → R.

f(1) = 2
limx→1− f(x) = limx→1− x2 + 1 = 2
limx→1+ f(x) = 1 + a

Valitaana = 1, jolloin

lim
x→1−

f(x) = 2 = lim
x→1+

f(x) = f(1).

Tällä valinnallaf on jatkuva (kokoR:ssä).
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Esimerkki 2.4.35 Olkoona ∈ R. Määritellään

f(x) =
{

x− 1, kunx ≤ a
1− x2, kunx > a

.

Haluamme valita luvuna siten, ettäf on jatkuva (R:ssä). Pätee

f(a) = a− 1
limx→a− f(x) = a− 1
limx→a+ f(x) = 1− a2

.

Näin olenf on jatkuva kuna valitaan siten, että

a− 1 = 1− a2

⇐⇒ a2 + 2− 2 = 0
⇐⇒ a = 1

∨
a = −2.

Lause 2.4.36Josf ja g ovat jatkuvia pisteessäa (avoimessa joukossaU ), niin funktiot
f + g ja f · g ovat jatkuviaa:ssa (U :ssa).

Jos lisäksig on 6= 0 pisteessäa (joukossaU ) niin f
g on jatkuva pisteessäa (joukossa

U ).

Todistus.Lause (2.4.10). �

Seuraus 2.4.37Polynomit ovat jatkuvia.
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Lause 2.4.38Josf on jatkuva jag on epäjatkuva pisteessäa, niin f +g on epäjatkuva.

Todistus.Josf + g olisi jatkuva, niin

g = f + g − f = f + g︸ ︷︷ ︸
jva

+(−f)︸ ︷︷ ︸
jva

on jatkuva, ristiriita. �

Lause 2.4.39Josf on jatkuva ja6= 0 pisteessäa ja g on epäjatkuva, niinfg on epäjat-
kuva.

Todistus.Josfg olisi jatkuva, niin myösg olisi:

g =
g

f
· f =

jva︷︸︸︷
gf

f︸︷︷︸
jva

.

�

Esimerkki 2.4.40 Oletetaan

f(x) =
{

1, x ≥ 3
0, x < 3

, g(x) =
{

x2, x ≥ 3
10, x < 3

.
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Molemmat ovat epäjatkuvia pisteessäx = 3, Mutta

(f + g)(x) =
{

x2 + 1, x ≥ 3
10, x < 3

on jatkuva.

Esimerkki 2.4.41 Oletetaan

f(x) = (x− 2)2, g(x) =
{

32, x > 2
−32, x < 2

,

missäg on epäjatkuva. Muttafg on jatkuva:

lim
x→2+

(x− 2)2 · 32 = 0, lim
x→2−

(x− 2)2 · (−32) = 0.

Lause 2.4.42Oletetaan ettäf ja g ovat jatkuvia pisteessäa. Silloin

x 7→ |f(x)| ja x 7→ max(f(x), g(x))

ovat jatkuvia.

Todistus.Olkoons > 0 annettu,f jatkuvaa:ssa. Voidaan löytäär > 0 siten, että

|f(x)− f(a)| < s

2
, kun |x− 2| < r.
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Osoitetaan, että ∣∣∣∣|f(x)| − |f(a|
∣∣∣∣ < s.

Mutta nyt pätee

∣∣∣∣|f(x)| − |f(a|
∣∣∣∣
4-ey︷︸︸︷
≤ |f(x)− f(a)| < s

2
< s, kun |x− a| < r.

Samoin

max(f, g) =
1
2
(|f − g|+ f + g)

on jatkuva. �

2.5. Trigonometriset funktiot

FunktiotsinR → R ja cosR → R voitaisiin määritellä sarjoilla

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . . =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
. . . =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!

Koska emme vielä ole perehtyneet sarjateoriaan, asiaan palataan Analyysi III:ssa.

Edellä mainituista kaavoista voidaan johtaa seuraavat perusominaisuudet:
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1◦ sin 0 = 0, cos 0 = 1

2◦ sin2 x + cos2 x = 1

3◦ Yhteenlaskukaavat:

• sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

• cos(x + y) = cos x cos y − sinx sin y

4◦ limx→0
sin x

x = 1

Geometrinen tulkinta

Voidaan osoittaa:

sin θ = kehäpisteeny-koordinaatti

cos θ = kehäpisteenx-koordinaatti

kunθ ∈ [0, 2π] on kulma radiaaneissa (katso kuvat (4) ja (5)).

Toinen geometrinen tulkinta: Suorakulmaisessa kolmiossa (katso uva (6))

sin θ =
b

a

cos θ =
c

a
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Kuva 4: Geometrinen tulkinta ympyrässä

Lause 2.5.1Funktiotsin ja cos ovat2π-jaksollisia, eli

sin(x + 2π) = sin x, cos(x + 2π) = cos x.

Lisäksi

• | sin x| ≤ 1, | cos x| ≤ 1 ∀x ∈ R

• sin 0 = 0 = sin π,

0 < sinx, kun0 < x < π

0 > sinx, kunπ < x < 2π



Sisältö:
Reaaliluvut
Reaalimuuttujan
funktiot
Derivaatta
Derivaatan
sovellutuksiaa

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 85 / 158

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Kuva 5: Geometrinen tulkinta ympyrässä

Kuva 6: Geometrinen tulkinta kolmiossa
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• cos π
2 = 0 = cos 3π

2 ,

cos x > 0, kun0 < x < π
2 ja 3π

2 < x < 2π

cos x < 0, kun π
2 < x < 3π

2 .

Nämä voidaan johtaa edellellä mainituista sarjaesityksistä.

Määritelmä 2.5.2 Määritellään seuraavat trigonomiset funktiot:

Tangentti:tanx = sin x
cos x , x 6= π

2 + nπ n ∈ Z

Kotangentti:cot x = cos x
sin x , x 6= nπ n ∈ Z

Sekantti:sec x = 1
cos x , x 6= π

2 + nπ n ∈ Z

Kosekantti:csc x = 1
sin x , x 6= nπ n ∈ Z.

Suorakulmaisessa kolmiossa pätee

tan θ =
b

c

cot θ =
c

b
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Trigonometristen funktioiden ominaisuuksia

Lause 2.5.3Funktiosin on pariton,cos parillinen:

sin(−x) = − sinx, cos(−x) = cos x ∀ x ∈ R.

Todistus.Yhteenlaskukaavoista seuraa

sin 0 = sin(x + (−x)) = sin x cos(−x) + cos x sin(−x) (26)

cos 0 = cos(x + (−x)) = cos x cos(−x)− sinx sin(−x). (27)

Kerrotaan yhtälö (26) sinx cos x:llä:

0 = sin2 x cos(−x) cos x + cos2 x sinx sin(−x). (28)

Kaavasta (27) seuraa

cos x cos(−x) = 1 + sinx sin(−x). (29)

Sijoitetaan tämä (28):een, saadaan

0 = sin2 x(1 + sin x sin(−x)) + cos2 x sinx sin(−x)
= sin2 x(sin2 x + cos2 x︸ ︷︷ ︸

=1

)(sinx sin(−x))

= sin2 x + sinx sin(−x)

.
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Jaetaansinx:llä (kunx 6= nπ), saadaan

0 = sinx + sin(−x) ⇐⇒ sin(−x) = − sinx �

Kaavacos x = cos(−x) seuraa (26):stä sijoittamalla saatusin(−x) = − sinx ja jaka-
mallasinx:llä.

Poikkeusarvotx = nπ jne. hoidetaan "käsityönä". �

Seuraus 2.5.4Funktiottan, cot ja csc ovat parittomia jasec parillinen.

Lause 2.5.5Josx 6= π
2 + nπ, niin

tan(x + π) = tanx.

Josx 6= nπ, niin
cot(x + π) = cotx.

Todistus.

tan(x + π) =
sin(x + π)
cos(x + pi)

=
sinx cos π + cos x

=0︷︸︸︷
sinπ

cos x cos π − sinx sinπ︸︷︷︸
=0

=
sinx

cos x

cos π

cos π
= tan x,

cot(x + π) =
1

tan(x + π)
=

1
tanx

= cot x
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�

Huomaa myös, ettäsinx = cos x, kunx = π
4 . Kaavasta (27) saadaan siten

(sin π
4 )2 + (cos π

4 )2 = 1 = (sin π
4 )2 + (sin π

4 )2 = 2(sin π
4 )2

=⇒ (sin π
4 )2 = 1

2 =⇒ sin π
4 = 1√

2
.

Näin ollen:
cos π

4 = 1√
2
,

tan π
4 = 1 = cot π

4 ,

csc π
4 = sec π

4 =
√

2.

Muita kaavoja trigonometrisille funktioille

• 1 + tan2 x = sec2 x, kunx 6= π
2 + nπ

• 1 + cot2 x = csc2 x, kunx 6= nπ

• cos 2x = cos2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x = 2 cos2 x− 1

• sin 2x = 2 sin x cos x

Todistus.Yhteenlaskukaavoilla. �

Lause 2.5.6Funktiotsin ja cos ovat jatkuvia.
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Todistus.Sini: Kaavat
sin 0 = 0 (30)

ja

lim
x→0

sinx

x
= 1 (31)

pätevät. Olkoons > 0. Tällöin (31):sta seuraa, että

∃ r > 0 siten, että|sinx

x
− 1| < s, kun |x| < r.

Nyt

| sinx| = | sinx− x + x| ≤ | sinx− x|+ |x| = |x|
∣∣∣∣sinx

x
− 1

∣∣∣∣ + |x|. (32)

Yllä nähtiin, että on olemassar′ > 0 siten, että∣∣∣∣sinx

x
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1, kun |x| < r′.

Jos|x| < r′, yhtälöstä (32) seuraa

| sinx| ≤ 2|x|.

Tästä seuraa
lim
x→0

sin x = 0.

Yhtälön (30) ja jatkuvuuden määritelmän nojalla sini on siten jatkuva0:ssa.
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Edelleen,
0 ≤ 1− cos x = 2 sin2 x

2
≤ 2x2, kun |x| < r′

Siis,

0 ≤ 1− cos x ≤ 2x2 =⇒ lim
x→0

(1− cos x) = 0 =⇒ lim
x→0

cos x = 1,

Jacos on jatkuva pisteessä0.

Olkoony ∈ R. Yhteenlaskukaavasta saadaan

sin(y + x) = sin y cos x + cos y sinx
⇒ limx→0 sin(y + x) = limx→0(sin y cos x + cos y sinx)

= sin y( lim
x→0

cos x︸ ︷︷ ︸
=1

) + cos y( lim
x→0

sinx︸ ︷︷ ︸
=0

)

= sin y.

Siis, sinin raja-arvo pisteessäy 0n sin y. Siksi sini on jatkuva pisteessäy. Vastaavasti
todetaan kosinin jatkuvuus. �

Esimerkki 2.5.7 Laske

lim
x→0

1− cos x

x2
. (33)

Ratkaisu. Pätee
cos 2y = 1− 2 sin2 y
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kaikilla y ∈ R. Sijoitetaany = x
2 , saadaan (33)

= lim
x→0

1− (1− 2) sin2 x
2

x2
= lim

x→0

1
2

sin2 x
2

(x
2 )2

=
1
2

lim
x→0

(
sin x

2
x
2

)2

=
1
2
,

koska

lim
x→0

sin x
2

x
2

= 1.

Esimerkki 2.5.8

lim
x→0

1− cos x

sin x
= lim

x→0

1− cos x

x2
· x · x

sin x
= (lim

x→0

1− cos x

x2
)( lim

x→0
x)( lim

x→0

x

sinx
) = 0

Esimerkki 2.5.9

lim
x→0

sin 2x

x
= lim

x→0
2
sin 2x

2x
= 2 lim

y→0

sin y

y
= 2

Esimerkki 2.5.10 Olkoonk ∈ N. Laske

lim
x→0

xk

tanx− sinx
.
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Ratkaisu.

limx→0
xk

tanx− sinx
= limx→0

xk

sin x
cos x − sinx

= lim
x→0

xk

sinx( 1
cos x − 1)

= limx→0
xk

sinx

cos x

1− cos x
= lim

x→0

x

sin x

x2

1− cos x
(cos x)xk−3

= (limx→0
x

sinx
)( lim

x→0

x2

1− cos x
)( lim

x→0
cos x)( lim

x→0
xk−3)

= 1 · 2 · 1 · limx→0 xk−3 =


0, k > 3
2, k = 3
6 ∃, k = 2

+∞, k = 1

Trigonometrisiä funktioita sisältävistä yhtälöistä

Ratkaisemisessa käyteään trigonometristen funktioiden periodisuutta, yhteenlaskukaa-
voja ja kekseliäisyyttä.

Esimerkki 2.5.11 OlkootP ja Q polynomeja. Ratkaise yhtälö

sin(P (x)) = sin(Q(x)).

Ratkaisu. 
P (x) = Q(x) + 2π · k, jollekin k ∈ Z

tai
P (x) = (π −Q(x)) + 2π · k, jollekin k ∈ Z

.
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Yhtälö palautuu siten polynomin0-kohtien etsimiseen.

Esimerkiksi
P (x) = x2 + 1, Q(x) = 5x + π

jolloin yhtälö on
sin(x2 + 1) = sin(5x + π).

Sillä on seuraavat ratkaisut:

i)
x2 + 1 = 5x + π + 2π · k

⇐⇒ x2 − 5x + 1− π − 2π · k = 0

⇐⇒ x = 5±
√

25−4(1−π−2πk)

2 .

Tässä oltavax ∈ R, mikä pätee kun kokonaislukuk toteuttaa

25− 4(1− π − 2πk) ≥ 0 eli k ≥ −21− 4π

8π
,

ii)

x2 + 1 = 5x + π + π − x + 2π · k ⇐⇒ x2 − 4x + 1− 2π(k + 1) = 0

Tämä ratkaistaan samaan tapaan.

Huomautus 2.5.12Josf , g ovat mitä tahansa reaalimuuttujan funktioita, yhtälö

sin(f(x)) = sin(g(x))
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palautuu yhtälöihin

f(x) = g(x) + 2π · k, k ∈ Z ja f(x) = π − g(x) + 2π · k, k ∈ Z.

Esimerkki 2.5.13 Olkootf , g annettuja funktioitaR → R. Yhtälö

cos(f(x)) = cos(g(x))

toteutuu jos ja vain jos

f(x) = g(x) + 2πk, k ∈ Z tai f(x) = −g(x) + 2πk, k ∈ Z.

Samoin
tan(f(x)) = tan(g(x))

⇐⇒
{

f(x) = g(x) + πk, k ∈ Z
f(x) 6= π

2 + kπ 6= g(x) ∀ k ∈ Z.

Samoin
cot(f(x)) = cot(g(x)).

(Harjoitustehtävä.)

Esimerkki 2.5.14 OlkoonP (x) ja Q(x) polynomeja. Ratkaise yhtälö

tanP (x) = cotQ(x).
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Ratkaisu.

tanP (x) = cotQ(x) ⇐⇒ sin P (x)
cos P (x) = cos Q(x)

sin Q(x)

⇐⇒ sinP (x) sinQ(x) = cos Q(x) cos P (x)
⇐⇒ sinP (x) sinQ(x)− cos Q(x) cos P (x) = 0
⇐⇒ cos(P (x) + Q(x)) = 0
⇐⇒ P (x) + Q(x) = π

2 + kπ jollekin k ∈ Z

Tässäx oltava sellainen, ettätanP (x) ja cot Q(x) ovat määriteltyjä.

Esimerkki 2.5.15 Ratkaise

cos x · cos(x + 1) = 1. (34)

Koska| cos x| ≤ 1, (34) toteutuu jos{
cos x = 1

cos(x + 1) = 1
tai

{
cos x = −1

cos(x + 1) = −1

⇐⇒
{

x = 2π · k, k ∈ Z
x + 1 = 2π · n, n ∈ Z

tai

{
x = π + 2π · k, k ∈ Z

x + 1 = π + 2π · n, n ∈ Z

⇐⇒ 1 = 2π(n− k), n, k ∈ Z tai 1 = 2π(n− k)n, k ∈ Z.

Yhtälö1 = 2π(n− k) ei toteudu milläänn, k

π︸︷︷︸
∈R\Q

=
1

2(n− k)︸ ︷︷ ︸
∈Q
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Esimerkki 2.5.16

sinx + cos(2π + x) cos(x + 1)︸ ︷︷ ︸
≤2

= 3

Ei ratkaisua.

2.6. Funktioiden yhdistäminen

Esimerkki 2.6.1 Tarkastellaan funktioita

f : x 7→ sin2 x.

Funktionf voidaan yhdistää funktioista

x 7→ sinx ja y 7→ y2.

Vastaavastix 7→ 2sin
√

x on yhdistetty funktioista

x 7→
√

x, y 7→ sin y ja z 7→ 2z.

Määritelmä 2.6.2 Olkoon A,B, C,⊂ R, ja f : A → B, g : B → C. Määritellään
yhdistetty kuvaus

g ◦ f(x) := g(f(x)).
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Funktioiden yhdistäminen on liitännäistä: OlkootA,B, C, D ⊂ R, f : A → B, g :
B → C, h : C → D. Silloin pätee

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

Näin ollen voidaan merkitä

h ◦ g ◦ f := (h ◦ g) ◦ f.

Harjoitustehtävä 2.6.3 Olkoon f(x) = sin x, g(x) = x2, h(x) =
√
|x|+ 1. Laske

f ◦ (h + k) ja (g + 2k) ◦ f .

Lause 2.6.4Oletetaan ettäf : A → B on jatkuva pisteessäa ∈ A ja g : B → C on
jatkuva pisteessäb := f(a) ∈ B. Tällöin g ◦ f on jatkuva pisteessäa.

Todistus.Olkoons > 0. Halutaan löytää lukur > 0 siten, että

|g ◦ f(x)− g ◦ f(a)| < s, kun |x− a| < r.

Koskag on jatkuvab:ssä, on olemassar′ > 0, jolle

|g(x)− g(b)| < s, kun |x− b| < r′. (35)

Koskaf on jatkuvaa:ssa, on olemassar > 0, jolle

|f(x)− f(a)| = |f(x)− b| < r′, kun |x− a| < r. (36)

Yhteenveto: jos|x− a| < r, niin |f(x)− b| < r′. Silloin (35):sta seuraa

|g(f(x))− g(b)| < s eli |g ◦ f(x)− g ◦ f(a)| < s.

�
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Iteraatioteoriaa

OlkoonA ⊂ R, f : A → A. Merkitään

fn(x) := (f ◦ f ◦ . . . ◦ f)(x) = f(f(f(. . . f(x) . . .)))

f :n n:s iteraatti.

Huomaa, että
f(x)n = f(x)f(x) . . . f(x) 6= fn(x) .

Valitettavasti trigonometrisille funktioillesin2 x = (sinx)2, mikä ei ole sopusoinnussa
edellä mainitun yleisen merkinnän kanssa.

Esimerkki 2.6.5 A = R ja f(x) = x3 + 1.

f2(x) = (x3 + 1)3 + 1 on 9. asteen polynomi
f(x)2 = (x3 + 1)2 on 6. asteen polynomi.

Samoin, jos

g(x) =
1

x2 + 2
,

niin

g2(x) =
1

( 1
x2+2

)2 + 2
=

1
1

x4+4x2+4
+ 2

=
x4 + 4x2 + 4
9 + 2x4 + 8x2

.

Tarkastellaan yhtälöä
x = f(x), (37)
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missäx ∈ R, f : R → R. Jos tiedetään, että on olemassa suljettu väli

B ⊂ R (B = [a, b] , |a|, |b| < ∞)

siten, ettäf(B) ⊂ B (eli f(x) ∈ B∀x ∈ B) ja on olemassa0 < c < 1 siten, että

|f ′(x)| < c ∀x ∈ B

niin luku
y = lim

n→∞
fn(x0) (38)

(missäx0 ∈ B voidaan valita mielivaltaisesti) on yhtälön (37) ratkaisu. Ratkaisu (38)
on yksikäsitteinen välilläB.

Tämä tulos on erikoistapaus Boanachin kiintopistelauseesta.

Esimerkki 2.6.6 Yhtälö
1
2
· cos x + x = 0

voidaan kirjoittaa muodossax = −1
2 cos x. Siis,

f(x) = −1
2

cos x.

OtetaanB = [−1, 1] ⇒ f(B) ⊂ B ja

f ′(x) = −1
2

sinx ⇒ |f ′(x)| ≤ 1
2
∀x ∈ B.

Yhtälölle on siis yksikäsitteinen ratkaisu välillä[−1, 1].
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Esimerkki 2.6.7 Yhtälön
x8 + sinx− 4x = 0

ratkaisu onx = 1
4(x8 + sinx).

f ′(x) = 2x7 +
1
4

cos x.

ValitaanB =
[
−1

2 , 1
2

]
. Josx ∈ B, niin

|f ′(x)| ≤ 2 · 1
16 + 1

4 < 1
2

|f(x)| ≤ 1
4 · (

1
2)8 + 1

4 < 1
2 , jostaf(x) ∈ B.

Tässä tapauksessa ratkaisu onx = 0. Muita ratkaisuja ei ole välillä
[
−1

2 , 1
2

]
.

2.7. Käänteisfunktio

Lause 2.7.1 (Bolzanon lause). Olkoonf jatkuva suljetulla välillä[a, b]. Funktiof saa
jokaisen arvon joka on arvojenf(a) ja f(b) välillä. Erityisesti josf(a) < 0 ja f(b) > 0,
niin on olemassay ∈ [a, b] jolle f(y) = 0.

Tulosta voidaan käyttää yhtälöjen likimääräiseen ratkaisemiseen.

Esimerkki 2.7.2 Yhtälö
P (x) = 0, (39)
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missä
P (x) = x4 − 4x3 + 5x− 1,

pätee
P (0) = −1, P (1) = 1.

Siis (39):llä on ratkaisu välillä]0, 1[. Edelleen

P (1
2) = 17

16 ⇒ ratkaisu∈
]
0, 1

2

[
P (1

4) = 49
256 ⇒ ratkaisu∈

]
0, 1

4

[
P (1

8) = −1567
1098 ⇒ ratkaisu∈

]
1
8 , 1

4

[
jne..

Määritelmä 2.7.3 OlkoonA,B ⊂ R ja f : A → B bijektio. Silloin vastaa jokaista
y ∈ B täsmälleen yksix ∈ A siten, ettäf(x) = y. Näin tulee määritellyksi funktio
g : B → A, f :n käänteisfunktio. Se toteuttaa:

g ◦ f(x) = x ∀x ∈ A
f ◦ g(x) = x ∀x ∈ B.

Yleensä merkitääng =: f−1.

Esimerkki 2.7.4 Olkoonf(x) = 2x + 1. Tämä on bijektioR → R. Käänteisfunktion
lauseke löydetään ratkaisemalla yhtälöstä

2x + 1 = y (40)
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x luvuny:n funktiona:

(40) ⇐⇒ 2x = y − 1 ⇐⇒ x =
y − 1

2
.

Siisf−1(y) = y−1
2 .

Lause 2.7.5Oletetaan, että funktiof toteuttaa:

1◦ f on jatkuva välillä4, missä4 on jokin seuraavista:]a, b[, ]a, b], [a, b], [a, b[,
]−∞, a[, ]−∞, a], [a,∞[, ]a,∞[.

2◦ f on aidosti kasvava, elif(x) > f(y), kunx > y, x, y ∈ 4.

Silloin joukko 4′ := f(4) := {y
∣∣∣ y = f(x) jollekin x ∈ 4} on jotain edellä

mainittua tyyppiä,f :llä on käänteiskuvausf−1 : 4′ →4, ja f−1 on jatkuva ja aidosti
kasvava.

Huomautus 2.7.6 Josf on aidosti vähenevä (f(x) < f(y) kun x > y), niin sama
pätee, muttaf−1 on aidosti vähenevä.

Huomautus 2.7.7 Josf(x) = x2,4 = ]0,∞[ niin f on aidosti kasvava.f−1(x) 6= 1
x2

vaanf−1(x) =
√

x.

Tarkastellaan potenssifunktiotaf(x) = xn, missän ∈ N. Kun n = 1, käänteisfunk-
tiolle päteef−1(x) = x = f(x).
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Olkoon n ≥ 2. Tarkastellaan tapausta4 = [0,∞[. Potenssiinkorotuksen laskusään-
nöistä seuraa, ettäxn > yn Josx > y ≥ 0.

Lauseesta (2.7.5) seuraa, ettäf :llä on olemassa käänteisfunktio, jota merkitäänf−1(x) =
n
√

x. Koska
lim

x→∞
xn = ∞,

päteef(4) = [0,∞[ =: 4′ ja n
√

x on siten määritelty∀x ∈ [0,∞[.

Jos lisäksin on pariton, silloinf on aidosti kasvava myös joukossa]−∞, 0]. Lisäksi

lim
x→−∞

xn = −∞.

Jos nyt merkitään4 = ]−∞,∞[ = R, niin 4′ := f(4) = R. Merkitään edelleen
käänteisfunktiotan

√
x; kunn on pariton tämä on siis määritelty kaikillax ∈ R.

3. Derivaatta

Derivaatta

Tarkastellaan funktiotaf(x) = x3. Sen kuvaaja kulkee pisteiden(1, 1) ja (1 + h, (1 +
h)3) kautta. Niiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

f(1 + h)− f(1)
(1 + h)− 1

=
(1 + h)3 − 1

h
.

Tätä lauseketta sanotaan myösf :n erotusosamääräksi pisteessä1.



Sisältö:
Reaaliluvut
Reaalimuuttujan
funktiot
Derivaatta
Derivaatan
sovellutuksiaa

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 105 / 158

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Tutkimme lausekkeen raja-arvoa, kunh lähestyy nollaa. Kirjoitetaan

limh→0
(1 + h)3 − 1

h
= limh→0

1 + 3h + 3h2 + h3 − 1
h

= limh→0
3h + 3h2 + h3

h
= limh→0(3 + 3h + h2) = 3.

Luku 3 on tangentin kulmakerroin pisteessä1.

Määritelmä 3.0.8 Olkoonx ∈ R ja f funktio joka on määriteltyx:n jossakin ympä-
ristössä. Jos lausekkeella

f(x + h)− f(x)
h

on raja-arvo, kunh lähestyy nollaa, tätä raja-arvoa sanotaanf :n derivaataksi pisteessä
x.

Merkitään

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h)− f(x)
h

.

Sanotaan myös että tällöinf on derivoituva pisteessäx.

Josf on derivoituva välin∆ jokaisessa pisteessä, vastaa jokaistax ∈ ∆ luku f ′(x).
Näin määritelty kuvausf ′ : ∆ → R onf :n derivaatta.

Esimerkki 3.0.9 Laske funktionf(x) = x4 derivaatta.
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Ratkaisu.

limh→0
f(x + h)− f(x)

h
= limh→0

(x + h)4 − x4

h

= limh→0
x4 + 4x3h + 6x2h2 + 4xh3 + h4 − x4

h
= limh→0(4x3 + 6x2h + 4xh2 + h3) = 4x3

Esimerkki 3.0.10 Onko funktio

f(x) = |x− 1|+ π

derivoituva?

Ratkaisu. Oletetaan ettäx < 1. Tällöin

f(x) = 1− x + π

ja

limh→0
f(x + h)− f(x)

h
= limh→0

1− (x + h) + π − (1− x + π)
h

= limh→0
−h

h
= −1,

jotenf on derivoituva kunx < 1.

Oletetaan ettäx > 1. Tällöin
f(x) = x− 1 + π
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ja

lim
h→0

f(x + h)− f(x)
h

= 1,

jotenf on derivoituva kunx > 1.

Tapausx = 1. Erotusosamäärä pisteessä1 on

f(1 + h)− f(1)
h

=
|1 + h− 1|+ π − π

h
=
|h|
h

.

Tämän vasemmanpuoleinen raja-arvo on−1 ja oikeanpuoleinen raja-arvo on1. Raja-
arvoa ei siis ole olemassa, jotenf ei ole derivoituva pisteessä1.

Lause 3.0.11Funktiollaf on pisteessäx derivaattaa, josf :n lisäys voidaan kirjoittaa
seuraavasti: Kunh kuuluu johonkin nollan ympäristöön, pätee

f(x + h)− f(x) = ah + hg(h), (41)

missäa on vakio jag on funktio joka on määritelty0:n jossain ympäristössä,g on
jatkuva0:ssa jag(0) = 0.

Todistus.a) Oletetaan ettäf ′(x) = a. Määritellään

g(h) =
{

f(x+h)−f(x)
h − a, josh 6= 0

0, josh = 0.

Koskaf on derivoituva, pätee

lim
h→0

f(x + h)− f(x)
h

= a ⇒ lim
h→0

g(h) = 0
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Kuva 7: Auton sijainti

Tästä seuraa, ettäg on jatkuva0:ssa (g:n raja-arvo0:ssa on sama kuing:n arvo0:ssa.)

Näin olleng toteuttaa vaaditut ehdot. Edelleen, kehitelmä (41) toteutuug:n määritelmän
perusteella.

b) Oletetaan että (41) pätee. Tällöin

f(x + h)− f(x)
h

= a + g(h).

Siis,

lim
h→0

f(x + h)− f(x)
h

= lim
h→0

(a + g(h)) = a + lim
h→0

g(h).

Näin ollenf :n derivaatta pisteessäx ona. �

Termiäa sanotaanf :n differentiaaliksi pisteessäx, merkitäändf .

Esimerkki 3.0.12 Olkoon s(t) auton sijainti (metreissä) hetkellät (sekunteja, katso
kuva7).

Tällöin s on reaalimuuttujant funktio, esimerkiksis(t) = 30t. Auton keskinopeus on
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määritelmän mukaan ajettu matka jaettuna siihen käytetyllä ajalla. Keskinopeus esimer-
kiksi aikanat ∈ [1000, 2000] on siten

s(2000)− s(1000)
2000− 1000

= 30 (metriä sekunnissa).

Josh > 0, keskinopeus aikanat ∈ [1000, 1000 + h] on

s(1000 + h)− s(1000)
1000 + h− 1000

=
30(1000 + h)− 30 · 1000)

h
= 30.

Hetkellinen nopeus, "nopeusmittarin näyttö", hetkellät = 1000 on

lim
h→0

s(1000 + h)− s(1000)
1000 + h− 1000

= lim
h→0

s(1000 + h)− s(1000)
h

= s′(1000) = 30.

Otetaan toinen esimerkki. Oletetaan, että auton sijainti hetkellät saadaan funktiosta

s(t) =


30t + sinπt, t < 7000
30 · 7000, 7000 < t < 8000
25t + sinπt, t > 8000.

Nyt keskinopeus aikanat ∈ [1000, 2000] on

s(2000)− s(1000)
1000

=
60000 + sinπ2000 + (30000 + sinπ1000)

1000
= 30

ja aikanat ∈ [1000, 1000 + h]

s(1000 + h)− s(1000)
h

.
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Hetkellinen nopeus hetkellät = 1000 on nyt

lim
h→0

s(1000 + h)− s(1000)
h

= s′(1000) = 30 + π cos 1000π = 30 + π ∼= 33, 1.

Lause 3.0.13Jos funktiollaf on derivaatta pisteessäx, niin f on jatkuva pisteessäx.

Lause 3.0.14Vakiofunktion derivaatta on0 kaikilla x ∈ R. Funktion

x 7→ xn, n ∈ N

derivaatta onnxn−1.

Todistus.Todistetaan induktiolla.

1◦ n = 1. Olkoonx, h ∈ R,
(x + h)− x = h.

Lauseessa (3.0.11) otetaana = 1 ja g(h) = 0, joten derivaatta on vakio1. (Voidaan
helposti todistaa myös erotusosamäärän raja-arvon avulla.)

2◦ Oletetaan, että väite on todistettu funktiollexn, siis

Dxn = nxn−1. (42)

On osoitettava, että väite pätee myös funktiollexn+1. Kohdasta (42) seuraa että on
olemassag joka toteuttaa lauseen (3.0.11) oletukset siten, että

(x + h)n − xn = nxn−1︸ ︷︷ ︸
a

h + hg(h).
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Kirjoitetaan

(x + h)n+1 − xn+1 = (x + h)(x + h)n − xn+1

= (x + h)(nxn−1h + xn + hg(h))− xn+1

= (n + 1)xnh + h((x + h)g(h) + nxn−1h)
= (n + 1)xnh + hg̃(h),

missä on merkittỹg(h) = (x + h)g(h) + nxn−1h. Tässä

lim
h→0

g̃(h) = 0,

yllä olevasta kaavasta nähdään, että derivaatta on(n + 1)xn. Joteng̃ toteuttaa lauseen
(3.0.11) vaatimukset. �

Lause 3.0.15Josf :llä on derivaattaf ′(x) pisteessäx ja C ∈ R, niin funktiollaCf on
derivaattaCf ′(x) pisteessäx. Samoin, josg:llä on derivaattag′(x), niin

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

Tästä ilmiöstä käytetään nimitystä, että derivaatta on lineaarinen operaattori ja derivoin-
ti on lineaarinen laskutoimitus.

Lause 3.0.16Olkoonf ja g kuten lauseessa (3.0.15). Tällöin funktiollafg on derivaat-
ta

f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)
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pisteessäx. Jos lisäksig(x) 6= 0, niin

D
1

g(x)
= − g′(x)

g(x)2
ja

D
f(x)
g(x)

=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g(x)2

Todistetaan tässä vain tulon derivointikaava. Olkoonh ∈ R riittävän pieni. Merkitään

∆f = f(x + h)− f(x)
∆g = g(x + h)− g(x).

Kirjoitetaan tulofunktionfg erotusosamäärä

f(x + h)g(x + h)− f(x)g(x)
h

=
(∆f + f(x))(∆g + g(x))− f(x)g(x)

h

=
∆f∆g + ∆f · g(x) + f(x)∆g + f(x)g(x)− f(x)g(x)

h

=
∆f

h
·∆g +

∆f

h
· g(x) + f(x)

∆g

h
−→ 0 + f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

kunh → 0.

Derivaatalle on käytössä monia eri merkintöjä, esimerkiksi

f ′(x) = Df(x) = (Df)(x) = (Df(z))z=x =
df

d
=

df(x)
dx

.
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3.1. Trigonometristen funktioiden derivaatat

Lause 3.1.1Koko R:ssä pätee

D sinx = cos x
D cos x = − sinx.

Todistus.Muodostetaan erotusosamäärä

sin(x + h)− sin(x)
h

=
sinx cos h + sinh cos x− sinx

h

=
sinh

h
cos x + sinx

cos h− 1
h

−→ 1 · cos x + sinx · 0 = cos x

kunh → 0. Samoin

cos(x + h)− cos(x)
h

=
cos x cos h− sinx sinh− cos x

h

= cos x
cos h− 1

h
− sinx

sin h

h
−→ − sinx

kunh → 0. �

Näistä seuraa soveltamalla lausetta (3.0.16).

D tanx = 1 + tan2 x
D cot x = −(1 + cot2 x)
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Lause 3.1.2Olkoon f määritelty pisteenx eräässä ympäristössäB(x, h) (h > 0) ja
oletetaan, ettäf on derivoituva pisteessäx. Olkoon g määritelty pisteeny := f(x)
ympäristössäB(y, s) (s > 0) ja oletetaan ettäg on derivoituva pisteessäy. Silloin
yhdistetty funktiog ◦ f on derivoituva pisteessäx ja

D(g ◦ f)(x) = g′(f(x)) · f ′(x).

Todistuksen idea:

• Käytetään lausetta (3.0.11) g:lle.

• Muodostetaan erotusosamääräg ◦ f ja käytetään yhtälöä (41).

Esimerkki 3.1.3 Derivoi funktio sin(x2). Tämä on yhdistetty funktioista

g : x 7→ sinx, ja f : x 7→ x2.

Siis,
sin(x2) = g ◦ f(x).

Lauseen (3.1.2) mukaan pätee

D sin(x2) = g′(g(x)) · f ′(x) = cos(f(x)) · 2x = cos(x2) · 2x = 2x cos(x2).

Esimerkki 3.1.4 Derivoi

ex3−cos x =: exp(x3 − cos x).
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Tämä on yhdistetty funktioista

g : x 7→ exp(x) ja f : x 7→ x3 − cos x,

eli exp(x3 − cos x) = g ◦ f(x). Siis

D exp(x3 − cos x) = g′(f(x)) · f ′(x) = exp(f(x)) · (3x2 + sinx)
= (3x2 + sinx)ex3−cos x.

Huomautus 3.1.5 Oletetaan että on annettu funktiotf1, . . . , fn. Oletetaan että

f1 on määritelty pisteenx ympäristössä ja derivoituva pisteessäx.

f2 on määritelty pisteenf1(x) ympäristössä ja derivoituva siinä, jne...

Silloin n:n yhdistetyn funktion derivointikaava on

D
(
fn ◦ fn−1 ◦ . . . ◦ f1

)
(x)

= f ′n

(
fn−1 ◦ . . . ◦ f1(x)

)
· f ′n−1

(
fn−2 ◦ . . . ◦ f1(x)

)
. . . f ′2

(
f1(x)

)
f ′1(x)

Käytännössä tapausn = 2 eli lause (3.1.2) riittää. Esimerkkinä tarkastellaan funktioita
f, g, h ja yhdistettyä funktiotah ◦ g ◦ f pisteessäx. Tällöin

D
(
h ◦ g ◦ f

)
(x) = D

(
h ◦G

)
(x),

missäG(x) := g ◦f(x). Soveltamalla lausetta (3.1.2) kaksi kertaa saadaan derivaataksi

h′(G(x)) ·G′(x) = h′(g(f(x))) · g′(f(x)) · f ′(x).
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Esimerkki 3.1.6 Derivoi

cos(ex+sin x) = cos(exp(x + sinx)).

Määritellään
h(x) = cos(x)
g(x) = exp(x)
f(x) = x + sin(x).

Silloin
cos(ex+sin x) = h ◦ g ◦ f(x).

Derivaatta on

− sin(exp(x+sinx))·exp(x+sinx)·(1+cos x) = (1+cos x)ex+sin x·(− sin(ex+sin x)).

Esimerkki 3.1.7 Katso kuva (8).

W (t) = autonP sijainti hetkellät

W (t0) = 1km, dW
dt (t0) = −80 km/h

Z(t) = autonL sijainti hetkellät

Z(t0) = 1, 5km

f(t) = autojenP ja L välinen etäisyys hetkellät.
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Kuva 8: AutotP ja L
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Oletetaan että
df

dt
(t0) = 60km/h.

Mitä on
dZ

dt
(t0)?

Ratkaisu. Pythagoraan lauseen mukaan

f(t)2 = W (t)2 + Z(t)2 ⇒ f(t) =
√

W (t)2 + Z(t)2.

Derivoidaan reaalimuuttujant suhteen:

f ′(t) = 1
2

1

(W (t)2+Z(t)2)
1
2
· d

dt(W (t)2 + Z(t)2)

= 1
2

1√
W (t)2+Z(t)2

· (2W (t)W ′(t) + 2Z(t)Z ′(t))

= 1√
W (t)2+Z(t)2

· (W (t)W ′(t) + Z(t)Z ′(t)).

Näin ollen

f ′ ·
√

W 2 + Z2 = W ·W ′ + Z · Z ′ ⇐⇒ Z ′ =
f ′ ·

√
W 2 + Z2 −W ·W ′

Z
.

Sijoitetaan tunnetut arvot ajanhetkellät0:

dZ

dt
(t0) =

60 ·
√

1, 52 + 12 + 80 · 1
1, 5

km
h
∼= 125km/h.
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3.2. Käänteisfunktion derivaatta

Lause 3.2.1Oletetaan, että funktiof toteuttaa

1◦ Funktiof on määritelty pisteenx ympäristössäB(x, r), r > 0.

2◦ Funktiollaf on käänteisfunktiof−1, joka on määritelty pisteeny := f(x) ym-
päristössäB(y, s), s > 0. Oletetaan, ettäf−1 on jatkuva pisteessäy.

3◦ Funktiollaf on derivaattaf ′(x) pisteessäx ja f ′(x) 6= 0.

Silloin funktiolla f−1 on pisteessäy derivaatta, jolle pätee

D
(
f−1

)
(y) =

1
f ′(f−1(y))

=
1

f ′(f−1(y))
.

Todistus.Sovelletaan lausetta3.0.11funktioonf

f(x + h)− f(x) = f ′(x)h + h · u(h),

missäu on0:n jossain ympäristössä määritelty kuvaus,{
u(0) = 0

limh→0 u(h) = 0.

Erotusosamääräf−1:lle pisteessäy on

f−1(y + k)− f−1(y)
k

, (43)
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Missäk kuuluu johonkin ympäristöönB(y, s); koskaf−1 on jatkuva pisteessäy, voi-
daans valita niin pieneksi, ettäf−1(y + k) ∈ B(x, r). Valitaanh siten, että

x + h = f−1(y + k).

Tällöin
f(x + h)− f(x) = f(f−1(y + k))− y = y + k − y = k,

ja (43) saa muodon

x + h− x

f(x + h)− f(x)

=
h

f(x + h)− f(x)
=

h

f ′(x)h− h · u(h)

=
h

f ′(x) + u(h)
−→ 1

f ′(x)

kunh, k → 0. �

Lause 3.2.2Olkoonn ∈ N. Funktio

x 7→ n
√

x = x
1
n

on derivoitava, kunx > 0 ja

D n
√

x =
1

n
(

n
√

x
)n−1 =

1
n

x
1
n
−1.
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Todistus.Merkitään
f(x) = n

√
x, x > 0.

Tällöin f on funktiong(x) = xn käänteisfunktio ja

g′(x) = nxn−1.

Lauseesta (3.2.1) seuraa, että

f ′(x) =
1

g(f ′(x))
=

1
n(f(x))n−1

=
1

n(x1/n)n−1
=

1
n
· 1
x1−1/n

=
1
n

x1/n−1.

�

Seuraus 3.2.3Kaikille rationaalisille eksponenteilleq pätee

Dxq =
1
q
xq−1, x > 0.

Todistus.Oletetaan, ettäq = m
n , n ∈ N ja m ∈ Z. Nyt

Dxq = Dx
m
n = D(x

1
n )m = m(x

1
n )m−1 ·Dx

1
n

= m · x
m−1

n · 1
n · x

1
n
−1

= m
n · x

m
n
− 1

n
+ 1

n
−1 = m

n x
m
n
−1 = qxq−1

�
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Esimerkki 3.2.4 Tarkastellaan funktiota

f(x) = x2 − 4x + 3 = (x− 2)2 − 1.

Tämä on aidosti kasvava, kunx > 2,

f([2,∞[) = [−1,∞[ .

Funktiollaf
∣∣∣
[2,∞[

on käänteisfunktio

g : [−1,∞[ → [2,∞[ .

Yksinkertaisella laskulla saadaan suoraan

g(y) = 2 +
√

y + 1 ⇒ g′(y) =
1
2
(y + 1)−1/2 =

1
2
√

y + 1
.

Käänteisfunktion derivointikaavan avulla saadaan

f ′(x) = 2x− 4 = 2(x− 2)
g′(x) = 1

f ′(g(y)) = 1
2(g(y)−2) = 1

2
√

y+1
.

Vastaavasti käsitelläänf
∣∣∣
]−∞,2]

:

(
f
∣∣∣
]−∞,2]

)−1
(y) = 2−

√
y + 1 = h(y), y ∈ [−1,∞[

h′(y) = −1
2
√

y+1
.
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Esimerkki 3.2.5 Olkoon

f(x) =
√

2x− 1, x ≥ 1
2
.

Tämä on aidosti kasvava, ja sillä on käänteisfunktio:

y =
√

2x− 1
⇐⇒ y2 = 2x− 1
⇐⇒ x = 1

2y2 + 1
2 = g(y)

Laskef :n derivaatta

a) yhdistetyn funktion derivointisäännön avulla

b) käänteisfunktion derivointisäännön avulla.

Ratkaisu.
a) f ′(x) = 1

2(2x− 1)−
1
2 · 2 = 1√

2x−1

b) f ′(x) = 1
g′(f(x)) = 1

f(x) = 1√
2x−1

.

Määritelmä 3.2.6 Oletetaan, ettäf on funktio, joka on määritelty pisteenx ympäris-
tössä. Jos erotusosamäärällä

f(x + h)− f(x)
h

on oikean- / vasemmanpuoleinen raja-arvo, siitä sanotaanf :n oikean- / vasemmanpuo-
leiseksi derivaataksi pisteessäx.
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Esimerkki 3.2.7 Laske funktion

f(x) = π|x− 3|+ 2

oikean- ja vasemmanpuoleiset derivaatat pisteessä3.

Ratkaisu.

lim
h→0+

f(3 + h)f(3)
h

=
π|3 + h− 3|+ 2− (π|3− 3|+ 2

h
=

π|h|
h

=
πh

h
= π,

koskah > 0. Vastaavasti

lim
h→0−

f(3 + h)f(3)
h

= π
|h|
h

= π
−h

h
= −π.

4. Derivaatan sovellutuksia

Derivaatan sovellutuksia

Lause 4.0.8Oletetaan, että funktiollaf on derivaatta pisteessäa ∈ R.

a) Josf ′(a) > 0, niin on olemassar > 0 siten, että

(1) f(x) < f(a) kuna− r < x < a ja

(2) f(x) > f(a) kuna < x < a + r.
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b) Josf ′(a) < 0, on olemassar > 0 siten, että

(1) f(x) > f(a) kuna− r < x < a ja

(2) f(x) < f(a) kuna < x < a + r.

Todistus.Todistetaan kohta a). Koska

f ′(a) = lim
h→0

f(a + h)− f(a)
h

= lim
y→a

f(y)− f(a)
y − a

(44)

on suurempi kuin0, on olemassar siten, että

f(y)− f(a)
y − a

> 0,

kun0 < |y − a| < r. Tästä seuraa

(1), josa− r < y < a

(2), josa < y < a + r.

�

Lause 4.0.9Oletetaan, että funktiof on määritelty välillä∆, ja f saa suurimman (tai
pienimmän) arvonsa pisteessäa. Oletetaan edelleen, että on olemassaf ′(a). Silloin

f ′(a) = 0. (45)
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Kuva 9: Funktionf kulku

Siis (45) on välttämätön ehto sille, että pisteessäa onf :n suurin arvo, mutta ehto ei ole
riittävä. Esimerkiksi

f(x) = (x− 4)3

f ′(x) = 3(x− 4)2

f ′(4) = 0

muttaf ei saa suurinta arvoaan (edes lokaalista) pisteessä4 (katso kuva9). (Funktion
suurin ja pienin arvo on määritelty määritelmässä4.1.1).)

Lause 4.0.10(Rollen lause) Oletetaan, että

1. funktio f on jatkuva suljetulla välillä[a, b]
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2. f on derivoituva välillä]a, b[

3. f(a) = f(b) = 0.

Silloin on olemassat ∈ ]a, b[, jossaf ′(t) = 0.

Esimerkki 4.0.11 Sovellutuksena Rollen lauseelle todistetaan seuraava tulos. Josp >
0, niin yhtälöllä

f(x) = x4 + px2 + qx + r = 0 (p, q, r ∈ R)

on enintään2 reaalista ratkaisua.

Todistus.Funktio
f ′(x) = 4x3 + 2px + q

on aidosti kasvava, koska se on summa kahdesta aidosti kasvavasta funktiosta ja va-
kiosta. Tästä seuraa, että on olemassa enintään1 pisteb ∈ R siten, ettäf ′(b) = 0.
Oletetaan, että funktiollaf on 3 nollakohtaax1, x2, x3, missäx1 < x2 < x3 . Rol-
len lauseesta (4.0.10) seuraa, että on olemassay1 ∈ ]x1, x2[ ja y2 ∈ ]x2, x3[ siten, että
f ′(yj) = 0, missäj = 1, 2. Ristiriita! �

Lause 4.0.12(Väliarvolause) Oletetaan, että

1. funktio f on jatkuva välillä[a, b] ja

2. f on derivoituva välillä]a, b[.
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Silloin on olemassa pistet ∈ ]a, b[ siten, että

f ′(t) =
f(b)− f(a)

b− a

eli
f(b)− f(a) = f ′(t)(b− a).

Todistus.Määritellään

F (x) := f(x)− f(a)− f(b)− f(a)
b− a

· (x− a).

FunktioF toteuttaa Rollen lauseen (4.0.10) ehdot, koska

F (b) = f(b)− f(a)− f(b)−f(a)
b−a (b− a)

= f(b)− f(a)−
(
f(b)− f(a)

)
= 0,

samoinF (a) = 0. Rollen lauseesta seuraa, että on olemassat ∈ R siten, ettäF ′(t) = 0.
Näin ollen

0 = F ′(t) = f ′(t)− f(b)− f(a)
b− a

.

�

Lause 4.0.13(Integraalilaskennan peruslause) Oletetaan, että

1. funktio f on jatkuva välillä[a, b],
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2. f on derivoituva välillä]a, b[ ja

3. f ′(x) = 0 kaikilla x ∈ ]a, b[.

Silloin f on vakio välillä[a, b].

Todistus.Olkoonx ∈ ]a, b]. Sovelletaan väliarvolausetta (4.0.12) välillä [a, x]:

f(x)− f(a) = f ′(t)(x− a),

missät ∈ ]a, x[. Saadaan

f ′(t) = 0 ⇒ f(x)− f(a) = 0 ⇒ f(x) = f(a).

�

Lause 4.0.14Oletetaan, että funktiof

1. on jatkuva välillä[a, b] ja f(a) = A,

2. on derivoituva välillä]a, b[ ja

3. f ′(x) ≤ M kaikille x ∈ ]a, b[.

Tällöin
f(b) ≤ A + M(b− a).

Yhtäsuuruus pätee vain funktiolle

g(x) := A + M(x− a).



Sisältö:
Reaaliluvut
Reaalimuuttujan
funktiot
Derivaatta
Derivaatan
sovellutuksiaa

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 130 / 158

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Todistus.Olkoonx ∈ ]a, b]. Väliarvolauseesta (4.0.12) seuraa, että on olemassat siten,
että

f(x)− f(a) = f ′(t)(x− a).

Kohdasta 3. seuraa, että

f(x)− f(a) ≤ M(x− a)
⇐⇒ f(x) ≤ f(a) + M(x− a) = A + M(x− a).

(46)

Sijoitetaan tähänx = b, saadaan haluttu epäyhtälö.

Oletetaan, ettäf(x) ei ole sama kuing(x). Halutaan näyttää, että

f(b) < A + M(b− a).

Kaavan (46) nojalla aina pätee

f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ ]a, b] .

Koskaf 6= g niin on olemassa

x0 ∈ ]a, b] , jolle f(x0) < g(x0).

Käytetään jo todistettua lauseen alkuosaa välillä[x0, b]:

f(b) ≤ f(x0) + M(b− x0) < g(x0) + M(b− x0) = A + M(x0 − a) + M(b− x0)
= A + M(b− a).

äin ollen
f(b) < A + M(b− a).
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�

Samantapaisella tarkastelulla saadaan väliarvolauseesta myös seuraava tulos.

Lause 4.0.15Oletetaan, että funktiof

1. on derivoituva pisteena ympäristössäB(a, h), missäh > 0, ja

2. |f ′(x)| ≤ M ∀x ∈ B(a, h).

Silloin
|f(x)− f(a)| ≤ M |x− a|

kaikille x ∈ B(a, h).

Esimerkki 4.0.16 Mittauksessa on kulmanϕ suuruudeksi saatu44.1◦ ja tiedetään, että
mittausvirhe on enintään0.1◦. Kuinka suuren virheen tämä voi enintään aiheuttaa, kun
lasketaan funktiontanϕ arvo?

Ratkaisu. Merkitään

ϕ =kulman tarkka arvo

ϕ̃ =kulman likiarvo (= 44.1◦).

Todetaanϕ ∈ [44.0◦, 44.2◦] . Sovelletaan lausetta (4.0.15), kun

f(x) = tanx.
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Pätee
D tanx = 1 + tan2 x

ja tan on kasvava välillä[0◦, 45◦], joten

D tanx = 1 + tan2 x ≤ 1 + tan(
π

4
) = 2.

Mutta toisaalta
1 + tan2 x > 0,

joten
|D tanx| ≤ 2,

kunx ∈ [44.0◦, 44.2◦]. Valitaan lauseessa (4.0.15) a = ϕ̃, jolloin

ϕ ∈ B(ϕ̃, 0.1◦) = ]44.0◦, 44.2◦[ ,

ja tästä seuraa

| tanϕ− tan ϕ̃| ≤ 2 · 0.1◦ · π

180◦
< 4 · 10−3.

Vastaus: Virhe on enintään4 · 10−3.

Lause 4.0.17Ilman todistusta mainitsemme myös seuraavan: Oletetaan, että funktiof

1. on jatkuva (rajoitetulla tai rajoittamattomalla) välillä∆ ja

2. f ′ on olemassa ja on≥ 0 kaikissa∆:n sisäpisteissä.
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Silloin f on kasvava välillä∆. Lisäksi, jos yhtälöf ′(x) = 0 ei ole voimassa millään
∆:n osavälillä, niinf on aidosti kasvava välillä∆.

Vastaava tulos pätee tietenkin myös väheneville funktioille olettaen, että derivaatta on
negatiivinen.

Esimerkki 4.0.18 Tarkastellaan funktiotaf(x) = x3 välillä ∆ = R. Tämä on aidosti
kasvava kokoR:ssä. Funktion derivaatallaf ′(x) = 3x2 on yksi nollakohta, piste0.
Derivaatta ei kuitenkaan ole0 milläänR:n osavälillä

f ′(x) > 0, kunx ∈ ]−∞, 0[ , ]0,∞[ .

Esimerkki 4.0.19 Olkoon

f(x) =
1 + sin x

1− cos x
, x ∈

]
0,

π

2

[
.

Näytä, ettäf on pienenevä.

Ratkaisu.

f ′(x) =
(1− cos x) cos x− (1 + sin x) sinx

(1− cos x)2
=

(
<0︷ ︸︸ ︷

cos x− 1)−
>0︷︸︸︷

sinx

(1− cos x)2
< 0

kaikilla tarkasteluvälin pisteillä.
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4.1. Funktion ääriarvot

Määritelmä 4.1.1 Olkoon funktiof määritelty välillä∆. Jos on olemassax1 ∈ ∆
siten, ettäf(x) ≤ f(x1) kaikilla x ∈ ∆, niin f(x1) onf :n suurin arvo välillä∆.

Vastaavastif(x1) onf :n pienin arvo josf(x) ≥ f(x1) kaikilla x ∈ ∆.

Esimerkki 4.1.2 Funktionf(x) = x3 suurin arvo välillä∆ = [0, 1] onf(1) = 1.

Esimerkki 4.1.3 Funktiollaf(x) = x3 ei ole suurinta arvoa välillä∆ = [5,∞[. (Mi-
käänx1 ei toteuta esitettyä vaatimusta: Jos otamme jonkun pisteenx1, aina löytyy pis-
teitäx jossaf(x) > f(x1).)

Esimerkki 4.1.4 Funktiolla f(x) = x3 ei ole suurinta arvoa myöskään välillä∆ =
[0, 1[. Josx1 ∈ [0, 1[, niin on olemassa lukujax siten, ettäx1 < x < 1 ja näille pätee
f(x) > f(x1).

Määritelmä 4.1.5 Funktiollaf on pisteessäx0 lokaali maksimikohta (tai lokaali mini-
mikohta) josf(x0) on f :n suurin (tai pienin) arvo jossakinx0:n ympäristössäB(x, r).
Vastaavaf :n arvof(x0) on maksimiarvo (tai minimiarvo).

Yhteisnimitys: (Lokaali) ääriarvokohta, (lokaali) ääriarvo.

Maksimi (tai minimi) on oleellinen, josf(x0) > f(x) (tai f(x0) < f(x)) kun

x ∈ B′(x0, r) = B(x0, r) \ {x0}.
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Kuva 10: Funktionf ääriarvot

Katso kuva (10).

Lause 4.1.6Oletetaan, että funktiof on jatkuva pisteena ympäristössäB(a, h), h > 0
ja f on derivoituva ympäristössäB′(a, h).

1. Josf ′(x) > 0, kuna− h < x < a ja f ′(x) < 0, kuna < x < a + h, niin f :llä
on pisteessäa oleellinen maksimi.

2. Josf ′(x) < 0, kuna− h < x < a ja f ′(x) > 0, kuna < x < a + h, niin f :llä
on pisteessäa oleellinen minimi.

Todistus.Todistetaan kohta 1. Lauseesta (4.0.17) seuraa, että kuna− h < x < a pätee
f(x) < f(a) ja sama pätee myös kuna < x < a + h. �
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Huomautus 4.1.7 Aikaisemmin on osoitettu, että josf on derivoituva pisteessäx0 ja
f :llä on ääriarvo pisteessäx0, niin f ′(x0) = 0.

Esimerkki 4.1.8 Määrää funktion

f(x) = x(|x|+ |x− 1|)

ääriarvot.

Ratkaisu. Kirjoitetaan

f(x) =


x(−x + 1− x)
x(x + 1− x)
x(x + x− 1)

=


x(1− 2x), kunx ≤ 0
x, kun0 ≤ x ≤ 1
x(2x− 1), kunx ≥ 1.

Nyt

f ′(x) =


1− 4x, kunx < 0
1, kun0 < x < 1
4x− 1, kunx > 1.

Sellaistax ei ole, ettäf ′(x) = 0. Muut mahdolliset ääriarvopisteet ovat ne pisteet,
joissaf ei ole derivoituva:x = 0 ja x = 1.

Pistex = 0:

f ′(x) =
{

1− 4x > 0, kunx < 0
1 > 0, kunx > 0

ei ole ääriarvokohta.
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Pistex = 1:

f ′(x) =
{

1 > 0, kun0 < x < 1
4x− 1 > 0, kunx > 1

ei ole ääriarvokohta.

Esimerkki 4.1.9 Määrää funktion

f(x) = x2(x− 1)3

lokaalit ääriarvot.

Ratkaisu. Funktiof on derivoituva kokoR:ssä. Siis kaikissa ääriarvokohdissaf ′(x) =
0.

f ′(x) = x2 · 3(x− 1)2 + 2x(x− 1)3 = (x− 1)2
(
3x2 + 2x(x− 1)

)
= x(3x + 2x− 2)(x− 1)2 = 5x(x− 2

5)(x− 1)2.

Siisf ′(x) = 0 kunx = 0, 2
5 tai 1.

0 2
5 1

f ′(x) + - - + + + +
f ↗ ↘ ↗ ↗

Kuviosta huomataan, ettäx = 0 on funktion maksimi jax = 2
3 minimi.
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Lause 4.1.10Jos jatkuvalla funktiollaf on välillä∆ suurin (tai pienin) arvo,f saavut-
taa sen lokaalissa maksimi (tai minimi) kohdassa tai välin päätepisteessä (jos sellainen
on).

Tarkasteluilla, jotka siirretään myöhempään ajankohtaan, voidaan osoittaa seuraava tär-
keä tulos:

Jos∆ on suljettu ja rajoitettu väli, niin jatkuvalla funktiolla on suurin ja pienin arvo
välillä ∆.

Esimerkki 4.1.11 Määrää funktion

f(x) = x3 − 3x− 1

suurin ja pienin arvo välillä[−2, 2].

Ratkaisu. Tutkitaan funktion nollakohdat ja välin päätepisteet.

f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) = 0, kunx = ±1.

f(−2) = −8 + 6− 1 = −3
f(−1) = −1 + 3− 1 = 1

f(1) = 1− 3− 1 = −3
f(2) = 8− 6− 1 = 1.

Suurin arvo on1 ja pienin arvo on−3.

Esimerkki 4.1.12 Tarkastellaan erilaisien öljyputken rakentamistapojen kustannuksia,
kun öljyputken rakentaminen merellä maksaa 50 000 euroa/km ja maalla 30 00 eu-
roa/km. Katso kuva (11).
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Kuva 11: Öljyputki lautalta jalostamoon
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Esimerkiksi jos putki rakennetaan tulemaan kohtisuoraan maihin, mereen rakennettavan
putken osuuden kustannuksiksi tulee12 · 50000 euroa ja maalle rakennettavan osuuden
20 · 30000 euroa.

merellä 12 · 50000
maalla 20 · 30000

yht. 1200000 euroa

Yhteensä koko putki maksaisi siis 1 200 000 euroa.

Jos taas putki rakennettaisiin suoraan lautalta jalostamolle, maksaisi se
1 166 00 euroa. Tällöin koko putki kulkee merellä ja sen pituus saadaan Pythagoraan
lauseesta.

Vedetään putki lautalta pisteeseeny (putken rantautumispisteen etäisyys jalostamosta):

Öljyputken pituus merellä,x, saadaan nyt Pythagoraan lauseen avulla

x2 = 122 + (20− y)2 ⇒ x =
√

144 + (20− y)2.

Haetaany:tä jolla putken rakentamiskustannus on pienin mahdollinen. Rakentamiskus-
tannusy:n funktiona on

f(y) = 50000x + 30000y = 50000
√

144 + (20− y)2 + 30000y.

Halutaan siis tietää tämän funktion pienin arvo, kuny ∈ [0, 20] := ∆. Funktiof(y) on
jatkuva välillä∆ ja derivoituva välin sisäpisteissä. Funktion derivaatta on

f ′(y) = 50000 · 1
2 ·

2(20−y)(−1)√
144+(20−y)2

+ 30000

= −50000 20−y√
144+(20−y)2

+ 30000.
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Ja derivaatan nollakohdat

f ′(y) = 0

⇐⇒ 50000(20− y) = 30000
√

144 + (20− y)2

⇐⇒ 5
3(20− y) =

√
144 + (20− y)2

⇐⇒ 25
9 (20− y)2 = 144 + (20− y)2

⇐⇒ 16
9 (20− y)2 = 144

⇐⇒ 20− y = ±3
4 · 12

⇐⇒ y = 20± 9.

Derivaatan nollakohdat ovat siis 11 ja 29. Jälkimmäinen ei kuulu tarkasteluvälille, joten
halvimmat rakentamiskustannukset ovaty:n arvolla 11. Suora sijoitusf :n kaavaan antaa

f(11) = 1080000 euroa.

Esimerkki 4.1.13 Olkoon
f(x) =

x

1 + x2
.

Tutki f :n suurinta ja pienintä arvoa joukossaR.

Ratkaisu. Koska1+x2 > 0 kokoR:ssä, onf jatkuva ja derivoituva kokoR:ssä. Lisäksi

lim
x→±∞

x

1 + x2
= 0.

Edelleen,

f ′(x) =
1 + x2 − x · 2x

(1 + x2)2
=

1− x2

(1 + x2)2
= 0,
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kunx = ±1. Koskaf(1) = 1
2 , f(−1) = −1

2 ja

lim
x→±∞

f(x) = 0,

niin on olemassa sellainenM > 0, että|f(x)| < 1
4 , kun |x| ≥ M .

Väite:f :n suurin arvo on12 ja pienin arvo on−1
2 .

Todistus.On osoitettava, että

f(x) ≤ 1
2

∀x ∈ R (47)

ja

f(x) ≥ −1
2

∀x ∈ R. (48)

Jos|x| > M , niin |f(x)| < 1
4 , joten (47) ja (48) toteutuvat. Tarkastellaan tilannettax ∈

[−M,M ]. Välin päätepisteissä|f(M)|, |f(−M)| ≤ 1
4 , joten (47) ja (48) toteutuvat.

Suurin ja pienin arvo ovatf ′:n nollakohdissa, eli suurinf(1) = 1
2 ja pieninf(−1) =

−1
2 . Muilla x ∈ [−M,M ] (47) ja (48) toteutuvat. �

4.2. Newtonin menetelmä

Newtonin menetelmän avulla voidaan approksimoida yhtälönf(x) = 0 ratkaisuja, mi-
käli f toteuttaa tietyt edellytykset. Katso kuva (12).

Menetelmän ensimmäiset askeleet ovat seuraavat.



Sisältö:
Reaaliluvut
Reaalimuuttujan
funktiot
Derivaatta
Derivaatan
sovellutuksiaa

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 143 / 158

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Kuva 12: Newtonin menetelmä funktiollef
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1. Arvataan (enemmän tai vähemmän perustellusti) lähtöpistex0 tarkasteluväliltä.

2. Piirretään pisteeseenx0 funktionf kuvaajaan tangentti.

3. Asetetaanx1 := tangentin jax-akselin leikkauskohta.

4. Piirretään pisteeseen(x1, f(x1)) tangentti.

5. Asetetaanx2 := tangentin jax-akselin leikkauskohta.

Yleisesti, jos pistexn on löydetty, seuraava piste lasketaan kaavasta

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

.

Tämä vastaa edellä mainittua geometrista menettelyä: Pisteen(xn, f(xn)) tangentin
yhtälö on

y − f(xn) = f ′(xn)(x− xn).

Tangentin jax-akselin leikkauspiste(xn+1, 0) toteuttaa

0− f(xn) = f ′(xn)(xn+1 − xn)
⇒ xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn) .
(49)

Newtonin menetelmässä siis arvataanx0 (esimerkiksi kuvaajasta, mahdollisimman lä-
heltä oletettua nollakohtaa). Josn:s approksimaatioxn on laskettu,xn+1 saadaan kaa-
vasta (49).
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Esimerkki 4.2.1 Lasketaan
√

2:n likiarvo. Tämä vastaa yhtälön

f(x) := x2 − 2 = 0

positiivisen ratkaisun arviointia.

Ratkaisu. Koska
f(x) = x2 − 2 ja f ′(x) = 2x,

yhtälö (49) saa muodon

xn+1 = xn −
x2

n − 2
2xn

= xn −
1
2
xn +

1
xn

=
xn

2
+

1
xn

.

Asetetaanx0 = 1 ja lasketaan

x0 = 1

x1 = 1.5

x2 = 1.41667

x3 = 1.41422 (5 oikeaa numeroa!)

Newtonin menetelmän suppenemisesta tiedetään seuraavaa. Oletetaan, että funktiollaf
on nollakohtar ∈ R. Jos on olemassa ympäristöB(r, h), h > 0 ja C, 0 < C < 1 siten,
että ∣∣∣∣f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2

∣∣∣∣ ≤ C ∀x ∈ B(r, h)

niin Newtonin menetelmä suppenee arvoonr, josx0 on valittu joukostaB(r, h).
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4.3. Korkeammat derivaatat

Jos funktiof on derivoituva välin∆ jokaisessa pisteessä, derivaattaf ′ määrittelee funk-
tion ∆ → R.

Jos tällä funktiolla on pisteessäx derivaatta, tätä sanotaanf :n toiseksi derivaataksi
pisteessäx, merkitäänf ′′(x) tai f (2)(x). Yleisesti,n:n kertaluvun derivaattaf (n)(x)
tai D(n)f(x) tai dnf

dxn , määritellään(n− 1):n kertaluvun derivaatan derivaattana.

Funktiota, jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat, sanotaanC∞ -funktioksi.

Esimerkki 4.3.1 Polynomit ovatC∞-funktioita (kokoR:ssä). Josdeg(P ) = n, niin

deg (
dkP

dxk
)︸ ︷︷ ︸

polynomi

= n− k, k ≤ n.

Josk > n, niin
dkP

dxk
= 0.

Esimerkki 4.3.2 Kun P = x4 − 2x,

d2P

dx2
= D(4x3 − 2) = 12x2.

Esimerkki 4.3.3 Olkoonf(x) = |x|3.

f(x) =
{

x3, x ≥ 0
−x3, x ≤ 0.
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Alueessa{x > 0} f on polynomi; täälläf ∈ C∞({x > 0}). Alueessa{x < 0} f on
polynomi; täälläf ∈ C∞({x < 0}).

f ′(x) =
{

3x2 , x > 0
−3x2 , x < 0

= 3x|x| ∀x 6= 0

f ′(0) = limh→0
f(0+h)−f(0)

h = limh→0
|h|3
h = limh→0

hh|h|3
h = 0

f ′′(x) =
{

6x , x > 0
−6x , x < 0

f ′′(0) = limh→0
f ′(0+h)−f ′(0)

h = limh→0
3h|h|

h = limh→0 3|h| = 0

f ′′′(x) =
{

6 , x > 0
−6 , x < 0

Koskaf ′′′:n oikeanpuoleinen derivaatta0:ssa on

lim
h→0+

f ′′(0 + h)− f ′′(0)
h

= lim
h→0+

6h

h
= 6.

Samoin nähdään, että vasemmanpuoleinen on−6. Näin ollen ei ole o lemassa derivaat-
taaf ′′′(0).

Määritelmä 4.3.4 Olkoon funktio f derivoituva välillä∆. Käyrääy = f(x) sano-
taan alas(ylös)päin kuperaksi, jos käyrä ei ole missään pisteessä tangenttinsa alapuolel-
la (yläpuolella).

Lause 4.3.5Funktiostaf oletetaan
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1. f on derivoituva välillä∆

2. f ′ on kasvava välillä∆ (f ′(x) ≥ f ′(y), kunx > y).

Silloin käyrä on alaspäin kupera välillä∆.

Tämä tapahtuu esimerkiksi josf ′′(x) ≥ 0 ∀x ∈ ∆.

Määritelmä 4.3.6 Pistex0 on käännepiste, josf ′′(x0) = 0 ja f ′′(x) on erimerkkinen
pisteenx0 eri puolilla (jossakin ympäristössä).

Esimerkki 4.3.7 Tarkastellaan funktiota

f(x) = (x− 4)3.

Funktion toisen kertaluvun derivaatta (f ′′(x) = 6(x − 4)) saa negatiivisia arvoja kun
x < 4 (alaspäin kupera) ja positiivisia kunx > 4 (ylöspäin kupera). Näin ollen 4 on
f :n käännepiste.

Toista derivaattaa voidaan käyttää hyväksi ääriarvojen tutkimisessa.

Lause 4.3.8Josf ′(x0) = 0 ja f ′′(x0) > 0, niin funktiolla f on pisteessäx0 lokaali
minimi (vastaavasti josf ′′(x) < 0, maksimi).

Todistus sivuutetaan.
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Lause 4.3.9Oletetaan että välillä[a,∞[ määritetty funktiof toteuttaa

1. f ja f ′ ovat jatkuvia kunx ≥ a.,

2. f ′(a) > 0,

3. f ′′ on olemassa jaf ′′(x) ≥ 0 ∀x ≥ a.

Silloin
lim

x→∞
f(x) = ∞.

4.4. Lisää transsendenttisista alkeisfunktioista

Määrittelimme aiemmin Neperin luvun raja-arvona

e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

∈ R.

Josa ∈ R, a > 0, olemme määritelleeta:n mielivaltaisen rationaalisen potenssinax,
x ∈ Q. Siis, kunx ∈ Q, on myös lukuex määritelty.

Seuraavan lauseen todistuksen jätämme nyt väliin:

Lause 4.4.1Olkoonx ∈ R ja (xn)∞n=1 ⊂ Q jono siten, että

lim
n→∞

xn = x.
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Silloin jono (exn)∞n=1 suppenee (johonkin reaalilukuun) ja raja-arvo ei riipu jonon(xn)
valinnasta. Josx ∈ Q niin

lim
n→∞

exn = ex.

Näin ollen voimme määritellä:

Määritelmä 4.4.2 Kaikille x ∈ R määrittelemme

ex = lim
n→∞

exn ,

missä(xn) ⊂ Q on jono joka suppeneex:ään. Kuvaustax 7→ ex sanotaan (e-kantaiseksi)
eksponenttifunktioksi, merkitään myösexp(x).

Lause 4.4.3Eksponenttifunktiolla on seuraavat ominaisuudet:

1. ex+y = exey kaikille x, y ∈ R,

2. se on jatkuva, aidosti kasvava ja derivoituva kokoR:ssä,

3. Dex = ex.

Tässä kohta 3. seuraa kaavasta

lim
h→0

eh − 1
h

= 1
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sekä eksponentin yhteenlaskukaavasta 1: Kaikillax ∈ R

Dex = lim
h→0

ex+h − ex

h
= lim

h→0

exeh − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1
h︸ ︷︷ ︸

=1

= ex.

Seuraus 4.4.4Funktionexp n:s derivaatta onexp kaikilla n ∈ N.

Lause 4.4.5Funktiollaexp on seuraavat raja-arvot:

lim
x→∞

ex = ∞,

lim
x→−∞

ex = 0.

Tarkemmin sanoen, josn ∈ N, niin

lim
x→∞

ex

xn
= ∞, (50)

lim
x→∞

e−x · xn = 0.

Todistus.Todistetaan (50):

D

(
ex

xn

)
=

exxn − nexxn−1

x2n
=

ex(x− n)
xn+1

> 0,

kunx > n.

D(2)

(
ex

xn

)
= . . . =

ex

xn+2

(
(x− n)2 + n

)
> 0,
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kunx > 0. Lauseesta (4.3.9) seuraa, että

lim
x→∞

ex

xn
= ∞.

�

Esimerkki 4.4.6 Lasketaan funktionxex n:s derivaatta. Väitämme, että se on

D(n)(xex) = (n + x)ex. (51)

Todistus.Tapausn = 1:

D(xex) = ex + xex = (1 + x)ex.

Induktio-oletus: Oletetaan että (51) pätee arvollan ∈ N. Silloin

D(n+1)(xex) = DD(n)(xex) = D
(
(n + x)ex

)
= D(nex) + D(xex)

= nex + (1 + x)ex = (n + 1 + x)ex.

Siis (51) pätee arvollan + 1. �

4.5. Logaritmifunktio

Funktio exp on aidosti kasvava kokoR:ssä ja lisäksiexp(R) = ]0,∞[. Näin ollen
exp:llä on käänteisfunktio {

log
ln

: ]0,∞[ → R.
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Muistisääntönä todetaan, ettälog x on luku, johon potenssiine pitää korottaa, että saa-
daanx. Siis

elog x = x ∀x > 0

ja
log ex = x ∀x ∈ R.

Lause 4.5.1Josx, y > 0, niin

• log(xy) = log x + log y

• log(x
y ) = log x− log y

• log( 1
x) = log(x−1) = − log x

• log xa = a log x ∀a ∈ R.

Todistetaan näistä ensimmäinen: Eksponentin yhteenlaskukaavan nojalla

xy = elog x · elog y = elog x+log y.

Nyt log xy on se luku johone pitää korottaa, että saadaanxy. Johtamamme kaavan
nojalla kyseinen luku on

log x + log y. �
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Lause 4.5.2

D log x =
1
x
∀ x > 0

ja

lim
x→∞

x

(log x)n
= ∞ ∀ n ∈ N.

Todistus.Derivointikaava seuraa käänteisfunktion derivointikaavasta:

D log x =
1

(D exp)(log x)
=

1
exp(log x)

=
1
x

.

Jälkimmäinen kaava seuraa lauseesta (4.4.5). �

Huomautus 4.5.3 Funktio log on aidosti kasvava, mutta sen kasvuvauhti on hyvin hi-
dasta. Kuitenkin pätee

lim
x→∞

log x = ∞.

4.6. Muut exponentti- ja logaritmifunktiot

Olkoona ∈ R, a 6= 1. Määritellään

ax := ex log a = exp(x log a).

Tälle pätevät
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• ax+y = ax · ay

• Dax = ax · log a

Funktioax on aidosti kasvava, josa > 1 ja aidosti vähenevä josa < 1.

Funktionax käänteisfunktio on funktio

loga x : ]0,∞[ → R.

Tälle pätee

loga x =
log x

log a

ja

D (loga x) =
1

(log a)x
.

4.7. Yleinen potenssifunktio

Olkoona ∈ R. Määritellään funktio

x 7→ xa, x > 0

kaavalla
xa := ea log x.

Kun
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a > 0 on funktio kasvava,

a < 0 on funktio vähenevä ja

a = 0 on funktio vakiofunktio,xa = 1.

Lause 4.7.1Josa, b ∈ R ja x > 0, niin

• xa+b = xa · xb

• xa−b = xa

xb , x > 0

• Dxa = axa−1.

Todistus.Todistetaan derivointikaava yhdistetyn funktion derivointikaavaa käyttäen:

Dxa = Dea log x = ea log x · a1
x

= xaa
1
x

= axa−1.

�

Määritelmä 4.7.2 Funktiox 7→ xx, x > 0, määritellään kaavalla

xx = ex log x.

Motivaationa näille määritelmille on eksponentin laskusääntö

exy = (ex)y.

Tästä seuraa esimerkiksi
ex log x = (elog x)x = xx.
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4.8. Hyperboliset funktiot

Hyperbolinen sini:

sinhx :=
ex − e−x

2
=

1
2
(ex − e−x).

Hyperbolinen kosini:

coshx :=
ex + e−x

2
=

1
2
(ex + e−x).

Hyperbolinen tangentti:

tanh x :=
ex − e−x

ex + e−x
.

Hyperbolinen kotangentti:

coth x :=
ex + e−x

ex − e−x
.

Hyperbolisille funktioille pätevät seuraavat yhtälöt:

cosh2 x− sinh2 x = 1,

tanh x =
sinhx

coshx
=

1
coth x

.

Derivaatat:
D sinhx = coshx
D coshx = sinhx
D tanh x = 1

cosh2 x
D coth x = − 1

sinh2 x
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Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Hyperbolisten funktioiden käänteisfunktioita kutsutaan areafunktioiksi.

(sinh)−1(x) =: arsinh(x) = log(x +
√

x2 + 1) ∀x ∈ R

(cosh)−1(x) =: arcosh(x) = log(x +
√

x2 − 1) kunx ≥ 1
(tanh)−1(x) =: artanh(x) = 1

2 log 1+x
1−x kunx ∈ ]−1, 1[

(coth)−1(x) =: arcoth(x) = 1
2 log x+1

x−1 kunx ∈ ]−1, 1[ .


	Reaaliluvut
	R:n topologiaa
	Kompleksiluvut
	Napakoordinaattiesitys
	Reaalilukujonoista

	Reaalimuuttujan funktiot
	Polynomit
	Algebrallisista yhtälöistä
	Rationaalifunktiot
	Funktion raja-arvo ja jatkuvuus
	Trigonometriset funktiot
	Funktioiden yhdistäminen
	Käänteisfunktio

	Derivaatta
	Trigonometristen funktioiden derivaatat
	Käänteisfunktion derivaatta

	Derivaatan sovellutuksia
	Funktion ääriarvot
	Newtonin menetelmä
	Korkeammat derivaatat
	Lisää transsendenttisista alkeisfunktioista
	Logaritmifunktio
	Muut exponentti- ja logaritmifunktiot
	Yleinen potenssifunktio
	Hyperboliset funktiot


