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1 Reaaliluvut

Tavallisimmat lukujoukot, kuten luonnolliset luvut
N={1,2,3,...},

kokonaisluvut
Z={...,-3-2,—-1,01,23,...},

rationaaliluvut

Q={= | mneZn#0)

jareaaliluvut R, ovat tuttuja jo koulukurssista. Jatkossa joukkojen N, Z ja Q
suhteen tyydymme siihen intuitioon, joka meilla naistd jo on. Toteamme vain,
ettd kokonaislukujen joukko Z on otettu kiyttoon siksi, ettd on mahdollista
kasitelld, kuinka pienemmaéstd luonnollisesta luvusta vahennetdin suurempi.
Samoin, kokonaislukujen jakolaskun vaatimukset johtavat joukon Q kiyttoon
ottoon.

Joukosta N huomautamme vield, ettd toisinaan luku O luetaan siihen; til-
14 kurssilla kuitenkaan ei. Tamé on lahinnd makuasia. Lisdksi joukkoon N
liittyy tarked induktioperiaate, josta lisda piakkoin.

Reaalilukujen joukon R erottaa joukosta QQ ominaisuus, jota sanotaan tay-
dellisyydeksi; R:ll4 tdméa ominaisuus on, Q:lla ei. Asiasta lisdd mychemmin.
Kéytédnndssa ei ole kovin vaikea havaita, ettd "on olemassa'"lukuja jotka ei-
vit ole rationaalisia: ympyrin kehén suhde halkaisijaan; luku, jonka nelio on
2 jne.

Tutkitaan seuraavia méaritelmii:
Olkoon K joukko, jossa on méadritelty laskutoimitukset + ja -.

Maaritelma A. Joukko K varustettuna edella mainituilla laskutoimituksilla

on kunta, jos laskutoimitukset toteuttavat kaikilla x, y ja z € K seuraavat
ehdot:

(Al) 2 +y=y+z
(A2) 24+ (y+2)=(v+y)+2

(A3) On olemassa yhteenlaskun nolla-alkio, eli alkio a € K joka toteuttaa
xr+a =z (kaikilla z € K). (Yleensd merkitddn tétéd alkiota symbolilla
0.)

(A4) Kaikilla z € K on olemassa vasta-alkio y € K, joka toteuttaa z+y = 0.
Yleensa merkitddn y =: —zx.



Ad) z-y=y

A6

%E

(y-2)=(z-y)- 2
A7 (y+z2)=z-y+z-z

(A5)

(A6)

(A7) -

(A8) On olemassa (kertolaskun neutraalialkio) b € K, b # 0, joka toteuttaa
b-x = x kaikille z € K. Yleensd merkitadn b =: 1.

(A9) Kaikilla z # 0 on olemassa kidnteisalkio y € K, joka toteuttaa x-y = 1.
Merkitddn y =: 1/ tai 1.

Miiritelmi B. Olkoon K kunta (kuten ylld). Se on jarjestetty kunta, jos
K:ssa on méiritelty relaatio <, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

B1) Kaikille x,y € K pétee tdasmélleen yksi ehdoista x <y, v =y, y < x.

B2) Josz <yjay <z niin x < z.

B3) Jos z < y, niin kaikilla z € K pétee z + 2 <y + z.

(B1)
(B2)
(B3)
(B4) Jos 0 <z ja0 <y, niin 0 < x-y.

Maaritelma C. Reaalilukujen joukko R on jérjestetty kunta, joka on tay-
dellinen. (Taydellisyys tarkoittaa, ettd jokaisella ylhadltd rajoitetulla osajou-
kolla £ C R on olemassa pienin yliraja joukossa R.)

Luonnollisten lukujen joukko on joukko N := {1,2 3,...}. Télle joukolle
patee induktioperiaate:

Jos S C N on sellainen osajoukko ettd 1 € Sjane S=n+1¢€ S, niin S
on itse asiassa yhtd kuin joukko N.

Lause. Reaalilukujen joukko on olemassa.

Seurauksia aksioomista (A1)-(A9)

e kunnan alkiot ovat 0 ja 1 yksikésitteisid. (Jos otetaan joku muu alkio
b € K, joka ei ole 1, niin se ei toteuta ehtoa (A8))

e sadntoja:

a) josa+xr=a+y, niinz=y

b) jos a-x = a-y jollekin a # 0, niin x =y



¢) yhtalolld x + a = b on yksikésitteinen ratkaisu t = b —a
d) yhtalolld x - a = b, missd a # 0, on ratkaisu z = g =b-a!

e) vasta-alkioille pétee:

(=) jne.
Huomautus! Jatkossa tuttuun tapaan 7 -7 voi jattdd pois nikyvisté.
°®1-y=u1y

o 20 -z =20z
e MUTTA EI2-3=23

Todistetaan seurauksista kohta a) ja vasta-alkion yksikésitteisyys.

Todistus.
a+r = a+y=

at+z+(—a) = at+y+(—a)=>
a+(—a)+zx = a+(—a)+y=
0O+z = 04+y=
r =y

Viite: Jos x € K, niin sen vasta-alkio on yksikésitteinen.

Todistus. Olkoon b € K toinen z:n vasta-alkio, siis x + b = 0. Siis (A4)

r+b = 0=
r+b+(—x) = —z=
r+(—z)+b = —z=
0+b = —az=

b = —x

Seurauksia aksioomista (B1)-(B4)

e josr<yjaxr>yninz=y



ejosr<yjaa<bninzx+a<y-+b

e josx <yjaa>0,nin ar < ay
Merkintoja:

o r > y tarkoittaa y < z
o r <y tarkoittaa r <y taiz =y

e r > y tarkoittaa x >y taixz =y

Maiéritelms 1.1 (Potenssiin korotus induktiolla.) Olkoon z € R. Mééri-

telliin 2! := . Olkoon n € N. Jos z" on miiritelty, niin méiiritelliin
2™t = z"x. Jos lisiksi x # 0, niin médritelldin 2% ;=1 ja 27" = =,
Esimerkki. 2° := x2* := z22% = zaw2? = vozas.

Lause 2. Jos z € R\ {0} ja m,n € N, niin pétee

Todistus. a) Suoritetaan todistus induktiolla luvun n € N suhteen.
1° Jos n =1, niin

eli a) pétee.
2° Oletamme ettéd a) patee jollekin n, eli

Tulee ndyttad, ettd a) pitee arvolle n + 1, eli

m+n—+1 — m n+1

T T T

(Voimme kiyttad hyviksi madritelméé 1] ja kohtaa 1°).

gL — et — Mt = ™ = 2™

b) Induktiolla luvun n suhteen.

e Olkoon n = 1.



e Oletetaan ettd b) pétee arvolla n, eli
() = 2 2)
On osoitettava, etti se pitee arvolla n + 1, eli
(xm)nJrl _ xm(nJrl)
Pétee, koska
(xm)n—i-l — ($m)n . (l,m) — M M — pmntm xm(n—&—l)

O

Lause 3. Kahden reaaliluvun x ja y, missa x # y, vililld on aina rationaali-
luku.

Mairitelma 4. Olkoon z € R. Sen itseisarvo |z| mééritellain seuraavasti:

| = x, kun x>0
= —x, kun <0

Siis aina |x| > 0, olipa x miki tahansa reaaliluku.

Lause 5. Itseisarvolla on seuraavat ominaisuudet:
z] =0 2=0

ay] = Jallyl, 2] = 2, kun y # 0

a
b

¢) |z| =] — x| (Todistus kohdan b) avulla, ota y = —1)

e) [lz| = lyl| <= + ]

d7

)
)
)
d) |z +y| < |z| + |y (Kolmioepayhtilo = A -ey)
)
)z =yl < |z] +y|

)

)

&) |lzl = lyl| < |z — |

Todistus. Todistetaan kohdat d) ja e). Maaritelmésta seuraa —|z| < 2 < |z|
ja —|y| <y < |y|. Lasketaan puolittain yhteen:

—(lzl +1y) <z +y <]+ y]

eli
|z +y| < |z| + |yl
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Nyt jalkimméinen epayhtilé on todistettu, lasketaan edelleen
[z = [z +y+ (=) < e +yl+ -yl =z +yl+lyl = [o] = [yl < |z +yl

Vastaavasti niytetddn, ettd |y| — |z| < |z + y|. Néistd saadaan |z + y| >

2] = lyl|

Esimerkki. Kirjoita seuraavat lausekkeet ilman itseisarvomerkkeja.

O

a) |x+2]—\x—\/§]

b) ||z — 7| -8
c) |z% + 5]
d) |z — 5|

a)

r+2, kin 2 +2>0 r+2, kuin x> -2
—r—2, kun z+2<0 | —z—2, kun z< -2

samoin,
|x—\/§\—{ x—\/g, kun = >3

—T + \/ga kun x S \/§
Yhteenveto

—r—2—(—z++3), kun z < -2
lz4+2| — |z — V3| = T+2—(—x++3), kun —2<2<V3
a:—|—2—(:17—\/§), kun V3 <=z
—2—3, <=2
= { 2042-v3, —2<2r<V3
243, >3

“5’7—7T|—8’_ |t —m—8|, kun x>
|l lm—x-8|, kun z<n7

Oletetaan z > w. Talloin

B B r—(r+8), kun z>7m+38
|x—7r—8|_|x—(7r+8)l—{_I+(W+g), kun z <7 +8



Oletetaan z < 7. Talldin
m—8—z|=|r—(r—8)=

Siis
(m—8), kun z<7m—8
r—(mr—8), kin 71—8<z<nm
(m+8), kun 7 <z <748
r—(r+8), kun z>m+8

¢) |[#?2 +5| =2>+5, koska 2* +5>0 VreR
d)
\x2—5]— 22 — 5, kun <=5 tai z>H
Tl 2245, kun —vVE<zx <5 ’

koska f(z) = 2% —5=0kun z = +/5.
Esimerkki. Olkoot z,y € R. Pitee |z| < |y| jos ja vain jos x? < y°.

Todistus. a) Oletetaan |z| < |y|, jos * = 0, niin |z| = 0 ja z* = 0. Koska
ly| > |z| = 0, pétee y < 0 ja y*> = 0. Siis y* > 2. Jos x < 0, niin |z| > 0.
Tallsin 2? = |z|* = |z||z| < |z||y] < |y]ly| = y?. Joten, |z| < |y| = 2 < y*.

b) Epésuora todistus: Oletetaan |z| < |y| ei pide. Siis, || > |y|. Samanlainen
padttely kuin edelld = |z|> > |y|* eli * > y?. Siten 22 < y? ei pide. O

Esimerkki. Ratkaise epiyhtilo [2—| < 1.

r—1

Ratkaisu. Epdyhtdlo on yhtépitévd epéyhtélon || < [1] kanssa. Y1I4 olevan
nojalla timi <=

-2 +1<2®+2r+1
dr >0 <= x> 0.

11r e

Ratkaisu on siis z > 0.

Esimerkki. Ratkaise epayhtdlo

v—1<|z+1]. (3)
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Ratkaisu. Oletetaan ensin x +1 > 0 eli x > —1. Silloin — r—-1<
r+1 < —1<1, totta (z:std riippumatta kun x > —1). Oletetaan sitten
r+1<0eliz<—-1Sllon@) < z-1<-2-1 < 2r<0 <
x < 0, totta. Siis (3)) toteutuu Va € R.

Esimerkki. Oletetaan, etti o toteuttaa |z — /5| < =55. Osoita, etti

1
|z? — 32 — (\/32 —3V5)| < 10

Ratkaisu.

o2 = 3z — ((v5)? = 3V5) | = |2® — (V5)* — 3z + 3V/5|
< a2 — (VB)?| + | — 3z + 3V5)

= |(z = V5)(z + V5)| + | = 3(x — V5)|
< o —V5|jz+ V5| + | = 3|z — V5] (4)
Téssé |z — \/5\ < 7—(1)0. Koska v/5 < 3 ja ﬁ < 1, niin z < 4. Koska /5 < 2
ja%0 < 1, niin x > 1. Siis |z| < 4 ja |x+\/5| < |x|—|—\/5§7, Siten on
enintain
1 1

10
—_ . . — — ]_ — _ = — _
v — V5| - T+3- |z — V5| =10]z — V5| < 00 = 70 <10

Esimerkki. Todista, ettd lauseke

1
2(x+y+|x—y|)

on suurempi luvuista = ja y.

Todistus. Oletetaan = > y. Silloin
1 1 1
s@tytle—y)=5@+yt+taz—y) =5 2z=u
2 2 2
Oletetaan y > x. Silloin

1 1 1
Jtytle—yl)=cl@ty—a+y =5-2y=y
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1.1 R:n topologiaa

Maaritelma 6. Olkoon a,b € R, a < b. Merkitdan

e Ja,b|={r € R | a<x<b} (avoin vili)

(
o [0, ={z € R | a <z <b} (suljettu vili)
e [0, ={zr € R | a<x<b} (puoliavoin vili)
(

e Ja,b] ={r € R | a <z <b} (puoliavoin vili)
o Ja,00[={z R |z>a}
o [a,00[={reR |z >a}
o |—oco,b[={reR|x<b}
o |—oc0,b|={reR |z <0b}
Maaritelmd 7. Olkoon x € R ja r > 0. Joukko
B(x,r)={y e R[]z —y[ <7}
on nimeltddn z:n r-ympéristé. Samoin
B'(z,r)={y e R|0< |[z—y| <7} ={y € R||z—y| < r,y # x}(punkteerattu ympéristo)

ja .

B(z,r) ={y € R | |z — y| < r}(suljettu ympéristo).

Némi ovat Rin osajoukkoja. (B’ C B C B.)

Esimerkki. Olkoon = = 2 ja r = 1.

1 1 1
B2 1) e o L 9, L.
y € B2 75) 10 =Yt

. . _ . _ 1
Samoin jos r =2 ja T = 555

1

op L.
+ 000!

1 1
= 2——— <Y<2+—— = ye2

1
c B2 ——
y € B2 7500) 1000 1000

L
1000’
Tehtéavi. Kuuluuko 7 seuraaviin joukkoihin?
a) B(3,35), b) B )

’ 100 710

¢) B(3,%), d) B(3.14, 1)

2 » 100
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Maaritelma 1.7. Olkoon A C R. Joukko A on avoin, jos jokaisella z € A
on (jokin) ympéristo B(z,r) joka sisiltyy A:han.

Joukko B C R on suljettu, jos joukko R\ B = {y € R | y # B} on avoin.
Esimerkki. Suljettu villi [a,b] ei ole avoin. Tarkastellaan pistettd b: ei ole
olemassa mitadn ymparistoa B(b,r) jolle B(b,r) C [a, b].

Esimerkki. Olkoon 2 = 13. Osoita B(z,1) N B(z, ) N B(z,3) :=Y on am
r-ympdristo jollekin r > 0.

Ratkaisu. Pétee B(x, ) C B(x,3) C B(z,1). Siis Y = B(x, 1) eli Y on
1

=-YmPpAristo.

Maaritelmd 8. Joukko A C R on avoin, jos Vo € A on olemassa sellainen
r >0 ettd B(z,r) C A. Joukko B C R on suljettu, jos R\ B on avoin.

Lause 9. a) R on sekd avoin ettd suljettu, samoin (). (Muut R:n osajoukot
eivit voi olla yhtd aikaa avoimia ja suljettuja. Sen sijaan on olemassa os-
ajoukkoja, jotka eiviat ole avoimia eiviatkd myoOskiaan suljettuja, esimerkiksi

[0,1[)

b) Avoin véli on avoin joukko, suljettu véli on suljettu joukko.

¢) Adrellinen joukko on suljettu (s.o. joukko johon kuuluu vain #irellisen
monta alkiota, esim {%, —2,m,v/13} on, {O, #} ei ole dérellinen joukko.)

d) Mielivaltaisen monen avoimen joukon yhdiste on avoin joukko.

e) Adrellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin joukko.

Esimerkki. Olkoon A, = }\/1 +n, nz[ Vn € N,n > 2. Silloin A,, on avoin

véli, joten se on avoin joukko. Siis

U A.CR

neN,n>2
on avoin.
Esimerkki. |—1,2[N]0,3[N]0,10[ = ]0, 2|
Esimerkki. Olkoon n € N, 4, := }O, 1+ H (avoimia joukkoja). Ja olkoon

B := ﬂ A, = OlAn.

neN
Viite: B =10, 1].
Todistus. Ensiksi, Osoitetaan etta
= 1
10,1] € ﬂ}o,u {:: B.

n=1 n

12



Olkoon niiet = € ]0,1]. Téllsin # € [0,1+ ] = A,Vn. Siis z € B, eli
10,1] C B.

Kadntéden, olkoon y > 1. Valitaan n s.e. % <y—1. Tallsin y ¢ }O, 1+ H =
A,. Siis B =0, 1]. Puoliavoin vili ei ole avoin joukko.

Ajirettéméin monen avoimen joukon leikkaus ei siten ole vilttimittd avoin.
O

1.2 Kompleksiluvut

R? on lukuparien (a, b), missi a ja b reaalilukuja, muodostama joukko. (Kéy-
tetdin myds esitysti (a,b) = ai+0bj, missi i = (0,1) ja j = (0,1).) Sanotaan,
ettd (a,b) on lukupari, piste, vektori, tason alkio joukossa R?. On midiritelty
vektoreiden yhteenlasku

(a,b) + (c.d) = (a+ c,b+d)
ja reaaliluvulla » € R kertominen

r(a,b) = (ra,rd).

Maéaritelladn nyt kertolasku kaavalla.

(a,b)(c,d) = (ac — bd,bc + ad) missé a,b,c,d € R (5)
On mahdollista osoittaa ettd joukko R? varustettuna edelld mainitulla yh-
teenlaskulla ja kertolaskulla (5] toteuttaa kanta-aksioomat (A1) - (A9).
Merkitéédn: (0,1) =i ja (a,b) = a + ib.

Joukkoa R? varustettuna edelli mainituilla laskutoimituksilla sanotaan komplek-
silukujen joukoksi (kunnaksi), ja merkitddn C:lI4.

Kaava saa muodon

(a+ib)(c+ id) = ac — bd + i(bc + ad).

Huom! (0,1)(0,1) = (0-0—1-1,1-040-1) = (—1,0) eli 2 = ii = —1.

Jos a,b € R, niin lukua a+1b sanotaan kompleksiluvuksi, ja a on sen reaaliosa
ja b imaginaariosa.

Miaritelma. Luku |a + ib| := va?>+b*> > 0 on kompleksiluvun a + ib
itseisarvo eli moduli.

Esimerkki. Laske seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imagindariosat.

13



1. 3(2414)=3-243-i =06+ 3.

2. V2(v2 - V5i) = (V2') — V2V/5i = 2 — V10i.
3. 3i(2+14) =3i-2+3i-i=6i+ 3i* = 6i — 3.
4. Olkoon z,y € R. (z + iy)(x —iy) = 2* —izy + izy — i*y* = > + y>.
5. 4i(vV2 — V20) (V2 + V2i) = 4i(V/2V2 + V220 — /22 — \/2i\/2i)
= 4i(24 220 —2i — 2¢/2 - (1))
4i(2+2v2 +i(2v2 - 2))
8i +8v2i +4-(-1)(2v2 —2)
i(8 +8v2) —8v2 4 8.

N————’
Im-osa Re-osa

6. 45 +3i3 =422 1)+ 32 i =4-(=1)-(=1)i+3-(=1)-i =4i—3i =i
7B+ DA+ ) =2 i+ )42 2= 1) = (—i+1)(4—1)=3—3i

Olkoon z € C,z = x + iy, z,y € R. Merkitdan |z| = v/2? + y? on moduli eli
itseisarvo.

Esimerkki. |3 — 3i| = /32 + 32 = /18 = 3/2.

Esimerkki. |i| = v/0 + 12 = 1 joten |i|* = 1,Vk € N.

Olkoon z = = + 1y kuten ylla. z:n liittoluku maaritelladn zZ = z — 1y. Péatee
2T = (v +iy)(x —iy) = 2% — iy + iy — iy = 2* +y° = |2|%.

Siis, 2z = |2|*Vz € C.

Kompleksilukujen kertolaskun térkein motivaatio on se, ettd jokaisella z =

x + iy # 0 on kilénteisalkio 2+ eli I:

1 1 x .y

=2 1= - . 6
z+iy z 221 3 Zx2+y2 (6)
(Talloin 2zt =1 =271z
, x oy B 4 : 1 2y L

Kompleksilukujen jakolasku méaritelldén (z = = + iy, w = a + b, z,y,a,b €
R)
1 T+ 1y ar +by .ay—bx
= = 1 .
a+ b a? + b2 a? + b2
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Esimerkkeji: Laske seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imagindériosat.
1 2 1
2+i 5 zk’>(mva<H>’I y=1)

Toinen tapa: lavennetaan nimittajan liittoluvlla

1

oo 1 2—i 2@ 2-i 2
2+i  (2-d@2+i) 2-2 5 5 5
N N N
Modulis [555] = \/(5)" + (3) = v/% = %5
(Huom! Modulille pétee: Jos z,w € C, niin |£| = % Edell, |55 = I2T11| _

L_=1)
V2241 T VB

9 \/§+z‘)\/§+i _ (V2 +1)?
' V2—i V2412

_ ;(\/§2+2\/§¢—1) = ;(1—1—2\/52') = ;)-1—;\/51

5 80 1, 2 3—i +8—2i_3—i+8—2i_i+§
‘ 341 44+4 32412 4241 10 17 10 17
! 20 5 + 8 '<1 + ) Reaaliosa on = + 2 imaginairiosa on
— ==+ —=—-1|—=+ =) =+ ==,

10 17 10 17 10 17 0 17 HAs

1 2

10 17

4.0lkoon z € R.

oy + iz | o—i) 2° 4+ iz
7= T T2

(24 14)(x + ix?)
2% +1

(2 —i)(2? + ix)
22 +1

+

_ 2x+ix+2ix2—x2+2w2—i$2+22’x—2’2x
5 5

(22 + iz + i22% — 2 + 22% — ix? + 2ix + )

|
U—

(3x + 2% +i(3x + 2?))

|
U—

3r+x* 3x+ 22
= 5 +1 5 .
———— ————

Re osa Im osa

Ko. luvun moduli:

3x+x2+i3x+x2
5 5

:\IQ. <3I;x2>2:\f|3w+x2‘.
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1.3 Napakoordinaattiesitys

Kuva (1) havainnollistaa napakoordinaattiesitysti: (x,y) = (r cos @, rsin ¢)

(<, ]

Kuva 1: Napakoordinaattiesitys

Siis,
T = TCcosp o 9 9 _ Yy
{y R , T =/x"+ Yy Jago—arctanx.

Siirrytddn kompleksitasoon; z olkoon z = x+1iy. Edeltd saadaan z = r cos o+
irsin ¢ = r(cos ¢ + isin ). Mainitsemme ilman todistusta, ettd imagin&éri-
selle exponentille péitee

e"? = cosp + isin ¢ (Eulerin kaava)

missd € [0,27] tai ¢ € R.

Kompleksiluvuille saadaan siis esitys
z =re"¥,r = |z|, o argumentti eli vaihekulma.
Imaginaariselle exponentille pitevit tutut laskusddnnot, esim.

et — giag® o b e R.
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Olkoon z = re’?,w = s, v, 0, € R. Téllgin siis

2w = (re?)(se?) = rse’?+9),

Katso kuva (2)).

w = e"{ig).

D

Kuva 2: Napakoordinaattiesitys 2

Havainto:

Kompleksilukujen kertolaskussa

e vaihekulmat lasketaan yhteen

e modulit kerrotaan keskendan

Katso kuva (3)).

1.4 Reaalilukujonoista

Jos jokaista luonnollista lukua n € N kohti valitaan joku reaaliluku z,, € R,
saadaan (reaaliluku)jono

(.1;'1,332, x3, .. )
jota merkitddin myos (x,)>° = 1, tai (z,)nen. (Tasméllinen maaritelmé: lu-

kujono on kuvaus eli funktio joukosta N joukkoon R.)

Esimerkkeji: (73—2)20:1 = (1, i, é, %, ), (Sin%;j:)t%?:l)’ (nwo i %>

o0

n=1"

Sanomme, ettd z, on jonon n:s alkio tai n:s koordinaatti.
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7w = 4eMiB 4 @)

Kuva 3: Napakoordinaattiesitys 3

Olkoon k£ € N. Jono
(xla Loy ... ,$k) eli (xn)ﬁzl

on #irellinen lukujono. (Esim. R? = {(a,b)}.)
Maéritelmi 1.10 Jono (z,)5°, suppenee raja-arvoon a € R, jos seuraava
pétee. Jokaista mielivaltaista » > 0 kohti voidaan 16ytda luku N € N siten,
etta

|z, —al <r, kann > N
Talloin merkitdan lim,_,., X, = a.
Jos ()%, ei suppene (mihink&én reaalilukuun), se hajaantuu.

Esimerkki. Tarkastellaan jonoa

1 o 1 1 1 1
2 =2+ -24+ 24,24 —-,...).
(n+3+ >n1 ( +4’ +5’ +6’ +7’ )

Néyttad suppenevan kohti lukua 2. Kuinka tdmé todistetaan kiyttien maé-
ritelmad 1.107

Olkoon r > 0 mielivaltainen.
1. Tarkastellaan lauseketta

1
|z, — al|, missi 3+2:xnjaa:2;

siis

1 1 1
|xn—a|:+2—2‘:’ ‘:
n+3 n+3 n—+3
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2. Tarkastellaan milloin

|z, —a| <reli

13 <r (1)

Taméi voidaan esim. kisittaa epayhtaloni n:lle, missia n voidaan ratkaista r:n
avulla.

1 1
<— n+3>- << n>--—3.
T T

Otetaan joku N € N joka on suurempi kuin % — 3. Jos nyt n > N, niin
1
n>N>-—-3=|z,—al <
r

Esimerkki. Tarkastellaan jonoa (—1,1,—1,1,—-1,1,...) = ((—=1)"),,. Sup-
peneeko tdma jono?

1. Suppeneeko jono esim. arvoon a = 17
Tarkastellaan lauseketta

_ n | |-2|=2, jos n pariton
X —al =1(=1) 1= { 0, jos n parillinen

Oletetaan esimerkiksi r = ﬁ. Péteeko nyt

1
]xn—a\<m,Vn2N?

Mutta olipa N miten suuri tahansa, aina 16ytyy parittomia lukuja n > N
jolloin |z, —a| = 2. Y4 oleva ep#yhtélo ei pade ¥n > N, joten jono ei
suppene arvoon 1.

2. Suppeneeko jono johonkin muuhun a € R?

Tutkitaan jalleen lauseketta

B n | |-1—al], n pariton | 1 +al, n pariton
[ —al = |(=1)" —a = { |1 —a|, nparillinen | |1—a|, n parillinen

Jompikumpi néistd on suurempi kuin 1, olipa a miké tahansa reaaliluku.

Jos taas esim. r = lio, niin joko parittomille tai parillisille n
1
Ty, —al>1>—
20 —al 2 10

eli [z, —a] < 55 ei pdde. Nin ollen jono ei suppene a:han.

Miéaritelmé 1.11 Olkoon (a,)5, lukujono. Td4m& jono on
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a) nouseva, jos a1 < ag < ag <

b) laskeva, jos a3 > as > az > ...
¢) aidosti nouseva, jos a1 < as < az < ...

aidosti laskeva, jos a1 > as > a3 > ...

Jono on monotoninen, jos se on joko nouseva tai laskeva.

Olkoon N € N. Jono (a,) on

d) nouseva indeksistd N alkaen, jos ay < ani1 < ayio < ...

e) laskeva indeksistd N alkaen, jos ay > ani1 > anyo > ...

Téssa ei siis ole merkitysté silld, miten ensimmaiset jonon alkiot kdyttaytyvat.

Lause 1.12 Olkoon (z,)%, nouseva jono indeksistd N alkaen. Jos on ole-
massa M € R s.e.

xn < MV neN, (8)
niin jono (x,)32, suppenee, ja raja-arvo on pienempi tai yhtésuuri kuin M.
Esimerkki. Tarkastellaan jonoa (3,3.3,3.14, 3,141, 3.1415, 3.14159, . . .); jo-
non alkio z,, on mm arvo katkaistuna n:nen desimaalin kohdalta. Silloin
x, € Q. Edelld Lausessa 1.12 voidaan ottaa esim. M = 4. Néin ollen raja-
arvo

T}Lr&xn:WGR—Q.

Esimerkki. Tarkastellaan lukujonoa

1
n

(X = (145"

missé a on jokin kiinted reaaliluku.

Voidaan osoittaa, ettd (X,,) on ylhailtd rajoitettu (eli pétee) ja lisdksi
nouseva, kun n > |a|. Lauseen 1.12 nojalla jonolla 3 raja-arvo.

Tapauksella a = 1 merkitddn

1 n
lim X, = lim <1 + ) =: e (Neperin luku)
n

n—oo n—oo

Todistuksessa kdytetddn Bernoullin epayhtaloa:

(1+a)">1+na, kuna > —1,n € N.
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Todistus. Todistus induktiolla:

I°n=1(l4) < 1+4+a>1+a tosi
2° Induktio-oletus: (1.4) péitee arvolla n. Osoitetaan, ettd se pétee arvolla
n+ 1.

ntl > " > > ’n, > .
(14a)"™ > (14a)"(1+a) > (1+an)(14+a) > 1+an+a+a*n > 1+(n+1)a

(n+1)a

\v{
A3
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