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1. Reaaliluvut

Reaaliluvut
Tavallisimmat lukujoukot, kuten luonnolliset luvut

N ={1,2,3,...},

kokonaisluvut
Z=1{..,-3,-2,-1,01,23,...},

rationaaliluvut m
QI{Z|m,nEZ,n7§O}

ja reaaliluvutR, ovat tuttuja jo koulukurssista. Jatkossa joukkaénZ ja Q suhteen
tyydymme siihen intuitioon, joka meilla naista jo on. Toteamme vain, ettéa kokonaislu-
kujen joukkoZ on otettu kayttoéon siksi, ettd on mahdollista kasitella, kuinka pienem-
masta luonnollisesta luvusta vahennetddn suurempi. Samoin, kokonaislukujen jakolas-
kun vaatimukset johtavat joukd®@ kayttéon ottoon.

JoukostaN huomautamme vield, etta toisinaan luBduetaan siihen; talla kurssilla
kuitenkaan ei. Tama on lahinna makuasia. Liséksi joukknoliittyy tarkea induktio-
periaate, josta lisaa piakkoin.

Reaalilukujen joukoR erottaa joukost&) ominaisuus, jota sanotaan taydellisyydeksi;
R:lla tAma ominaisuus o):lla ei. Asiasta lisaa mydhemmin. Kaytdnnossa ei ole kovin
vaikea havaita, ettd "on olemassa'lukuja jotka eivat ole rationaalisia: ympyran kehan
suhde halkaisijaan; luku, jonka neli6 @rnne.
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Tutkitaan seuraavia maaritelmia:
OlkoonK joukko, jossa on maaritelty laskutoimitukseta -.

Maaritelma A . JoukkoK varustettuna edella mainituilla laskutoimituksilla on kunta,
jos laskutoimitukset toteuttavat kaikillg y ja z € K seuraavat ehdot:

Al) z+y=y+=x

A2) z+ (y+2)=(z+y)+ =

(A3) On olemassa yhteenlaskun nolla-alkio, eli alkie K joka toteuttaa: + a = = Sisalto:
(kaikilla z € K). (Yleensa merkitaan tata alkiota symbolillg Reaaliluvut
R:n topologiaa
(A4) Kaikilla z € K on olemassa vasta-alkioc K, joka toteuttaa+y = 0. Yleensa Kompleksiluvut
merkitdany =: —z. N kel
(A5) z-y=y-x naattiesitys

Reaalilukujonoista
(AB) z-(y-2)=(z-y) 2

AN z-(y+2)=z-y+zx-z

Etusivu

(A8) On olemassa (kertolaskun neutraalialkicy K, b # 0, joka toteuttaa - x = =
kaikille z € K. Yleensa merkitaah =: 1.
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(A9) Kaikilla z # 0 on olemassa kaanteisalkip € K, joka toteuttaar - y = 1. =

Merkitdény =: 1/x tai L. Takaisin
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Maaritelma B. Olkoon K kunta (kuten ylld). Se on jarjestetty kunta, jBSssa on
maaritelty relaatio<, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(B1) Kaikille x,y € K patee tasmaélleen yksi ehdoista< y, z = y, y < x.
(B2) Josz < yjay < z,ninz < z.
(B3) Josz < y, niin kaikilla z € K pateer + z < y + z.

(B4) JosO < zjal0 <y, niin0 < z - y.

Maaritelma C. Reaalilukujen joukk@®. on jarjestetty kunta, joka on taydellinen. (Tay-
dellisyys tarkoittaa, ettd jokaisella ylhaalta rajoitetulla osajoukblla R on olemassa
pienin ylaraja joukossR..)

Luonnollisten lukujen joukko on joukk®N := {1,2,3,...}. Talle joukolle péatee in-
duktioperiaate:

JosS C N on sellainen osajoukko ettde Sjan € S = n+ 1 € S, niin S on itse
asiassa yhtéa kuin joukka.

Lause.Reaalilukujen joukko on olemassa.

Seurauksia aksioomista (Al)-(A9)

e kunnan alkiot ova0 ja 1 yksikasitteisia. (Jos otetaan joku muu alkie K, joka
ei ole1, niin se ei toteuta ehtoa (A8))
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e saantoja:

a) josa+z=a+y,ninz =y

b) josa-z =a-yjollekina # 0, ninz =y

¢) yhtaléllax + a = b on yksikasitteinen ratkaisti= b — a

d) yhtalolliaz - a = b, misséa # 0, on ratkaisur = 2 = b - o~

e) vasta-alkioille patee:

—(—z)==x
—(z-y)=(-2)-y=z-(-y)
(—2)-(~y)==2-y
—(z+y)=(-2)+(-y)ine

e 20z =20z

e MUTTAEI 2-3 =23

Todistetaan seurauksista kohta a) ja vasta-alkion yksikasitteisyys.
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Todistus.

at+r = a+y=
at+z+(—a) = at+y+(—a)=
a+(—a)+xz = a+(—a)+y=
O+z = 0+y=
r =Y

Vdite: Josr € K, niin sen vasta-alkio on yksikasitteinen.
Todistus.Olkoonb € K toinenz:n vasta-alkio, siisc + b = 0. Siis (A4)

z+b = 0=
z+b+(—z) = —z=
z+(—z)+b = —z=
0O+b = —z=

b = —=z

Seurauksia aksioomista (B1)-(B4)
e josx <yjar>yninz =y
e joSzx <yjaa<bninz4+a<y+b

e josz < yjaa >0, ninaz < ay
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Merkint6ja:

e z > ytarkoittaay < x
o z < ytarkoittaar < ytaixz =y

o z > ytarkoittaax > ytaiz =y

Maaritelma 1.1 (Potenssiin korotus induktiolla.) Olkoanc R.. Maaritellaan:! := z.

Olkoonn € N. Josz™ on madaritelty, niin maaritellaae™+! := 2"z. Jos liséksiz # 0,

niin maaritellaan® := 1jaz " := L.
Esimerkki. z° := zx* := zaa® = zxrr? = zoxax.

Lause 2.Josz € R\ {0} jam,n € N, niin patee
a) "t = g™ . "

Todistus.a) Suoritetaan todistus induktiolla luvene IN suhteen.
1° Josn = 1, niin

eli a) patee.
2° Oletamme etta a) patee jollekin el
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Tulee nayttaa, etta a) patee arvolle- 1, eli

l,m-l—n—l—l — :L,mmn+1

(Voimme kayttaa hyvaksi maaritelméaga kohtaal ©).

xm+n+1 +n m,_.n m n _ manrl

=gz

b) Induktiolla luvunn suhteen.
e Olkoonn = 1. (z™)! = 2™ = ™!
e Oletetaan etta b) patee arvolla

On osoitettava, etta se patee arvella 1, eli

(xm)n+1 _ l,m(n—{-l)

Patee, koska

(xm)n—&-l _ (xm)n . (xm) — N pmntm xm(n-ﬁ-l)

Lause 3.Kahden reaaliluvum ja y, missdx # y, valilla on aina rationaaliluku.

Maéaritelméa 4. Olkoonz € R. Sen itseisarvir| maaritelladn seuraavasti:

| = x, kun x>0
| —x, kun <0
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Siis ainajz| > 0, olipaxz mika tahansa reaaliluku.

Lause 5.ltseisarvolla on seuraavat ominaisuudet:;

a) |z|=0<2=0

12] = {5, kuny #0

b) |zy| = |=||y PR

) |z| = | — z| (Todistus kohdan b) avulla, ota= —1)
d) |z + y| < |z| + |y| (Kolmioepayhtald =A -ey)

&) |l2l - Iyl| < o+ i

d) |z —yl < ||+ |yl

&) |lel —lyl| <la—y

Todistus. Todistetaan kohdat d) ja ). Maaritelmasté seurad < x < |z| ja —|y| <
y < |y|. Lasketaan puolittain yhteen:

—(lzl +ly]) <z +y < |2| + |yl

eli
|z +y| < |z| + |yl

Nyt jalkimméainen epayhtalo on todistettu, lasketaan edelleen

lz| =l +y+ (=) <|lz+yl+|—yl=lz+y|+ |yl = |z| = |y| < |z +y|
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Vastaavasti ndytetaan, et — |z| < |z + y|. Naista saadaan + y| > ‘\x! - |yy) O

Esimerkki. Kirjoita seuraavat lausekkeet ilman itseisarvomerkkeja.

a) |z +2| — |z — V3

b)‘|m—7r|—8‘
c) |22 + 5|
d) Jo? — 5
a)
z+2, kan z+2>0 r+2, kun z > -2
—z—2, kun z4+2<0 | —z—2, kun z < -2
samoin,
r—+/3, kain = >3
’w‘@‘{—xwﬁ, ka7 <3
Yhteenveto
—r—2—(—x++3), kun < -2
lz+2|— |z -3 = r+2—(—z++3), kun —2<2<+3

t+2—(x—+3), kun V3<z
—2—V3, < -2

= 26 +2—3, —2<z<V3
243, >3
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b)
‘|x—7r|—8‘— |t —m—8|, kun x>
| m—x-8|, kun z<~

Oletetaanz > 7. Talléin
o= =8=lo- (x+8) = {

Oletetaanr < 7. Talldin

r—(mr—8), x>m—38

Iw—8—w|=|m—(ﬂ—8)‘:{ —z+(1—8), r<m—8

Siis

—xz+(r—8), kun z<7-38
r—(mr—8), kun 7—-8<zx <~
—z+ (7+8), kun 7 <zr<7+8
r—(m+8), kun x>nw+8

‘|x—7r]—8‘:

c)|z? +5| =22+ 5,koskaz? +5>0 VrcR
d)
‘$2_5|_ x275, kun < —v5 tai z>+VH
-l —2?+5, kun —V5<a<V5 ’
koskaf(z) = 22 — 5 = 0 kunz = £+/5.
Esimerkki. Olkootz, y € R. Patedz| < |y| jos ja vain josz? < 32

r—(mr+8), kun z>nw+8
—z+ (7+8), kun z<7+8
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Todistus.a) Oletetaamz| < |y|, josz = 0, niin |z| = 0jax? = 0. Koska|y| > |z| = 0,
pateey < 0jay? = 0. Siisy? > 2. Josz < 0, niin |z| > 0. Talldin 22 = |22 =
|z]|z] < [ally| < lylly| = y*. Joten)z| < [y| = z* < y*.

b) Epésuora todistus: Oletetaan < |y| ei pade. Siis|z| > |y|. Samanlainen paattely
kuin edella= |z|? > |y|? eli 22 > y?. Sitenz? < y? ei pade. O

Esimerkki. Ratkaise epayhtalg—| < 1.

Ratkaisu. Epayhtal® on yhtapitava epayhtalgf%\ < |1] kanssa. Ylla olevan nojalla

tdma <— Sisélto:
z—1\2 Reaaliluvut
2 -
(aj T 1) <1®=1 R:n topologiaa
5 Kompleksiluvut
= % <1 |-(z+1)? Napakoordi-
(z+1) naattiesitys
= (z-1)?%<(z+1)? Reaalilukujonoista
— -2 +l<a?+2r+1
— 4dr>0 << z>0. Etusivu

Ratkaisu on siis: > 0.
Esimerkki. Ratkaise epayhtalo

{11

z—1<|z+1| (2) Sivu 12/ 30
Ratkaisu. Oletetaan ensint-1 > 0eliz > —1.Silloin (2) «<— z—-1<z+1 < Lt
—1 < 1, totta (r:sta riippumatta kum: > —1). Oletetaan sittem + 1 < O eli x < —1. Koko néytt
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Silloin(2) «<— z—-1< -x-1 <= 22 <0 < z <0, totta. Siis ) toteutuu
Vz € R.

Esimerkki. Oletetaan, etté toteuttagz — v/5| < -i;. Osoita, etta
9 2 1
|22 — 3z — (V5 —3v5)| < i

Ratkaisu.

22 — 3z — ((\/5)2 - 3@) | = |22 — (vV5)? — 3z + 35|

< 2?2 = (V5)? + | — 37 + 3V/5|
= |(z— V5)(z+VB)|+ |- 3(x — V5)|
< |z —V5||z+ V5| + | — 3|z — V5| (3)

Tassdlz — VB| < =5;. Koskavs < 3 ja =5 < 1, niinz < 4. Koskav5 < 2 ja

=5 < 1,niinz > 1. Siis|z| < 4ja|z + V5| < |z| + v/5 < 7. Siten @) on enintaan

10 1 1
|z — V5| - 7T+3- |z — V5| =10z \/5\<700 =<1

Esimerkki. Todista, ettd lauseke
1
s@Ty+le—yl)

on suurempi luvuista ja y.
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Todistus. Oletetaan: > y. Silloin
1 1 1
—(z+y+lz—y)=z(@+y+z—y)== 2z=u.
2 2 2

Oletetaany > x. Silloin

1 1 1
setytle—y)=s@+ty-—ct+y)=5-2y=y.

O
Sisalto:
: Reaaliluvut
1.1. R:ntopologiaa R:n topologiaa
: Kompleksiluvut
R:n topologiaa Napa?koordi-
Maaritelméa 6. Olkoona, b € R, a < b. Merkitaan naattiesitys
Reaalilukujonoista
e Ja,b[={x € R|a <z < b} (avoin vali)
o [a,b] = {z € R|a < x < b} (suljettu vali) &I
< »
e [a,b] = {zx € R|a <z < b} (puoliavoin véli)
< >
e Ja,b] = {z € R|a <z < b} (puoliavoin vali)
Sivu 14 /30
° ]a’oo[ - {l’ €R | &> a} Takaisin
o [a,00[={zecR|z>a} Koko néytts
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o |—oo,b[={zeR|z<b}
o |—oc0,b)={zecR|z<b}
Méaéritelma 7. Olkoonz € R jar > 0. Joukko
B(z,r) ={yeR||z—y| <r}
on nimeltaane:n r-ymparistd. Samoin

B'(z,r)={y e R|0 < |z—y| <7} = {y € R||z—y| < r,y # x}(punkteerattu ymparistd) Sisalto:

_ Reaaliluvut
)a B _ o R:n topologiaa
B(z,r) ={y € R| |z — y| < r}(suljettu ymparistq) Kompleksiluvut

Namé ovafR:n osajoukkoja. B’ ¢ B C B.) Napakoordi-

_ _ _ L naattiesitys
Esimerkki. Olkoonz = 2 jar = . Reaalilukujonoista

1 1 1
yGB(Q,—) = 2_7<y<2+7- Etusivu

10 10 10

. . _ . _ 1
Samoin josr = 2 jar = 1555
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a) B(3,7%5), b) B(3,%)

¢ B(,1), d) B(3.14,)
Maaritelmé& 1.7. Olkoon A C R.. JoukkoA on avoin, jos jokaisella: € A on (jokin)
ymparistoB(z, r) joka siséltyyA:han.
JoukkoB C R on suljettu, jos joukk® \ B = {y € R | y # B} on avoin.
Esimerkki. Suljettu vali[a,b] ei ole avoin. Tarkastellaan pistetté ei ole olemassa
mitaan ymparistod (b, r) jolle B(b,r) C [a, b].
Esimerkki. Olkoonz = 13. OsoitaB(z,1) N B(z, 1) N B(z,%) := Y onxn r-
ymparisto jollekin- > 0.
Ratkaisu. Pate®(xz, 1) C B(z,3) C B(z,1). SiisY = B(z, ) eli Y onzn i-
ymparisto.
Méaéritelma 8. JoukkoA C R on avoin, josvz € A on olemassa sellainen> 0 etta
B(xz,r) C A.JoukkoB C R on suljettu, josR \ B on avoin.

Lause 9.a) R on seka avoin etta suljettu, sam@in(Muut R:n osajoukot eivat voi olla
yhta aikaa avoimia ja suljettuja. Sen sijaan on olemassa osajoukkoja, jotka eivat ole
avoimia eivatkd myoskaan suljettuja, esimerkiksil | )

b) Avoin vali on avoin joukko, suljettu véli on suljettu joukko.

c) Aarellinen joukko on suljettu (s.o. joukko johon kuuluu vain darellisen monta alkiota,
esim{3,—2,,/13} on, [0, 13z ] ei ole &arellinen joukko.)

d) Mielivaltaisen monen avoimen joukon yhdiste on avoin joukko.

e) Aarellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin joukko.
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Esimerkki. Olkoon 4,, = |v/1+n,n*[ Vn € N,n > 2. Silloin A,, on avoin vali,
joten se on avoin joukko. Siis

lJ 4.cR

nENn>2
on avoin.
Esimerkki. |—1,2[N]0,3[N]0, 10[ =0, 2|
Esimerkki. Olkoonn € N, 4,, := ]0,1 + X [ (avoimia joukkoja). Ja olkoon

B = ﬂ A, = ﬁAn.
n=1

nelN
Véite: B =)0, 1].
Todistus. Ensiksi, Osoitetaan etta

o0

10,1] C ﬂ]0,1+i[_:3.

n=1

Olkoon naetr € ]0,1]. Talléinz € ]0,1 + L[ = A,Vn. Siisz € B, eli]0,1] C B.

Kaantaen, olkoony > 1. Valitaann s.e.: <y — 1. Talléiny ¢ ]0,1+ L[ = A,,. Siis
B =0, 1]. Puoliavoin véli ei ole avoin joukko.

Adrettoman monen avoimen joukon leikkaus ei siten ole valttamatta avoin. O
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1.2. Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

R? on lukuparien(a, b), misséa ja b reaalilukuja, muodostama joukko. (Kaytetaan

myos esitystda, b) = ai + bj, missé = (0,1) jaj = (0,1).) Sanotaan, ettéu, b) on

lukupari, piste, vektori, tason alkio joukosR&. On méaaritelty vektoreiden yhteenlasku
(a,b) + (¢, d) = (a+c,b+d)

ja reaaliluvullar € R kertominen

r(a,b) = (ra,rb).

Maéritelladan nyt kertolasku kaavalla.
(a,b)(c,d) = (ac — bd,bc + ad) misséa,b,c,d € R 4)

On mahdollista osoittaa ettd jouklR? varustettuna edella mainitulla yhteenlaskulla ja
kertolaskulla ¢) toteuttaa kanta-aksioomat (A1) - (A9).

Kompleksilukujen tulo (Javasketchpad-animaatio)
Merkitaéan:(0,1) = ¢ ja (a,b) = a + ib.

JoukkoaR? varustettuna edella mainituilla laskutoimituksilla sanotaan kompleksiluku-
jen joukoksi (kunnaksi), ja merkitadd:|la.
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http://matematiikka.joensuu.fi/kurssit/AnalyysiI/Kurssimateriaalia/KomplTulo.htm

Kaava @) saa muodon

(a+ib)(c+ id) = ac — bd + i(bc + ad).

Huom!(0,1)(0,1) =(0-0—1-1,1-0+0-1) = (-1,0) elii? = ii = —1.

Josa,b € R, niin lukuaa + ib sanotaan kompleksiluvuksi, jaon sen reaaliosa ja
imaginaariosa.

Maaritelma. Luku |a + ib| := va? 4+ b%> > 0 on kompleksiluvuru + b itseisarvo eli

moduli.

Sisalto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut

Esimerkki. Laske seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imaginaériosat.

1.3(24+14)=3-243-i=6+ 3.

2. V2(v2 - V5i) = (V2) — V2v/5i = 2 — V10 Napakoordi-
naattiesitys
3.3i(2+i)=3i-2+3i-i=6i + 3i2 = 6i — 3. Reaalilukujonoista

4. Olkoonz,y € R. (z +iy)(x — iy) = 2% — izy + izy — i%y* = 2% + >
5. 4i(vV2 — V20) (V2 + V/2i) = 4i(vV2V2 4+ V22i — /22 — /2i/2i)

4i(2 + 2v/2i — 2i — 2¢/2 - (—1))
4i(2+2v2+i(2v2 - 2))

Etusivu

{11

= 8i+8\/§i+4-(—1)(2ff2) Sivu 19/ 30
\i(8 + 8\/5), a 58\/5 _/+ 8. Takaisin

Im-osa Re-osa Koko nayttd
Lopeta



6. 4i° +3i3 =4(:2-i?-4)+3i? - i=4-(=1)- (—=1)i+3-(=1)-i=4i - 3i =1
7. B+ 1)@t +2) =2 i+ 1422 -1)=(—i+1)(4—-1) =3 — 3

Olkoonz € C,z = z + iy, z,y € R. Merkitdan|z| = /22 + y? on moduli eli
itseisarvo.

Esimerkki. |3 — 3i| = /32 + 32 = V18 = 3v/2.

Esimerkki. |i| = /0 + 12 = 1 joten|i|* = 1,Vk € N.

Olkoonz = z + iy kuten ylla.z:n liittoluku maaritellaare = x — iy. Péatee
2% = (z + iy)(x — iy) = 2° — sy + iy — 2y = 22 + % = |2|%.

Siis, 2z = |2|?Vz € C.

Kompleksilukujen kertolaskun térkein motivaatio on se, ettd jokaisetar + iy # 0
on kaanteisalkia ! eli i:

1 1 x .y
p— pr— e . 5
T+ 1y “ x2 + y2 ZCIJQ—FZJQ ®)
(Tallinzz71 =1 = 212
(@tiy) | s — it ) = (@tig) e=it) (g | = (2Pt s =
$2 _|_y2 1:2 _|_y2 1'2 +y2 1'2 +y2

Kompleksilukujen jakolasku méaaritellaén € = + iy, w = a + ib, z,y,a,b € R)

1 T+ 1y ar +by  .ay—bzx
=z-w = :

o+ a2+ 2o

z
w

1)

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Etusivu

L

44« 44

Sivu 20/ 30
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta
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Kompleksilukujen jako (Javasketchpad-animaatio)

Esimerkkeja: Laske seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imaginaariosat.
1 2 1

. =- —1i- (kaavah),r =2,y = 1).
57 =5 iz kaavap),r=2.y=1)
Toinen tapa: lavennetaan nimittgjan liittoluvlla
o 1 2-i  2-d _2-i_2 i
2+i (2-9@2+9) 22-2 5 5 5
Moduli: ’Tﬂ =/ () + () = \/;: Nt
(Huom! Modulille patee: Jos,w € C, niin |£| = % Ede”é"ﬁi — ‘\2i1 —

1 — 1 )
V2241~ B

AV2+D (V2412 1, 2 _ 1 12 -
o VB V2Hi _ = (V2 +2V2i — 1) = —(1 4+ 2v/2i) = = + =+/2i.
o a1 3(\[ +2V2i — 1) 3( + 2v/2i) 3+3\fz

g3 1 4 2 3—i 8-2 3—i 8-2 3 & i 2i

&m+ 4+izy+ﬂ+@+1_10+ 17 _E+n 10 17

TR (10 + 17). Reaaliosa o} + <+, imaginaariosa oRs + .

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Etusivu

L

44« 44

Sivu 21 /30
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta
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4 Olkoonz € R.

Ko. luvun moduli:

3z + 22

. 92 2 o
2+4) X +1x” | 2—4) TT 41T
o P i

(24 i) (z +ix?) | (2 —1i)(z? +iz)
22 11 22 11

2 2

222 — ix® + iz — i’x
+ 5

2r + 1z +52i332 —x

%(2:10 + iz + i22% — 22 + 222 — ix? + 2iz + )
%(31: + 22 +i(3z + z?2))

3z+22 3z +z?
5 +1 5 .

—_— Y

Re osa Im osa

5

i393+x2
5

1.3. Napakoordinaattiesitys

Napakoordi- naattiesitys

2\ 2
:\/2. (3:6;)_1‘ ) :g|3x+x2|.

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista




Kuva (1) havainnollistaa napakoordinaattiesitysta:y) = (r cos ¢, r sin @)

i

(%, ]

- Sisélto:

Reaaliluvut

R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Kuva 1: Napakoordinaattiesitys

Siis,

Yy = rsingp

{ r = TCOSSO 7r:mja¢:mtan%-




Siirrytd&n kompleksitasoory olkoon z = z + iy. Edeltd saadaan = rcosp +
irsin o = r(cos ¢ + i sin ). Mainitsemme ilman todistusta, etta imaginaariselle expo-
nentille patee

¢'? = cos ¢ + isin ¢ (Eulerin kaava)

misséyp € [0, 27] tai ¢ € R.
Kompleksiluvuille saadaan siis esitys

z = re'?,r = |z|, p argumentti eli vaihekulma
Imaginaariselle exponentille patevat tutut laskusaannot, esim.

elath) — giagib o p e R.
Olkoonz = re™?, w = se’ ¢, 6, € R. Talléin siis
Zw = (rei“")(sew) = rsei(ett),

Katso kuva ).
Havainto:
Kompleksilukujen kertolaskussa

e vaihekulmat lasketaan yhteen

e modulit kerrotaan kesken&an

Katso kuva B).

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Etusivu

Sivu 24 / 30

Takaisin
Koko nayttd
Lopeta
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w = e™ig).

I

Kuva 2: Napakoordinaattiesitys 2

1.4. Reaalilukujonoista

Reaalilukujonoista

Jos jokaista luonnollista lukua € IN kohti valitaan joku reaalilukw,, € R, saadaan
(reaaliluku)jono
(3]1, xL2,XT3, . . )

jota merkitddn myogz,,)o° = 1, tai (zy)nen. (Ta@smallinen maaritelméa: lukujono on
kuvaus eli funktio joukostN joukkoonR..)

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Etusivu

L

44« 44

Sivu 25/ 30
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta
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Sisalto:

Reaaliluvut
Kuva 3: Napakoordinaattiesitys 3 R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
. snl (1 \© 1 1 1 100 9 . - g
Esimerkkeja: ()" = (1,4, 5: 750 ) (%:}:1) (n'+ %), Reaalilukujonoista

Sanomme, etté,, on jononn:s alkio tain:s koordinaatti.
Olkoonk € N. Jono

Etusivu

(x1,22,...,2K) €li (xn)ﬁzl

on aarellinen lukujono. (EsilR? = {(a,b)}.)

{11

Maaritelma 1.10 Jono(z,,)72 , suppenee raja-arvoan< R, jos seuraava patee. Jo- Sivu 26 / 30
kaista mielivaltaista: > 0 kohti voidaan 16ytda lukuV € N siten, etta ;
Takaisin

|xn = CL| <r, kunn > N Koko nayttd
Lopeta



Talléin merkitadnim, .., X,, = a.
Jos(z,)22 , ei suppene (mihink&aan reaalilukuun), se hajaantuu.
Esimerkki. Tarkastellaan jonoa
1 o 1 1 1 1
2 =24+-,24+-,24+=,24+—,...).
<n+3Jr >n:1 ( Jr4’ +5’ +6’ Jr7’ )
Nayttdd suppenevan kohti luk@aKuinka tdma todistetaan kayttden maéaritelmaa 1.10?

Olkoonr > 0 mielivaltainen.

1. Tarkastellaan lauseketta Sisalto:
N . Reaaliluvut
n — al|, missa 2= aa=2; .
[ =l nt3 o feldc R:n topologiaa
siis Kompleksiluvut
1 1 1 Napakoordi-
|xp —a|=|——=+2-2| = = p_ )
n+3 n+3 n+3 naattiesitys
_ R lilukujonoi
2. Tarkastellaan milloin eaalilukujonoists
.1
|zy, —al <reli 3 <r. (6) o

Tama voidaan esim. kasittaa epayhtalarée, missén voidaan ratkaista:n avulla.

1 1
(6) <= n+3>- < n>--3.
r T

{11

Sivu 27 / 30

. Takaisin
n>N2;—3:>]xn—a|<T. Koko néytto

Otetaan jokuV € N joka on suurempi kuiri — 3.Jos nytn > N, niin



Esimerkki. Tarkastellaan jono&-1,1,—1,1,—1,1,...) = ((—1)"),2,. Suppeneeko
tama jono?

1. Suppeneeko jono esim. arvoon= 1?
Tarkastellaan lauseketta

U1 11 ) |=2[=2, josn pariton
S 1|_{0, josn parillinen

Oletetaan esimerkiksi = ﬁ Pateeko nyt

1
—al < —,YVn> N7
|'rn a’ 100 n =
Mutta olipa/N miten suuri tahansa, aina l6ytyy parittomia lukuja- N jolloin |z,, — a| =
2. Ylla oleva epayhtélo ei pade, > N, joten jono ei suppene arvoon 1.

2. Suppeneeko jono johonkin muuhure R?

Tutkitaan jalleen lauseketta

=1l = ariton 1 ariton
|zn —a| =|(-=1)" —a| = | a|, n parit _Jf [y e UG
|1 —al, nparillinen |1 —al|, nparillinen

Jompikumpi néista on suurempi kuinolipaa mika tahansa reaaliluku.

1

15+ Niin joko parittomille tai parillisillen

Jos taas esim. =

1
—al>1>—
|z —al| > 1> 10

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Etusivu

Sivu 28/ 30

Takaisin
Koko nayttd
Lopeta
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eli |z, —a| < 1—10 ei pade. Nain ollen jono ei suppeagan.
Maaritelmé 1.11 Olkoon (a, )52 ; lukujono. Tama jono on

a) nouseva, jos; < as <ag < ...

b) laskeva, josy; > as > a3 > ...

c) aidosti nouseva, j08; < a3 < a3z < ...

aidosti laskeva, jog; > as > a3z > ...

Jono on monotoninen, jos se on joko nouseva tai laskeva.
Olkoon N € N. Jono(a,,) on

d) nouseva indeksist& alkaen, josiy < anyi1 < ayio < ...

e) laskeva indeksist&” alkaen, josiy > an+1 > anto > ...

Tassa ei siis ole merkitysta silla, miten ensimmaiset jonon alkiot kayttaytyvat.

Lause 1.120lkoon(z, )2 ; nouseva jono indeksista N alkaen. Jos on olemassaR
s.e.

T, < MVYneN, (7)
niin jono (z,,)5° ; suppenee, ja raja-arvo on pienempi tai yhtasuuri Kdin

Esimerkki. Tarkastellaan jono&3, 3.3, 3.14, 3,141, 3.1415, 3.14159, . . .); jonon alkio
r, on:n arvo katkaistuna:nen desimaalin kohdalta. Silloir), € Q. Edella Lausessa

Sisélto:
Reaaliluvut
R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Etusivu

{11
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Koko nayttd
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1.12 voidaan ottaa esim/ = 4. Nain ollen raja-arvo

lim z, =7 € R — Q.

n—oo

Esimerkki. Tarkastellaan lukujonoa

misséaa on jokin kiinte& reaaliluku.

\oidaan osoittaa, ettéX,,) on ylhaalta rajoitettu (elig) patee) ja lisdksi nouseva, kun

n > |a|. Lauseen 1.12 nojalla jonoliraja-arvo. Siséltd:_
Reaaliluvut

R:n topologiaa
Kompleksiluvut
Napakoordi-
naattiesitys
Reaalilukujonoista

Tapauksellas = 1 merkitdan

1\" .
lim X, = lim <1 + > =: e (Neperin luku)
n

n—oo n—oo

Todistuksessa kaytetaan Bernoullin epayhtaloa:

(1+a)" >1+na, kuna > —1,n € N.

Etusivu

Todistus. Todistus induktiolla:

1°n=1(14) <= 14+a>1+atosi
2° Induktio-oletus: {.4) patee arvollax. Osoitetaan, etté se patee arvaoila- 1.

{11

(14a)"™ > (1+a)"(14+a) > (14+an)(1+a) > 1+an+a+ a’n > 1+ (n+1)a. Sivu 30/ 30

>0
(n+1)a - Takaisin
O Koko nayttd
Lopeta
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