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2 Reaalimuuttujan funktiot

Olkoot A, B R : n tai C : n osajoukkoja. Jos jokaista joukon A pistetta
x vastaa tietty B:n piste y, sanotaan ettd on maéadritelty funktio eli kuvaus

f:A— B.

MaAiaritelmi. Sanomme ettd y on alkion z kuva, merkitdédn myos f(x). A
on kuvauksen f ldhtojoukko, B maalijoukko.

Jos on annettu osajoukko A; C A, niin merkitdéan
f(Ay) = {y €B ‘ dr e Ay se. y= f(x)}

Esimerkki. A = |-2,5[, B = [-100,100], f(z) = 2>+ 1, f = A — B.
Olkoon A; = [0, 1]. Silloin A;:n kuva f(A;) = [1,2].

Maéiritelmi. Jos A, B, f kuten yll4, y € B ja z toteuttaa f(x) = y, niin x
on y:n (erds) alkukuva.

Funktiolla on aina se ominaisuus, ettd jokaisella ldhtojoukon alkiolla on
tdsmélleen yksi kuva; maalijoukon alkiolla voi olla 0,1 tai useampia alku-
kuvia.

Esimerkki. A =|-2,5[, B =[-100,100], f(z) = 2> + 1. Joukon B alkiolla
2 on kaksi alkukuvaa: 1 ja —1. Alkiolla 72.83 ei ole alkukuvia joukossa A.

Jos By C B, (A, B, f kuten edelld) on joukko
f1(B) ={z e A|f(z) € B}
Bj:n alkukuva.

e Jos kuvaukselle f pitee f(A) = B, niin f on surjektio (A:sta B:lle).

e Jos kuvaukselle f pédtee: z1 # x9 = f(x1) # f(22), niin f on injektio
(tdssd x1, ro, € A mielivaltaisia).

e Jos f on sekd surjektio ettd injektio, niin se on bijektio.
Esimerkki. f(z) :=z? + 1.

ei ole injektio eiké surjektio kun A = |—2, 5[, B = [-100, 100]
ei ole injektio, on surjektio kun A =|—-2,5[, B = [1, 26]

on injektio, ei ole surjektio kun A =0, 5[, B = [—100, 100]
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on injektio ja surjektio kun A =10, 5[, B = |1, 26|

Esimerkki. Olkoon A C R. Identtinen kuvaus f(z) = = on bijektio f : A —
A.

Maaritelma. Olkoon f: A — B ja A; C A. Kuvaus g : Ay — B joka
méédritellddn kaavalla g(z) = f(z) Va € A; on nimeltdén fmn rajoittuma
joukkoon A;. Merkitddn g = f|a,.

Huomautus! Kaksi kuvausta f : A — B ja g : C — D ovat samat jos
1. A=C
2. B=D

3. f(z)=yg(x) VxeA

Esimerkki. Olkoon f(z) = ﬁ Jos muuta ei ole sanottu, niin maalijouk-
ko on R, ja ldht6joukko mahdollisimman suuri joukko, jossa lauseke on
médritelty, tiassd R\ {1}.
2.1 Polynomit
Polynomi on funktio P : R — R joka on muotoa

p(z) == apa™ + a1 2™ 4.+ ag,

missi ag, . .., a, € R ovat vakioita (polynomin kertomia). Polynomi voidaan
kirjoittaa my6s muodossa

plz) =Y apa”.
k=0

Jos a, # 0, on P:n asteluku n. Jos a, =0 Vn, niin sanomme, ettd P on 0—
polynomi.

Lause 2.1. (Jakoyht&ls) Olkoot P ja @ polynomeja, @ ei O-polynomi. T&ll6in
on olemassa polynomit A ja R, joille

P=AQ+R,

missd R:n aste on alempi kuin @):n aste, tai R on 0— polynomi. Polynomit
A ja R ovat yksikésitteiset.



Todistus. Tarkastellaan joukkoa
£ = {P — AQ ‘ A on polynomi }
Siis, £ on polynomeista koostuva joukko; siithen kuuluvat ne polynomit jotka

ovat muotoa P — AQ), missid A on polynomi.

Jos 0-polynomi kuuluu joukkoos &, niin siis olemassa A s.e. Q = P — AQ eli
P = AQ. Télloin voidaan valita R = 0 ja lause on todistettu.

Muussa tapauksessa olkoon R joukon &£ alinta astetta oleva polynomi; olkoon
Ag vastaava A. Siis, R =P — ApQ eli P = AqQ + R.

Viite. R:n asteluku n on pienempi kuin Q):n asteluku m.
Jos pétee n > m, merkitaan

R = Tp®™ 4+ 1™ L4 41
Q = g™+ @™ 4+ qo

talloin . .
R——"2""Q=P— (Ag+ —2""™Q €&
dm qm
Toisaalta,
T'n n—m m
R—mg"™™mQ = rpa”+ Tpo1™ L 4y — q—x (@™ + ...+ qo)
N

—rpx" ..
= v a4

eli n:s aste supistuu pois!
Yhteenvetona, polynomi
Tn -
m
1) kuuluu joukkoon &
2) on enintdén astetta n — 1.

T&ama on ristiriita, koska R;n aste on n; piatee m >n. 0O

Kéytannossia A ja R loydetdéan jakokulman avulla.
P=4+22+2x+1, Q=22+1

Jaetaan jakokulmassa z® + 2% + 2 + 1 polynomilla 2% + 1, saadaan x + 1.
Téalloin A=x+1, R=0.



Esimerkki. P = 23 + 32?2 — 2 — 1, Q = x + 2. Jactaan jakokulmassa 2% +
322 — x — 1 polynomilla x + 2, saadaan 2?2 +x — 3 ja jakojdinnokseksi 5. Siis,
A =2?+ 12— 3 ja R =5. Voidaan tarkistaa laskemalla, ett#

QA+ R=(r+2)(2a* +2-3)+5=2"+32* —2—-1=P.

Olkoon P polynomi ja olkoon zy € R. Jakoyhtédlon avulla voidaan kirjoittaa
P(x) = (z — z)A + R, (1)

missi ) = x — g, @Q:n aste deg(Q) = 1, ja siten deg(R) = 0. Siis R on vakio
(mahdollisesti jopa 0).

Oletetaan, ettéd xy on polynomin P:n 0-kohta, P(xy) = 0. Silloin =
P(xo) = (xg — x)A(zo) + R(xg) <= 0= R(x)

(sydtetddn (I):ssd z:n paikalle x0). Koska R on vakio ja R(zo) = 0, niin R

on 0-polynomi.

Lause 2.2. Jos polynomilla P on 0-kohta z¢, niin se voidaan kirjoittaa muo-
dossa

P(x) = (z — x0)A(x)
missié A on polynomi jolle deg(A) = deg(P) —1 .

Lause 2.3. Olkoon n € N. Jos n:n asteen polynomilla P on 0-kohdat
x1,...,T, niin P voidaan kirjoittaa muodossa

P(z) =ay(z —x1)(x — x9) ... (x — xy) (z: anlli_ (v — xj)) :

(Téssé a,, on P:n korkeimman asteen termin kerroin.)
Todistus. Seuraa lauseesta 2.2 (sivu[p). O
Seuraus 2.4. n:n asteen polynomilla on enintdén n kpl eri 0-kohtia.

Todistus. Jos 0-kohtia m kpl, missd m > n, niin lauseesta 2.3 (sivu seuraa

P(x) = a,lljL (v — x1) = \ajba:m +a™ 4
#0
eli P olisi m:n asteen polynomi, Ristiriita. O

Maaritelma. Jos polynomi P voidaan esittdd muodossa
P(r) = (z — 20)"Q(),

missd ) on polynomi, m € N, niin x5 on P:n m:n kertaluvun 0-kohta.
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Esimerkki. Olkoon P(z) = z*. Piste o = 0 on P:n 4. kertaluvun 0-kohta.
Esimerkki. Olkoon P(z) = 2® — 32% + 3z — 1 = (z — 1)3. Piste 2o = 1 on 3.

kertaluvun 0-kohta.

Lause 2.5. Olkoon P polynomi, jolle deg(P) = n. Oletetaan, ettd P:114 on

pisteissé ai, as, ..., ay 0-kohdat ja ettd 0-kohdan a; kertaluku on m;.

Oletetaan ettd my+mao+...+my = n = deg(P). Silloin polynomi P voidaan

esittdd muodossa
P(z) =ay(z —x1)™ (x —29)™ ... (x — xpg)™™.

Emme todista tatéd lausetta tassa.

2.2 Algebrallisista yhtiloista

Tarkastellaan yhtéloita, jotka ovat muotoa
P(z) =0,
missd P on polynomi. 1. Jos deg(P) = 1, niin (2) on muotoa

ar+b=0,

b

missé a ja b ovat vakioita. Télld on 1-késitteinen ratkaisu x = —.

2. Olkoon deg(P) = 2. Silloin (2) on muotoa
P(x) =az’ +br+c=0
missé a, b, c annettuja reaalilukuja.

a) Jos b? — 4ac > 0, niin (3)):n ratkaisu on

. —b+Vb? — 4dac

2a

Jos b? — 4ac = 0, on vain yksi ratkaisu z = —%, joka on siis P:n

2-kertainen 0-kohta.

b) Jos b* — 4ac < 0, niin :lléi ei ole reaalisia ratkaisuja. Kompleksiset

ratkaisut ovat

—b n VAdac — b?
= — 4+ j——
2a 2a

Ne ovat toistensa liittolukuja.
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Esimerkki. Tarkastellaan yhtilod az? + cx? + f = 0. Kirjoitetaan 2? = z,

xr = +4/z. Ratkaisu on
—cE /2 —4daf
2a ’
joten alkuperiisen yhtalon ratkaisu on

i\/—c:l:\/CQ—élaf
r =
2a ’

z =

kun neli6juurien alla olevat lausekkeet ovat positiivisia.
Esimerkki. Kolmannen asteen yhtalo

2+ pr4+qg=0. (4)
missd p, ¢ € R, ratkaistaan Cardanon kaavalla.

Cardanon kaavat antavat yleisen 3:nnen asteen yhtélon algebrallisen ratkai-
sun:

_ 14 iV3) 3 2 3 L _ iVv3) 3 2 3
ao= () TR ()T R

_ 1 W3\ 3 2 3 1 W3\ 3 2 3
o= (A=) VTR () - E R

Lauseketta D := % + 2 sanotaan diskriminantiksi. Erotetaan kolme tapaus-

27
ta:

2 3
1. D = T + P >0 = :lléi on 1 reaaliarvoinen ratkaisu, 2 kompleksista

4 27
ratkaisua, jotka ovat toistensa liittolukuja.

2. D = 0. Ratkaisut ovat
21 = 2{—q/2
29 = 3= —y _Q/Qa

3. D < 0, 3 reaalista ratkaisua.

2.3 Rationaalifunktiot

Rationaalifunktio R on funktio, joka voidaan esittdd muodossa

_ P(z)

missé P, @ polynomeja ja z € R, se on médritelty niille x, joille Q(x) # 0.

-

Maaritelmi. Jos xy on Q:n nollakohta ja P(xg) # 0, niin x5 on R:n napa.
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Rationaalifunktion jakaminen osamurtolukuihin

Erotetaan 4 erilaista tapausta.

Tapaus 1. Olkoon R rationaalifunktio, R =
kirjoittaa sen muodossa

g, deg P > deg (). Haluamme

missé Py, P, polynomeja joille deg (P,) < deg (Q). Mutta tdméa seuraa jako-
yhtélstd Lause 2.1 (sivu [3)).

A
JA,Sse. P=AQ+S, deg S <deg Q= R = QQ+S—A+S.
saamme esityksen valitsemalla P, = A, P, = S.
EsimerkKki.
72
R@z) = = (P(r)=2* Qu)=s-1)
2P+ 1-1 (z+1D(-1)+1
B r—1 (x—1)
-1 1 1
_ (@ ICRa o414 _
r—1 r—1 ~~— z-1
P T
2

Seuraavassa tarkastellaan rationaalifunktioita, joilla deg(P) < deg(Q) (R =
P/Q).

Tapaus 2. Oletetaan, ettd deg (@) = n ja Q:lla on kesken#én erisuuret 0-
Vi

P

kohdat zq,...x,. Télloin R = é oidaan kirjoittaa muodossa

P P

- = eR

Q a(lx —x1)(x —x9) ... (x — )

1 AQ n
= + +...F
T — T T — To T — Ty

missd Aq, ..., A, ovat vakioita.

(Huomautus. Tamén jalkeen funktion R integrointi on helppoa, silla

/ A = Alog(z — x1).)

r — T



Todistetaan viite tapauksessa n = 2. Silloin

ar + b
Rle) = s, ni s
halutaan esittdd muodossa
Ay Ag
T—T1 X — Ty

missi A, A; € R.

Kirjoitetaan

ar +b _ Ay N As o= o) (@ — )

(x—z)(x—29) T—27 T — 19

minké tulisi pated kaikilla z € R

Téastad on maadrattava luvut Ay, Ay. Poistetaan nimittdjat =

ar +b=Ai(r — z3) + As(x — 1)
<— ar+b= (A1 + As)r — Ajxy — Asxy

Tamén tulee péited kaikille x € R, joten

a = Al + A2
b = —AliUQ — AQ{El
— A+ A

a
= —b = Ajxzo+ Az

Saimme siis yhtdloparin tuntemattomille A; ja As. Tdmén yhtéloparin de-

terminantti on
1 1

T2 I

:.171—1'27&0.

Siten A; ja A, voidaan aina ratkaista.O

Esimerkki 1. Seuraava menetelmé ei perustu ylld olevaan todistukseen.
Maaritamme vakiot Aq, Ay, Az siten etté
1 Al AQ AS

R(z) = z(r—1)(z+1) :?—i_x—l z+1

(6)

missé

1
z(z—1)(z+1)
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on annettu rationaalifunktio, deg P = 0, deg @ = 3, ja @:1la on 0-kohdat

0,1 ja —1.
Ratkaisu.
1. Kerrotaan @ puolittain ” 1. nimittajalla” z

1 A As

— A .
C—D+1) T

2. Asetetaan = 0 (Q:n vastaava 0-kohta)

1
(0—-1)(0+1)

3. Sijoitetaan @:een A; = —1 ja kerrotaan ”2:1la nimitt&jalla”

1 1 A,
=T (@-1)+A —1).
z(z+1) =z (w=1)+ 2+(a:+1)($ )
4. Sijoitetaan z = 1 ("@Q:n 2. 0-kohta”)
! =04+ A +0= Ay = =
1-2 ? 22

1.

z—1

5. Sijoitetaan @:een Ay = %; kerrotaan @ ”3. nimittajalla” x + 1

1 —1 i
_— = 1)— 1)—2 As.
pp— (x+)x+(:z:+) A
6. Sijoitetaan x = —1.
L = A = A3 =
Vastaus:
1 -1 1 1 1 1

rz—1)(xz+1) «x +2:c—1+§x+1’

joka pitee kaikilla x € R poislukien nimittédjan nollakohdat. Edelleen

dx 1 1 1. |22 =1
=—1 —1 —1l+=1 1|+C = =1
/x(m— D 1) 0g|:1:]+2 og |z |—|—2 og |z+1]+ 5108 =
Esimerkki 2. Méaraa Aq, Ao, Az ja Ay siten, etté
]. Al AQ A3 A4
— (7
D@31 -1 @-2 @3 a7

10
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1° A;: kerrotaan x — 1:lla:

1
(x —2)(x —3)(x —4)

= A+ (x—1)(...) (sijoitetaan z =1=)

1 1 _
A—i-si—a ~ =N ="

2° As: kerrotaan x — 2:lla

1
(x —1)(z —3)(z —4)

= Ay+ (x—2)(...) (sijoitetaan z =2 =)

= AQ:AQZ%

3° Ajz: kerrotaan x — 3:lla

1
(x—1)(x—2)(x—4)

= A;+(x—3)(...) (sijoitetaan x =3 =)

= A3:>A3:—

N[

2.1-(-1)

4° Ay: kerrotaan xr — 4:lla

1
(x —1)(z —2)(z —3)

= A+ (z—4)(...) (sijoitetaan x =4 =)

—_

Siis,
NI SR I
(z—1)(z—2)(z—3)(x—4) 6x—1 22—-2 22-3 6x—4

vz e R\ {1,2,3,4}.

Tapaus 3. Jos @ jakautuu reaalisiin 1. asteen tekijoihin, joiden joukossa on
moninkertaisia, on néitd vastaamaan asetettava niin monta osamurtolukua
kuin k.o. tekijan kertaluku osoittaa.
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Esimerkki 1. Olkoon 1

22 (x—1)
Talla on kaksinkertainen O-kohta 0 ja yksinkertainen 0-kohta 1.

R(z) =

Huom! Tété ei voida kirjoittaa muotoon

A A
x r—1

Voidaan kuitenkin 16ytad vakiot A, Ao, As siten, etta

A A, A
R(z) = 5+~ 4+ —=

el 1 A A, A
=S+ =+ (8)

22(z—1) 22 = ax-1

1. Ajz: kerrotaan (8)) = — 1:114

1 Ay Ay
sijoitetaan x = 1, saadaan A3z = 1.
2. Ay: kerrotaan x2:114
1 2. A A
= Al + v 2 + l'z 3
r—1 x rz—1
sijoitetaan x = 0, saadaan A; = —1.
3. AQZ A A
1 1 2 3
— — ==
‘H' x2(z —1) * R A |
1 +x — 1 A2 Ag
2?(x—-1) = x-1
1 A A
—_ =2 S
z(x—1) = x-1
Kerrotaan tamé z:114:
— A 3
P T
Sijoitetaan x = 0, saadaan A, = —1.
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Vastaus:

=— 4+ —— VreR\{01}.
2(x—-1) 22 =z T \ {01}
Tarkistus:
z—l) (m—l)) 1 a:2) 1
- 2 T + z—1
r—1 z(r —1) z?

T2 —1) 2x—1) 22(z-1)

—x+1—a?+2x+22 1

22(x —1) Coa2(z—1)

Esimerkki 2. Etsi luvut Ay, ..., A5 siten etta

1 _A1+A2+A3+A4+A5
(z—13+22 (z-13 (@-12 2z2-1 (z+2)2 z+2

(9)

1. Ay: (9) kerrotaan (z — 1)%lla

1
(v + 27

— A+ (z—1)(...)

sijoitetaan x = 1, saadaan A; = é.

2. A,: Siirretdén @:sséi termi (wfill)r, vasemmalle puolelle ja sievennetdin

0) 1 @27) 1 1 99— (z+2)?
(x — 1)3(z + 2)2 9(z—13 9z —1)3(z +2)2
=2 —dx+5  —(z—1)(x+5) —r—5
9z —-13(x+2)?2 9z —13x+2)2 9w —1)%(x+2)?
Yhtélo @ saadaan siis muotoon
—xr—5 A
* 2+ A;..

Oz —1)2(x+2)?2 (z—1)

kerrotaan (z — 1)%lla

—x—95
——=A —1)(...
9(z + 2)? 2+ (@ )(--)
sijoitetaan x = 1, saadaan Ay = ;—72
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3. As: Tarkastellaan yhtalod @ Siirretddn A;- ja As-termit vasemmalle puo-
lelle ja sievennetdin

3) —r—5 (z+2)2) 9 1 3(x +5) — 2(x + 2)?
+ — —
I —1)*(x +2)? 27 (z — 1)? 27(x — 1)2(z + 2)2
_ 2@-D@+3) 2 a+]
T2z —1)2(x+2)2 27 (z—1)(z+2)?

Siis @ pitee <—

2 z+1 A
il 2 =2 AL
27 (x—1)(z+2)?2 z-—1
kerrotaan (z — 1)%lla
2 :L‘—f-%
— =A —-1)...
Y wrop  etlE-D
sijoitetaan x = 1, saadaan A3 = %3% = 2%

4. Az (9) kerrotaan (z + 2)%:lla

1
@1y =A+(z+2)(...)

sijoitetaan x = —2, saadaan Ay = ;—71

5. As: Siirretdan @:sséi Ay-termi vasemmalle puolelle. Tarkastellaan vasenta
puolta. (Huom! Ay, Ay, As, As-termit ovat oikealla puolella.)

1 11 2T+ (x—1)
@— 1P +2? 2 (@27 2@ 1P +2)?2

(10)

T&ssa

21— (z =10 =27T4+2°-32°+32 - 1=2"-32* +32+26 =0

Tiamé toteutuu kun x = —2. Jaetaan polynomi z° — 322+ 3z + 26 polynomilla
x + 2, saadaan z? — 5 + 13.
r? — 51 + 13 A
(10) = = 0 4
27z —1)3(x+2) x+2

1

kerrotaan x + 2:lla ja sijoitetaan x = —2, saadaan A5 = —5-.
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Tapaus 4. Jos @ sisiltéd tekijin o2 + pr + ¢, missé p, ¢ ovat reaalisia kertoi-
mia ja ko. tekijan 0 -kohdat eivit ole reaalisia, on sitd kohti muodostettava
osamurtoluku

AlfL‘ + AQ

————— A, A2 € R ovat vakioita.
T4 +pr+4q

Esimerkki. Kirjoitetaan

1 Al A2$+A3
= -4 = - 11
r(z?4+1) =z * 2?2 +1 (11)

missé vakiot A;, Ay, A3 halutaan saada sellaisiksi ettd toteutuu kaikilla
z € R\ {0}.
1.A;: kerrotaan polynomilla x.

1 Ay + A
2+1_A1+x2l‘+3_
i

Sijoitetaan x = 0, saadaan A; =1

2. Loput kertoimet ratkaistaan ([L1):std sijoittamalla A; = 1. Saadaan

Asz + Az 1 ?+1) 1 1—(a?41)  —a? —x

24+1 z(z2+1) r z(a2+1) _x(x2+1):x2+1

kerrotaan z2 + 1:1l4, saadaan
AQZ’ + A3 = —X.

Koska tdméan taytyy péted kaikilla x € R, saadaan Ay = —1 ja A3 = 0.

Yhteenveto tapauksista 1-4. Rationaalifunktio R = g missd () on tulo
muotoa
(x—a)" ja 2*+pr+q (p®—49<0)

olevista tekijoisté, voidaan kirjoittaa summana muotoa

1 ) Ar + B
S — a e —
(x —a)* ) 2?2 +pr+q

olevista termeistéa.
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2.4 Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

Olkoon a € R ja olkoon f reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio, joka on
maéadritelty jossain a:n punkteeratussa ympéristossa

B'(a,r) := B(a,r) \ {a}

(B(a,7) ={y € R ’ ly —a| < r}). Tassd r > 0.

Maéaritelma 2.6 Funktiolla f on pisteessd a raja-arvo b, jos jokaista lukua
s > 0 kohti voidaan 16ytéda sellainen luku r» > 0 etta

[f(x) =0 <s (12)

kaikille z, jotka toteuttavat |x — a| < r.Télloin merkitdan

lim f(x) = 0.

r—a

Ajattelutapa: f:n raja-arvo on b, jos ” f(x) on ldhelld b:td”kunhan "z on
riittavén lahelld a:ta”.

Esimerkki 1.
Olkoon f(z) =18 Vx € R ja olkoon a = —7. Osoita , ettd

lim_f(xz)=18.

r——7
Ratkaisu. Olkoon s > 0 mielivaltainen. Tarkastellaan lauseketta
|f(xz) —b] =]18 — 18] = 0.

Téma on kaikille x € R pienempi kuin s (koska s > 0). Valitaan esimerkiksi
r=1.Jos |z — (=7)| <r, niin |f(z) — 18| < s.

Esimerkki 2. Olkoon f(z) = 22, a = 10. Osoita, etti
zlgﬁloﬂx) = 100,
kun s > 0 on annettu.

Todistus. 1. Tarkastellaan lauseketta

|f(z) —100] = |2*—100] = |2 — 10|

= [(@ =10)(z + 10)| = [z — 10[[z + 10| (13)

Yleensé pyritddn kirjoittamaan/arvioimaan ylhéélta lauseketta

|f () — 100]
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muodossa
|z — 10| - jotakin.

2. Merkitdén ”jotakin”= A(X). Kéyttden tietoa, ettd x on lihella pistettd
a (voidaan esimerkiksi aina olettaa ettd |z — a| < 1) pyritddn 16ytdméén
ylaraja M lausekkeelle A(z). Nyt

A(z) = |z + 10|.
Péatee myos
|z —a| = |z —10| < 1.

Niin ollen x € ]9, 11[, joten A(x) < 30 (yhtd hyvin 100, 500, tms.). Oletetaan
M = 30.

3. Valitaan

s s s
" M+1< M 10000 T 10M £ 108 )
4. Todetaan ettd Madritelmé 2.6 (sivu [16) toteutuu: Jos |z — 10| < r, niin

|f(z) —100] < |z — 10|z + 10|

< T-M:H%-MZSM+1<3,
1
<

kohdan perusteella | f(z) — 100| <s. O
Esimerkki 3. Olkoon

fx) =

23,z on rationaalinen
0, x on irrationaalinen.

Viite:
lim f(z) = 0.

x—0

Todistus. Olkoon s > 0.

1. Tarkastellaan lauseketta

3
- =l ={ o fmreR o

Siis aina

|f(z) — 0| < |23 = |z||z|* Vz €R.
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2. Téméi on muotoa |x — 0] - A(z), missd A(z) = |x]%. Jos esim. |z — 0] < 1,
niin |A(z)| < 10 =: M.
3. Valitaan r := min (MSH, 1).

4. Néytetdn, ettd Médritelmd 2.6 (sivu [L6) pétee: Jos |z — 0] < r, niin

S
M =
M+1 M1

[f(z) = O < Jof® = |a| - A(z) <7 - M < <s

O
Lause 2.7 Jos funktiolla f on raja-arvo pisteessé a, niin silloin kaikille s > 0

voidaan loytaa r > 0 siten, etta

lf(zx) = fly)| <s, kun|z—a|l<rijaly—al<r (14)

Téta lausetta voidaan kédyttdd, kun osoitetaan, ettd funktiolla ei ole raja-
arvoa jossakin pisteessa.

Esimerkki. Maaritellaan

) = 3, kun z > 10
11, kunz <10 °
Viite: f:114 ei ole raja-arvoa pisteessia = = 10.
Todistus. Olkoon s = % jar > 0. Valitaan x siten, etta
10 —r < x < 10,
misté seuraa
|z — 10| < 7.

Ja y siten, ettd
10 <y <10+,

mista seuraa
ly — 10| < 7.

Nyt
[f@) = fl=[1-3]=2>s.
Niin ollen Lause 2.7 (sivu ei toteudu; ei ole raja-arvoa. O

Kun halutaan osoittaa maaritelmén 2.6. avulla, etta

lim f(z) = b,

r—a

18



niin tutkitaan lauseketta | f(x) —b| ja pyritddn estimoimaan sitd (kun z ~ a,
esim. x € Ja — 1,a+ 1] eli |z — a|] < 1) lausekkeella

|z — al - jotakin

missé ”jotakin”on rajoitettu (< M, ei riipu z:sti).
Esimerkki 1. Olkoon f(z) = x® — 107x. Osoita, etti

hI% f(z) =27 — 307.

Patee
J— J— — 3_ J— I
|f(x) — (27 — 307)| | 2° — 10wz — (27 — 307) |
f raja-arvo

= |2° - 3% — 107z + 307 |
N—_—— ————

(A-ey) < |2°—3%+]|— 107z + 307

= |(z —3)(2* + 3z +5)| + | 107z + 107 - 3|
107(3—)

< |z —3||z* + 3z + 5] + 107|3 — x|

= |o—3|(Ja” + 3z + 5| + 107) .

=:A(x)

Arvioidaan lauseketta A(x) kun x on ldhelld tarkastelupistettd, esimerkiksi
kun
|z —3| < 1lelize]24].

Talloin
A(z) < |2 + [3x| + |5] + 107 < 16 4+ 12 + 5 + 107 < 100.
Olkoon s > 0. Valitaan r = min (18—0, 1). Silloin
f(x) — b = | f(z) — (27 — 307)| < |o — 3] - 100 < - 100 < ﬁiOO:s,
jos |x = 3| <.
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Esimerkki 2. Osoita

: 1 1
lim = -
=5y —1 4
Patee
1 1‘_4—35—1—1_ S—uw — |z 5| 1
r—1 4 |4@x—-1)| |4z-1)| |4(z — 1)]
=:A(z)
Oletetaan, ettd € B(5,1) = |4,6]. Estimoidaan A(z):44:
1 1
Ax) = 1
@) = S 13
Olkoon s > 0. Siis: .
7~ 21 <5
kun valitaan r = s ja |[x — 5| < r.
Esimerkki 3. Olkoon f(z) = mz® + § + —5. Osoita, etté
1
lim f( )=-—-mT+ =.
r——1 2
Estimoidaan:
[f@) = (=7 +3)| = 72’ +3 +xT2 ( 7T_*+1)’
= |ma? +7r+ +3 +z+2 1
< |’ +7T|+|”J 2\+|x+2 1|
= 7la® + 1| + o + 1] + |2
= 7|z + 1]|2? —x+1]+2\x+1\+|x+1||xi2‘
1
= 1 — 1
lz+ 1| (z|2* —z + 1|+ = +| +2|)
=:A(z)
Oletetaan, etta
|z — (-] =]z +1] < 1/2
eliz e B(~1,3) =]-3,—4| Silloin
1 1 9 3 1
Ax) < 2 D+ -+ —7—F 1 2 < 30.
(z) < 7w(|z?] + |=| + )+2+| 3/2+2| (-~ +2+)+2+
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Olkoon s > 0. Valitaan r = min(5, 3). Pétee
1
|f(z) — (=7 + §)| <s, kun |z — (=1)| <.

Usein annetun lausekkeen raja-arvo lasketaan kdyttden entuudestaan tun-
nettuja raja-arvoja ja seuraavaa tulosta:

Lause 2.9. Olkoon f, g reaalimuuttujan funktioita, zo € R, ¢ € R. Oletetaan

I f(x) = a (15
xli_}rglo g(x) =D. (16)

Silloin pétee:

) T (f(2) + g(0)) = b
b) lim, ., kf(2) = ka

c) lim, 4, f(7)g(x)) = ab

d) jos b # 0, niin lim,_,, % —a

Todistus. a) Olkoon s > 0 mielivaltainen. Koska ja patevat, on
olemassa r; > 0 siten etté

|f(z) —al < g, kun |z — xo| <1
ja ro > 0 siten etta
lg(x) — 0] < %, kun |z — x| < 7ro.
Valitaan
r = min(ry,re) > 0.

Olkoon |z — xo| < r. Pétee

S

F(@)+9(@)~(ab)] < |f(@)—a+g(@)—b] < |f(@)—al+lglx) b < +5 =5
O
Esimerkki 1. Lasketaan

lirrl—Cth_\/a

z—0 €T
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kun a > 0 on jokin vakio.
Osoitetaan ensin, etté

lir%\/a—l—x = .

Todistus. Olkoon s > 0 mielivaltainen. Valitaan r = y/a - s. Oletetaan, etti
|z| < r. Silloin

_ |(aTE e Va)aTE - Va)
’\/a—l—x—\/a‘ = VaTitva

at+x—a

Patee

vatz—+a 1 x 1

x o \/a+x+\/52\/a+x+\/5
Lauseesta 2.9 (sivu seuraa

iy YO T T~ Vva y 1 lim, o1 1
im ~—————~— = lim = -
z—0 x =0 /a+z++a (lim,_ova+z)++a 2ya

O

Esimerkki 2. Laske
lim —\/a~|——x —Va
2=0 b+ — Vb’

missa a,b > 0 ovat vakioita.

Ratkaisu.
lim vat+z—ya lim x Vb+z+ Vb
= btz —b 0 Jatz++a T

Vb +z+ Vb
Vat+z+./a
2vb  [b

2v/a Va

Maéritelma 2.10. Olkoon f mééritelty vélilla |y, a[, missd y < a. f:114 on
vasemmanpuoleinen raja-arvo b pisteessa a, jos kaikille s > 0 16ytyy » > 0
siten etta

= llmzﬁo

|f(z) =0 <s, kuina—r <z <a.
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Merkitaan
lim f(x)=0.

r—a—

Sanoin: Olkoon f madritelty vélilld |a, y[, missd y > a. f:ll4 on oikeanpuo-
leinen raja-arvo b pisteesséa a, jos kaikille s > 0 1oytyy r > 0 siten etta

|f(x) —bl<s, kina<z<a+r.

Merkitaan
lim f(x)=0.

r—a+

Lause 2.11. Olkoon a € R, ja olkoon f méaéritelty jossain a:n punkteeratussa
ympaéristosséd. Funktiolla f on raja-arvo b pisteessi a, jos

lim f(z) =b= lim f(x).

r—a— T—a+

Maéritelmi 2.12. Oletetaan, ettd f on méiritelty jollain valilld |e, ool.
Sanomme, ettd f:ll4 on pisteessd oo raja-arvo b, jos kaikille s > 0 voidaan
loytaa M > 0 siten, etté

|f(2) = b] <5,
aina kun z toteuttaa ehdon x > M (” f(z) poikkeaa b:std vain vihén, kun x
on suuri”).

Vastaavasti méaritelldén raja-arvo pisteessi —oo. Oletetaan ettd f on méaritelty
vélilld |—oo, ¢[, ¢ € R. Raja-arvo on b, jos ¥V s 3 M > 0 siten, ettéd | f(z)—b| <
s kun x < —M.

Maaritelma 2.13. Oletetaan, ettd a € R ja f on mééritelty jossain a:n
punkteeratussa ympéristossd. Sanomme, ettd f:ll4 on raja-arvo oo pisteessé
a, jos kaikille M > 0 on olemassa r > 0 siten, ettd f(x) > M, kun z toteuttaa
ehdon |z — a| < r. Vastaavasti raja-arvo on —oo, jos kaikille M > 0 on
olemassa r > 0 siten, ettd f(z) < —M, kun z toteuttaa ehdon |z —a| < r.

Harjoitustehtava. Madrittele

1. vasemman- ja oikeanpuoleinen raja-arvo oo tai —oo pisteessi a.

2. madrittele raja-arvo oo pisteessa oo.
Esimerkki 1. Olkoon
f@) = fRV{0} - R.
Tutki f:n toispuoleisia raja-arvoja 0:ssa.
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Ratkaisu. Oikeanpuoleinen: Olkoon x > 0. T&lloin

x
fla)=1==1
||
ja
lim 1=
z—0+4
Samoin, jos x < 0, patee
x
= — —1
fla) ==
ja
lim f(z)=-1.
rz—0—

Siis, vasemmanpuoleinen raja-arvo on -1 ja oikeanpuoleinen raja-arvo on 1;
raja-arvoa pisteessd 0 ei ole.

Esimerkki 2. Olkoon

1

f(zx) :m, f:R\{-3} = R.

Viite: Pisteessd —3 raja-arvo on oo.

Todistus. Olkoon M > 0. On 1oydettava r > 0 siten, etté jos |z — (=3)| < r,

niin f(x) > M. Valitaan r:ksi joku luku joka on pienempi kuin ﬁ, esimerkiksi

r = 5. Jos nyt |z + 3| < r, niin
1 1 1
lz+3] " 5
O
Esimerkki 3. Olkoon ]
= 2.
/(@) 2+7 *
Viite:
A, /(@) =2.

Todistus. Olkoon s > 0. On loydettiva M > 0 siten, ettd |f(x) — 2| < s,

kun x > M. |

247

|f(z) —2[ =
Olkoon esim. x > 10. Talloin

1 < 1 < 1 <
24+7 10x+71 10z =z
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Jos M > max(10, %) ja z > M, niin

1 1 1
]f(az)—2|<—<M<I:s
O
Esimerkki 4. Vastaavasti osoitetaan
. 1
lim — =0, neN.
r—00 N

Esimerkki 5. Olkoot m ja n luonnollisia lukuja. M&aaraa

A T™ + Q2™+ ag

lim ,

=00 b 4 b, a4 4 by
missé aj, 7 =0,...,mjab;, 7 =0,...,n ovat reaalisia vakioita ja a,, # 0 #
by

a) Tapaus n < m:

lim, oo -+ = lim, o 7 p
(b + A )

1 m—na’m—i_'”—i_%

= lim, ,x _

Kaytetddn apuna seuraavia péatevia tuloksia niitd téssa todistamatta:

e jos lim, . f(x) = 00 ja lim, o g(z) = a(# 0,€ R)
niin lim, ., f(x)g(z) = 00
e jos lim, .o f(x) =ajalim, .o g(x) =0

niin lim, o, f(x)g(z) = ab

Kaavassa

zlirglox =00
ja
U+ + 2%
:ch—{gob 4 o T(GR’#O)

Tuloksen ([2.4]) nojalla raja-arvo on co.
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b) Tapaus n =m

lim --- = lim z = —
r—00 ac—>oob+nl+ +b0

c¢) Tapaus n > m

Loy + "2+ + 2

lim --- = lim — - Z”m
— n
T—00 T—00 b + _i_m%
T&ssa
. 1
lim =0,
T— 00 a:nfm
ja

U+ P2 4 28 qy,
lim »
T—00 b + n 1 + + 72 bn
Tuloksen ([2.4]) nojalla raja-arvo on 0.

Esimerkki 6. Laske
i V22— VT
=00 VT + — \/5

Ratkaisu:

8

+

(]
|

<<l

lim,

SHRS
++
O

|

1

Vitl-z
— V) (VT +2+ /) Vi+1++/z

= lim, e

]H

(Ve

= lim, .o

WWE (Ve FI-Vo)(Vo+ 1+ +/a)
rT+2—x Vr+1++/x

\/x+2+\/§. r+1—x
Vr+1+x

VI +24+/x
VI 1414z
NG 1+g+\/§
\/—( 1+141)
N

1+ = +1)

= lim, e

= lim, .o 2

= lim, .2

= lim, .2
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Maésritelmé 2.14. Olkoon a € R?, ja f médriitty jossain a:n ympéristossi.
Silloin f on jatkuva pisteessi a, jos

lim f(x)

r—a

on olemassa ja

lim /(x) = f(a)

Tr—a
Toisin sanoen, f on jatkuva pisteessé a, jos mielivaltaisella s > 0 on olemassa
r > 0 siten, ettd

[f(z) = fla)] <s,
kun |x —a| < 7. Jos f ei ole jatkuva a:ssa, sanotaan etti se on epéjatkuva.

Esimerkki 1. Olkoon

2?2 kun x >3
1, kunax <3

Pisteessa 3:

lim f(r)= lim 1=1, lim f(z)= lim 2* =9.

r—3— r—3— r—3+ r—3+

Néin ollen f:114 ei ole raja-arvoa pisteessd 3, joten se ei ole jatkuva.
Esimerkki 2. Olkoon

225 kunz#1
f(a:)—{ 8, kun x =1

Talloin pisteessa 1:

lirq f(z) = lirr% 20 —5 = —-3.
Patee
lim £(x) # £(1),

joten f ei ole jatkuva.

Mairitelmi. Sanomme, ettd f on jatkuva vélilld |a,b[,a < b, jos f on
jatkuva jokaisessa vélin pisteessé.

Esimerkki 3. Maaratdan f seuraavasti:

f(z) = 1, kun z rationaalinen
| 0, kun z irrationaalinen

Téalla ei ole raja-arvoa missédén pisteessd x € R, siis f ei ole jatkuva misséan
pisteessd r € R.
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Esimerkki 4.

) = x, kun x rationaalinen
0, kun z irrationaalinen

T&lloin pétee
lim f(x) =0, f(0)=0.
r—
Naemme ettéd, f on jatkuva pisteessid 0. Voidaan osoittaa, ettd se ei ole jat-
kuva missdin muussa pisteessa.
Heuristinen selitys: ” Pomppiminen vaimenee, kun x — 0.
Esimerkki 5. Néayta jatkuvuuden maéritelméan perusteella, etta
1
r) =~ — 32?
fla) =

on jatkuva pisteessa 2.

Ratkaisu. Olkoon s > 0. On 16ydettava r > 0 siten, ettd
1
|f(z) — (5 —12)| < s, kun |z — 2| <.

1° Tutkitaan lauseketta

1 23
|f(z) + S| eli |; — 32% + ?|;

pyritdén estimoimaan lausekkeella |z — 2| - A(x), missd |A(x)| rajoitettua,
kun esim. |z —2| < 1, eli x € |1,3][.

Kirjoitetaan
11322 - (3 -12)] = |1 —-1-3z2+12
(B-ey) = |2 —1[+]—322+3-22)

= |55+ 13(2° - 2?)]
= |x—2]-‘21—x‘+3|2—$|]2+x|

= |z —2| [ +3I2+ 2]

(wel,3) < |o—2[}+15]

IA

|z —2|-30
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2° Oletetaan r = 55. Jos |r — 2| < r, niin

S

1
o=@ -G -1 <s O

|z —2| <

Maaritelma 2.15. f on oikealta jatkuva pisteessé a, jos

fla) = lim f(a).

T—a+

Samoin, f on vasemmalta jatkuva pisteessi a, jos

fla) = lim f(a).

r—a—

Maéaritelmi. Olkoon U C R avoin osajoukko. f on jatkuva U:ssa, jos se on
jatkuva jokaisessa U:n pisteessé.

Maéritelma 2.16. Olkoon f : [a,b] — R annettu. Se on jatkuva vélilla
[a,b], jos se on jatkuva kaikissa = € |a, b[ ja lisdksi oikealta jatkuva a:ssa ja
vasemmalta jatkuva b:ssa.

Edelleen, f on paloittain jatkuva [a, b]:ssd jos f on jatkuva k.o. vélilld lukuu-
nottamatta adrellistd méaaras pisteité, joissa silla on vasemman ja oikeanpuo-
leiset ddrelliset raja-arvot. Lisdksi f:n tulee olla a:ssa oikealta jatkuva, b:ssé
vasemmalta jatkuva.

Esimerkki. Olkoon a € R ja

2241, kunz <1
r+a, kunaxz>1

=1
Tehtédvanid on méaarita a siten, ettd f on jatkuva R — R.

f(1) =2
lim, .;_ f(z) =lim, ., 2?+1=2
lim, 14 f(z)=1+a

Valitaan a = 1, jolloin

lim f(x)=2= lim f(z)= f(1).

r—1— r—1+

Télla valinnalla f on jatkuva (koko Ri:ssé).

Esimerkki. Olkoon a € R. Maaritelldan

f(x):{ a:—é, kun z < a '

1—2°, kunz >a
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Haluamme valita luvun a siten, ettd f on jatkuva (R:ssd). Pitee

fla)=a—1
lim, . f(x) =a—1

lim, o f(z)=1-a?

Néin olen f on jatkuva kun a valitaan siten, etta

a—1=1-—a?
= a®*+2-2=0
e a=1Va=—2.

Lause 2.17. Jos f ja g ovat jatkuvia pisteessé a (avoimessa joukossa U),
niin funktiot f 4+ ¢ ja f - g ovat jatkuvia a:ssa (U:ssa).

Jos liséksi g on # 0 pisteessi a (joukossa U) niin § on jatkuva pisteessi a
(joukossa U).

Todistus. Lause 2.9 (sivu2l). O
Seuraus. Polynomit ovat jatkuvia.

Lause 2.18. Jos f on jatkuva ja g on epédjatkuva pisteessd a, niin f 4+ g on
epéjatkuva.

Todistus. Jos f + g olisi jatkuva, niin
g=f+tg-—f=f+g9+(=f)
—— =~
jva jva
on jatkuva, ristiriita. O

Lause 2.19. Jos f on jatkuva ja # 0 pisteessi a ja g on epéjatkuva, niin fg
on epéjatkuva.

Todistus. Jos fg olisi jatkuva, niin myos g olisi:

O



Molemmat ovat epédjatkuvia pisteessd x = 3, Mutta

z+1, >3
g ={ " 12

on jatkuva.

Esimerkki. Oletetaan

o =-2p gt ={ %, 173

missd g on epajatkuva. Mutta fg on jatkuva:

lim (z —2)%-32=0, lim (z —2)*-(=32) = 0.

T—2+ T—2—
Lause 2.20. Oletetaan ettd f ja g ovat jatkuvia pisteessi a. Silloin

= [f(x)] Ja x e max(f(x),g(x))

ovat jatkuvia.

Todistus. Olkoon s > 0 annettu, f jatkuva a:ssa. Voidaan 16ytaa r» > 0 siten,
etta s
|f(z) — fla)] < Y kun |z — 2| <.

Osoitetaan, etta

< S.

1)~ Il

Mutta nyt pétee

A-€Y
~~
<

1)~ Ifal

F(@) = f@)] < 5 <, kan |o —a] <
Samoin

wax(f.g) = 5(1f = gl + / +9)

on jatkuva. O

2.5 Trigonometriset funktiot

Funktiot sin R — R ja cos R — R voitaisiin mééritella sarjoilla

3 5

x x s x
Slnx—l’_y‘i‘i_. nz_:o m

2n+1
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.TZ .T4 .CE6 o) 2n

W X
cosle—a%—ﬁ—a...:g::o(—l) )

Koska emme vield ole perehtyneet sarjateoriaan, asiaan palataan Analyysi
[II:ssa.

Edella mainituista kaavoista voidaan johtaa seuraavat perusominaisuudet:
1° sin0 =10, cos0 =1
2° sin?x 4 cos?r =1
3° Yhteenlaskukaavat:
3. Yhteenlaskukaavat:
e sin(z +y) = sinxcosy + coswsiny

e cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny

sin x =1

4° lim,, o 2

Geometrinen tulkinta

Voidaan osoittaa:

sin # = kehépisteen y-koordinaatti

cos f = kehépisteen z-koordinaatti

kun 6 € [0, 27] on kulma radiaaneissa (katso Kuvat (1) ja (2)).

Toinen geometrinen tulkinta: Suorakulmaisessa kolmiossa (katso Kuva (3)))

sinf =

cosf =

Qla

Lause 2.21. Funktiot sin ja cos ovat 2m-jaksollisia, eli
sin(z + 27) = sinz, cos(x + 2m) = cos .

Lisaksi
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radiaani = kehan
tuus

-1 1 pos. x-akseli

Kuva 1: Geometrinen tulkinta ympyrassé

Kuva 2: Geometrinen tulkinta ympyréassa

33



Kuva 3: Geometrinen tulkinta kolmiossa

o |sinz| <1, |cosz|<1VreR

e sin0=0=sinm,
O<sinz,kuin0<z<m
0>sinz, kun m < x <27

° cosg:O:cos%”,
cos:c>0,kun0<x<§ja37’r<:c<27r

s

cosx<0,kun§<x<37“.

Némé voidaan johtaa edellelld mainituista sarjaesityksista.

Maaritelma 2.22. Méaritellddn seuraavat trigonomiset funktiot:

Tangentti: tanz = B2 g £ 5+nt neZ

cosx’

Kotangentti: cotz = &2 x #nwr ne€Z

Sekantti: secx = -1 r#5+nt nel

coszx’

Kosekantti: cscx = ——, 2 Anm n € Z.
s T

Suorakulmaisessa kolmiossa pétee

tanf =

cotf =

SO oo
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Trigonometristen funktioiden ominaisuuksia
Lause 2.23. Funktio sin on pariton, cos parillinen:

sin(—z) = —sinz, cos(—x)=cosz VYV z€R.
Todistus. Yhteenlaskukaavoista seuraa

sin0 = sin(z + (—x)) = sinz cos(—x) + cos z sin(—x) (18)

cos 0 = cos(x + (—x)) = cosx cos(—x) — sinzsin(—z). (19)

Kerrotaan yhtélo sin x cos x:114:

0 = sin®  cos(—x) cos x + cos® x sin x sin(—=z) (20)
Kaavasta seuraa
cosz cos(—x) = 1 + sinxsin(—x). (21)
Sijoitetaan tdma :een, saadaan
0 = sinz z(1 + sinz sin(—x)) + cos? z sin z sin(—x)

= sin® z(sin? ¥ + cos® x)(sin z sin(—x))
—_—
=1
= sin*z + sinx sin(—x)

Jaetaan sinz:1la (kun x # nr), saadaan

0 =sinz +sin(—z) <= sin(—z) = —sinz O
Kaava cos z = cos(—z) seuraa ([18):sté sijoittamalla saatu sin(—z) = —sinz

ja jakamalla sin z:114.
Poikkeusarvot x = nm jne. hoidetaan ”késityond”. O
Seuraus. Funktiot tan, cot ja csc ovat parittomia ja sec parillinen.

Lause 2.24. Jos z # 5 + nm, niin
tan(z + 7) = tanz.

Jos x # nm, niin
cot(z + ) = cot x.
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Todistus.

=0
sin(x +m)  sinxzcosm+cosrsinm  sinz cosT

tan(z 4+ m) = e , i = = tanw,
cos(xr +pi) cosxcosw —sinrginmT  COST COST

=0

1
t pu— pu— pu— t
cot(x + ) tan(x +7)  tanx core

O

Huomaa myds, ettd sinz = cosx, kun x = 7. Kaavasta (19) saadaan siten

(sinf)? 4 (cos T)* =1 = (sinZ)* + (sin §)* = 2(sin §)?
= (sinf)?=;=sin] =5
Néin ollen:
cosf = %,
tanf = 1=cot7,
cscy = secy = V2

Muita kaavoja trigonometrisille funktioille
o 1+tan’z =sec’z, kun x # 5 +nn
o 1+cot?xr =csc?x, kun = # nrw
e cos2r =cos’z —sin®x =1 — 2sin’x = 2cos?x — 1
e sin2x = 2sinzcosx
Todistus. Yhteenlaskukaavoilla. O

Lause 2.25. Funktiot sin ja cos ovat jatkuvia.

Todistus. Sini: Kaavat

sin0 =0 (22)
ja '
lim > =1 (23)
z—0

patevét. Olkoon s > 0. Talloin :Sta seuraa, etta

sinx
—1| < s, kun |z| < r.

37 > 0 siten, etté |
x
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Nyt

sinx

|sinz| = |sinz —x + x| < |sinx — z| + |z| = |z|

o 1’ Lol (24)

Y114 nahtiin, ettd on olemassa r’ > 0 siten, etté

sinx

— 1‘ <1, kun |z| < 7.
T

Jos |z| <1’ yhtélosta seuraa
|sinz| < 2|x|.

Tasta seuraa
lim sinz = 0.

z—0
Yhtalon ja jatkuvuuden méiritelmén nojalla sini on siten jatkuva 0:ssa.

Edelleen,
0<1-—cosz= 2sin2§ < 22% kun |z| <7’

Siis,

0<1-—cosz < 2r® = lir%(l —cosz)=0 = lir%cosa: =1,
Ja cos on jatkuva pisteesséa 0.
Olkoon y € R. Yhteenlaskukaavasta saadaan

= sinycosx 4 cosysinx
= lim,_osin(y + z) = lim,_(siny cos z + cos y sin x)
= sin y(lir% cos ) + cos y(lin% sinz)

sin(y + x)

=1 =0
= smy.

Siis, sinin raja-arvo pisteessd y On siny. Siksi sini on jatkuva pisteessi y.
Vastaavasti todetaan kosinin jatkuvuus. O
Esimerkki 1. Laske
. l—cosz
lim ———.
z—0 xz

(25)

Pétee
cos2y = 1 — 2sin’y
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kaikilla y € R. Sijoitetaan y = £, saadaan

. 1—-(1-2sin®2  1sin®%2 1 sinZ., 1
= lim = lim ———= = = lim( ) =,
z—0 2 z—0 2 (%)2 2z—0" Z 2
koska .
. sinZ
lim 2 — 1.
z—0 Z
Esimerkki 2.
1 —cosz 1 —coszx T 1—cosz
lim ——— = lim T — = (lim )(lim z)(lim ——) =0
z—0  sinz z—0 2 sin a—0 2 z—0 " ‘z—0sinx
Esimerkki 3.
. sin2x . _sin2x . siny
lim = lim 2 = 21lim =2
x—0 xz—0 21 y—0 7y
Esimerkki 4. Olkoon k£ € N. Laske
. z®
lim
z—0tanx — sinx
Ratkaisu.
I 7! 1 ! I 7’
im, g ————— = lim, ¢ ————— = lim —
7 tanz —sinz TTU ST ging  a—0sinx(—— — 1)
COSg’) cos T 2
. T CcoS T . T T
= lim, g ——— = lim ——(cos z)z
sinzl—cosx =+—0sinxl—coszx
X @’ k-3
= (limy,_o —)(lim (lim cos x)(lim z"7)
sinxg’ 'z—01 — cosz’ z—0 z—0

1-2-1-lim, gz

k—3

0,
2,
A,

+00,

Trigonometrisid funktioita sisiltavistd yhtaloista

Ratkaisemisessa kiaytedidn trigonometristen funktioiden periodisuutta, yh-

teenlaskukaavoja ja kekselidisyytta.

k>3
k=3
k=2
k=1

Esimerkki 1. Olkoot P ja @ polynomeja. Ratkaise yhtélo

sin(P(x)) = sin(Q(
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Ratkaisu.
P(z) = Q(x)+ 27k, jollekin k € Z

P(x) = (m—Q(z))+2m-k, jollekin k € Z .

Yhtéalo palautuu siten polynomin 0-kohtien etsimiseen.

Esim.
Px)=2+1, Qx)=5zx+n

jolloin yht&lo on
sin(z? + 1) = sin(5z + 7).
Silla on seuraavat ratkaisut:
i)
2>+ 1=5br+7+2r-k
— 2*-bhr4+1l—-nm—-2n-k=0

5+4/25—4(1—7—27k)
— T =

3 .

Téassé oltava x € R, mika patee kun kokonaisluku k toteuttaa

214
95 — A1 — 7 —27k) > 0 el szﬁ,
T

i)
P+ l=br+r+r—2+21-k &= 2°—4do+1-2n(k+1)=0

Tamaé ratkaistaan samaan tapaan.

Huom! Jos f, g ovat mitd tahansa reaalimuuttujan funktioita, yht&lo

sin(f(x)) = sin(g(x))
palautuu yhtaloihin

flx)=g(x)+2r-k, keZ ja flr)=m—g(x)+2r-k, keZ.

Esimerkki 2. Olkoot f, g annettuja funktioita R — R. Yhtélo

cos(f(x)) = cos(g(z))

toteutuu jos ja vain jos

flx) =g(x)+2nk, keZ tai f(z)=—g(x)+2nk, keZ
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Samoin

tan(f(x)) = tan(g(z))

flx)=g(x)+ 7k, kel
(:){f(x)%g—l—kﬂ#g(x) VkeZ.
Samoin

cot(f(x)) = cot(g(x)).

(Harjoitustehtavé.)
Esimerkki 3. Olkoon P(z) ja Q(z) polynomeja. Ratkaise yht&lo
tan P(z) = cot Q(x).

Ratkaisu.
ton P(2) = cotQ(r) <= el _ wndls
sin P(z) sin Q(x) = cos Q(z) cos P(x)

()
sin P(z) sin Q(x) — cos Q(x) cos P(z) =0
cos(P(z) + Q(z)) =

P(r)+Q(z) = 5 + k7r jollekin k € Z

reeny

Téssd « oltava sellainen, ettd tan P(x) ja cot Q(m) ovat médriteltyj.

Esimerkki 4. Ratkaise

cosz - cos(zx+1)=1. (26)

Koska |cosz| < 1, toteutuu jos
cosr = 1 tai Cosx = —1
cos(z+1) = 1 cos(z+1) = -1

r = 2m-k kel tai = n+2n-kkeZl
r+1 = 2n-n,ne :1:'—1—1 = nm4+2r-n,nel

<~ 1=2r(n—k),n,k€Z tai 1=2n(n—k)nkecZ.
Yhtalo 1 = 27(n — k) ei toteudu milldén n, k
1
o=
~~  2(n—k)
€R\Q
€Q

Esimerkki 5.
sinx + cos(2m + x) cos(x + 1) = 3

<2

Ei ratkaisua.
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2.6 Funktioiden yhdistdminen

Esimerkki. Tarkastellaan funktioita
f:x s sinz.
Funktion f voidaan yhdistda funktioista
T — sinz ja y — y>
Vastaavasti z — 25" V7 on yhdistetty funktioista
T — /T,y siny ja z — 27
Maaritelma Olkoon A, B,C,C R, ja f: A — B,g : B — C. Madéritelladn

yhdistetty kuvaus
go f(x):=g(f(x)).

Funktioiden yhdistdminen on liitdnnaista: Olkoot A, B,C,D C R, f: A —
B,g: B— C,h:C — D. Silloin patee

(hog)of=ho(gof).
Néin ollen voidaan merkité

hogofi=(hog)of.
Harjoitustehtivi. Olkoon f(z) = sinz, g(x) = 2%, h(x) = \/|z| + 1. Laske
fo(h+k)ja(g+2k)of.

Lause 2.26. Oletetaan ettd f : A — B on jatkuva pisteessd a € A ja
g : B — C on jatkuva pisteessid b := f(a) € B. Télloin g o f on jatkuva
pisteessi a.

Todistus. Olkoon s > 0. Halutaan 16ytaa luku r > 0 siten, etté
lgo f(x) —go f(a)| <s, kun |[x —a| < 7.
Koska g on jatkuva b:ssé, on olemassa r’ > 0, jolle
lg(z) — g(b)] < s, kun |z —b] <7’ (27)

Koska f on jatkuva a:ssa, on olemassa r > 0, jolle

|[f () = fla)l = [f(z) — bl <+, kun |z —a <. (28)
Yhteenveto: jos |z — a| < r, niin | f(z) — b] < r’. Silloin ([27)):sta seuraa

l9(f(x)) = g(b)| < seli|go f(z) —go fla)] <s.
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Iteraatioteoriaa
Olkoon A C R, f: A — A. Merkitdén

['(@) = (fofo...of)(x)=f(f(.. f(x)...))

fm n:s iteraatti.
(Huom!
f@)" = fle)f(x)... fx) # f"(x) ).

Valitettavasti trigonometrisille funktioille sin?z = (sinx)?, miké ei ole so-
pusoinnussa edelld mainitun yleisen merkinnén kanssa.

Esimerkki. A =R ja f(x) = 2® + 1.

fA(x) = (#*+1)>+1 on 9. asteen polynomi
f(z)* = (23+1)% on 6. asteen polynomi.
Samoin, jos
(@)= =
)= —>
g x2 + 27
niin
) 1 1 ot + 42?2 + 4
S0 = s L 12 g+ ts
() + amd T +irt + o

Tarkastellaan yhtéloa
x = f(z), (29)

missd z € R, f : R — R. Jos tiedetédén, ettd on olemassa suljettu vili
BCR (B=la],al,]b| < )

siten, ettd f(B) C B (eli f(z) € BYx € B) ja on olemassa 0 < ¢ < 1 siten,
etta
|f'(z)] <c¢ VzeB

niin luku

y = lim f"(zo) (30)

n—oo

(missé xy € B voidaan valita mielivaltaisesti) on yht#lon ratkaisu. Rat-
kaisu (30)) on yksikésitteinen vililla B.

Téama tulos on erikoistapaus Boanachin kiintopistelauseesta.

Esimerkki 1. Yhtalo )
R cosrz+x =0
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1

voidaan kirjoittaa muodossa x = —3

cos x. Siis,
flz) = —lcosx
=5 _
Otetaan B = [—1,1] = f(B) C B ja
!/ 1 : / 1
fi(x) = —gsinz = If'(x)| < §VZB € B.

Yhtélolle on siis yksikésitteinen ratkaisu valilla [—1, 1].

Esimerkki 2. Yhtalon
2 +sine —4x =0

ratkaisu on = = 1(2® + sinz).
/ 7 1
fi(x) =2x"+ 7 08T
Valitaan B = [—%, %} Jos x € B, niin

f@)] < 2-5+1<3

f(z)] < 1-(3)PF+1<l josta f(z) € B.

=

Téssé tapauksessa ratkaisu on z = 0. Muita ratkaisuja ei ole valilla [—%, %}

2.7 Kainteisfunktio

Lause 2.27 (Bolzanon lause). Olkoon f jatkuva suljetulla vililla [a, b]. Funk-
tio f saa jokaisen arvon joka on arvojen f(a) ja f(b) vélilla. Erityisesti jos
f(a) < 0ja f(b) > 0, niin on olemassa y € [a, b] jolle f(y) = 0.

Tulosta voidaan kayttad yhtalojen likiméédridiseen ratkaisemiseen.

Esimerkki 1. Yhtalo
P(z) =0, (31)

misséa

patee
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Siis (BI):114 on ratkaisu vélilld ]0, 1[. Edelleen

P(3) = I = ratkaisu € |0,3
1 49 : 1
P(3) = 56 = ratkaisu € |0, 7
1 1567 - 11
P(z) = —15s = ratkaisu € |5,

jne..

Maaritelma 2.28. Olkoon A, B C R ja f : A — B bijektio. Silloin vastaa
jokaista y € B tdsmilleen yksi z € A siten, ettd f(zr) = y. Néin tulee
madritellyksi funktio g : B — A, f:n kéénteisfunktio. Se toteuttaa:

gof(r) = =z VeeA

foglx) = = VreB.
Yleens# merkitéin g =: f~1.
Esimerkki. Olkoon f(x) = 22+41. Tdmé on bijektio R — R. Kéénteisfunktion
lauseke loydetéddn ratkaisemalla yhtalosta

2r+1=y (32)

2 luvun y:n funktiona:

—1
1

Siis f~!(y) = 45~
Lause 2.29. Oletetaan, ettd funktio f toteuttaa:

1° f on jatkuva vélilla A, missd A on jokin seuraavista: |a, b|, ]a, 0], |a, b],
[a,b[, |—o0,a[, |—o0, a], [a, ], ]a, .

2° f on aidosti kasvava, eli f(z) > f(y), kun x >y, z,y € A.

Silloin joukko A" := f(A) :={y ‘ y = f(x) jollekin = € A} on jotain edelld
mainittua tyyppid, f:114 on késinteiskuvaus f~!: A’ — A, ja f~! on jatkuva
ja aidosti kasvava.

Huomautus. Jos f on aidosti viheneva (f(z) < f(y) kun z > y), niin sama
pétee, mutta f~! on aidosti viihenevi.

Huomautus. Jos f(z) = 2%, A =)0, 00 niin f on aidosti kasvava. f~!(x) #

% vaan f(z) = /.
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Tarkastellaan potenssifunktiota f(z) = 2", missi n € N. Kun n = 1,
kadnteisfunktiolle pitee f~'(x) =z = f(x).

Olkoon n > 2. Tarkastellaan tapausta A = [0,00[. Potenssiinkorotuksen
laskusddnnoista seuraa, ettd 2" > y™ Jos x >y > 0.

Lauseesta 2.29 (sivu seuraa, ettd f:114 on olemassa kéadnteisfunktio, jota
merkitidin f~1(z) = {/x. Koska

lim 2" = oo,
T—00

pitee f(A) = [0,00[ =: A" ja /z on siten mééritelty Va € [0, ool.

Jos lisiéiksi n on pariton, silloin f on aidosti kasvava myo6s joukossa |—oo, 0].
Liséksi

lim z" = —o0.
Jos nyt merkitddn A = |—o00,00[ = R, niin A" := f(A) = R. Merkitaan

edelleen kadnteisfunktiota /z; kun n on pariton tdmé on siis madritelty
kaikilla z € R.
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