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3 Derivaatta

Tarkastellaan funktiota f(z) = z3. Sen kuvaaja kulkee pisteiden (1,1) ja
(1 + h, (1 + h)?) kautta. Niiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on
R~ (1) (b1
(14+h)—1 h '

Téata lauseketta sanotaan myos f:n erotusosaméadriksi pisteessé 1.

Tutkimme lausekkeen raja-arvoa, kun h ldhestyy nollaa. Kirjoitetaan

_ (1+h)>—1 , 1+3h+3h2+0h3—1
hmh_,() - = hmh—»O

h

h
3h+ 3h% +h3

= lim;Ho h
= limp_o(3 4+ 3h+ h?) = 3.
Luku 3 on tangentin kulmakerroin pisteessé 1.

Maaritelma 3.1 Olkoon x € R ja f funktio joka on mééaritelty x:n jossakin
ympéristossé. Jos lausekkeella

flz+h) - f(x)
h

on raja-arvo, kun h lahestyy nollaa, tata raja-arvoa sanotaan f:n derivaataksi
pisteessé x.

Merkitaan

o) = iy LD S

Sanotaan myos ettéd talloin f on derivoituva pisteessé x.

Jos f on derivoituva vilin A jokaisessa pisteessé, vastaa jokaista x € A luku
f'(x). Ndin mééritelty kuvaus f': A — R on f:n derivaatta.

Esimerkki Laske funktion f(z) = z* derivaatta.

Ratkaisu.
flz+h)— f(z)

h 4 4
T ) PN Gl )

h
x* + 423h + 622h% + Axh3 + ht — 24

= limh_@ ]%
= limy_o(42® + 62°h + 4xh? + h®) = 42°

Esimerkki Onko funktio
fl)=lz -1+
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derivoituva?

Ratkaisu. Oletetaan ettd x < 1. Talloin
fl@)=1-2+4m
ja
l—(z+h)+7—(1—az+m)
h

hmh—>0 = hmh—>0
—h

= limpg —— = -1,

h

joten f on derivoituva kun x < 1.
Oletetaan ettd z > 1. Talloin
flz)=x—1+7
ja
L f )~ (@)
h—0 h
joten f on derivoituva kun z > 1.

=1

Y

Tapaus z = 1. Erotusosamééra pisteessd 1 on
fA+h)—fA) N+h-1+7m—7 [
h B h - h
Téamén vasemmanpuoleinen raja-arvo on —1 ja oikeanpuoleinen raja-arvo on
1. Raja-arvoa ei siis ole olemassa, joten f ei ole derivoituva pisteessa 1.

Lause 3.2 Funktiolla f on pisteessd x derivaatta a, jos f:n lisdys voidaan
kirjoittaa seuraavasti: Kun h kuuluu johonkin nollan ympéristoon, péatee

f(x+h) = f(x) = ah + hg(h), (1)

missé a on vakio ja g on funktio joka on médritelty 0:n jossain ympéristossé,
g on jatkuva 0:ssa ja ¢g(0) = 0.

Todistus. a) Oletetaan ettd f'(z) = a. Méaritelladn

7f(x+hg_f(x) —a, josh#0

g(h) = 0, josh=0

Koska f on derivoituva, pétee

}Lii%f(ﬂh});f(x) — = lim g(h) = 0




~s{1000) s(2000)

1
“antaa Joensuu

Téstd seuraa, ettd g on jatkuva 0:ssa (g:n raja-arvo 0:ssa on sama kuin g:n
arvo 0:ssa.)

Néin ollen g toteuttaa vaaditut ehdot. Edelleen, kehitelmé toteutuu g:n
maéadritelmén perusteella.

b) Oletetaan etté (1)) péatee. Talloin

flx+h) = fx)
h

=a+g(h).
Siis,
o @ h) — f()
h—0 h
Néin ollen f:n derivaatta pisteessd x on a. O

= lim(a + g(h)) = a + lim g(h).

Termié a sanotaan f:n differentiaaliksi pisteesséd x, merkitdan df.

Esimerkki Olkoon s(t) auton sijainti (metreissi) hetkelld ¢ (sekunteja, katso
Kuva [3). Téllsin s on reaalimuuttujan ¢ funktio, esimerkiksi s(t) = 30t.
Auton keskinopeus on mééritelmén mukaan ajettu matka jaettuna siihen
kéytetylla ajalla. Keskinopeus esimerkiksi aikana ¢ € [1000,2000] on siten

5(2000) — 5(1000)
2000 — 1000
Jos h > 0, keskinopeus aikana ¢ € [1000, 1000 + h] on

= 30 (metrid sekunnissa).

5(1000 + R) — 5(1000) _ 30(1000 + h) — 30 - 1000)

= 30.
1000 + h — 1000 h

Hetkellinen nopeus, "nopeusmittarin néyttd”, hetkelld ¢ = 1000 on

5(1000 + h) — s(1000) . s(1000 4+ h) — s(1000)
im = lim
h—0 1000 + A — 1000 h—0 h

= §/(1000) = 30.

Otetaan toinen esimerkki. Oletetaan, ettd auton sijainti hetkelld ¢ saadaan

funktiosta
30t + sinwt, t < 7000

s(t) = ¢ 307000, 7000 < t < 8000
25t +sinmt, t > 8000.
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Nyt keskinopeus aikana ¢ € [1000,2000] on

$(2000) — s(1000) _ 60000 + sin 72000 + (30000 + sin 71000)
1000 N 1000

ja aikana ¢ € [1000, 1000 + h]

=30

$(1000 + k) — s(1000)
. .

Hetkellinen nopeus hetkelld ¢ = 1000 on nyt

- $(1000+ ) = 5(1000)
h—0 h

= 5'(1000) = 30 + 7 cos 10007 = 30 + 7 = 33, 1.

Lause 3.3 Jos funktiolla f on derivaatta pisteessd x, niin f on jatkuva
pisteessé x.

Lause 3.4 Vakiofunktion derivaatta on 0 kaikilla € R. Funktion

r—2x", neN

derivaatta on nz" 1.

Todistus. Todistetaan induktiolla.
1° n = 1. Olkoon z,h € R,

(x+h)—a=h.
Lauseessa 3.2 (sivu [3)) otetaan a = 1 ja g(h) = 0, joten derivaatta on vakio

1. (Voidaan helposti todistaa my6s erotusosaméérin raja-arvon avulla.)

2° Oletetaan, etté viite on todistettu funktiolle x™, siis
Dz™ = na™ ' (2)

On osoitettava, ettd viite pitee myos funktiolle 27+, Kohdasta seuraa
ettd on olemassa g joka toteuttaa Lauseen 3.2 (sivu [3)) oletukset siten, ettd

(x+h)" — 2™ =na" ' h+ hg(h).

a

Kirjoitetaan

(x4 h)" Tt — 2t = | Yz 4 h)" — 2"t

= (z+h)(na"'h+ 2" + hg(h)) — 2™+
(n+ 1)z"h + h((x + h)g(h) + na" 'h)
(n+ 1)z"h + hg(h),
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missd on merkitty g(h) = (z + h)g(h) + na"th. Téssé
lim g(h) =0,

yll& olevasta kaavasta ndhdéén, ettd derivaatta on (n+1)z™. Joten g toteuttaa
Lauseen 3.2 (sivu |3) vaatimukset. O

Lause 3.5 Jos f:ll4 on derivaatta f’(z) pisteessd x ja C' € R, niin funktiolla
C'f on derivaatta C'f'(x) pisteessi x. Samoin, jos g:ll4 on derivaatta ¢'(x),
niin

(f +9)(x) = () + ().

Tésté ilmiosta kaytetdan nimitysté, ettd derivaatta on lineaarinen operaat-
tori ja derivointi on lineaarinen laskutoimitus.

Lause 3.6 Olkoon f ja g kuten Lauseessa 3.5 (sivu @ Talloin funktiolla fg
on derivaatta

f'(@)g(x) + g'(z)f(x)

pisteessi z. Jos lisdksi g(x) # 0, niin

Todistetaan téssé vain tulon derivointikaava. Olkoon h € R riittdvén pieni.

Merkitaan
Af = fle+h) - f(z)
Ag = glz+h)—g(z).
Kirjoitetaan tulofunktion fg¢ erotusosaméasra

flx+h)g(x+h) - fx)g(x)
h

(Af + f(2)(Ag + g(z)) — f(z)g(x)
h

AfAg+Af-g(x) + f(2)Ag + f(x)g(x) — f(z)g(x)




kun h — 0.

Derivaatalle on kaytossd monia eri merkintojé, esimerkiksi

(&) = Dfa) = (DP@) = (D)., = T = T,

3.1 Trigonometristen funktioiden derivaatat

Lause 3.7 Koko R:ssé pétee

Dsinx = coszx
Dcosxr = —sinz.

Todistus. Muodostetaan erotusosamaara

sin(z +h) —sin(r)  sinwcosh+sinhcosz —sinx
- =
sin h L cosh —1
= cos x + sin t——
h h

— l-cosx+sinz-0=cosx

kun h — 0. Samoin

cos(x + h) — cos(x) cosx cosh —sinxsinh — cosz
h B h
cosh—1 . sinh
= cosx———— —sinx
_ h h
— —sinz

kun h — 0. O

Niistd seuraa soveltamalla lausetta 3.6 (sivu [6]).

Dtanz = 1+ tan’x
Dcotz = —(1+ cot?x)

Lause 3.8 Olkoon f médritelty pisteen x eriifissi ympéaristossia B(z, h) (h >
0) ja oletetaan, ettd f on derivoituva pisteessd z. Olkoon g mééritelty pisteen
y := f(x) ympéristossi B(y, s) (s > 0) ja oletetaan ettd g on derivoituva
pisteessd y. Silloin yhdistetty funktio g o f on derivoituva pisteessi z ja

D(go f)(x) =g'(f(z)) - f'(x).

Todistuksen idea:



o Kiytetisin Lausetta 3.2 (sivu[3) g:lle.

e Muodostetaan erotusosaméira g o f ja kidytetddan yhtaloa .

Esimerkki Derivoi funktio sin(2?). Tdmi on yhdistetty funktioista

g:x—sinz, ja f:x— 22

Siis,
sin(z?) = g o f(x).

Lauseen 3.8 (sivu [7]) mukaan pétee
Dsin(z?) = ¢'(g(x)) - f'(z) = cos(f(z)) - 22 = cos(x?) - 22 = 2x cos(z?).

Esimerkki Derivoi
3_cosz 3

e T = exp(x® — cosx).
Tamé on yhdistetty funktioista

g:xz—exp(z) ja f:aw 2®—cosu,

eli exp(x® — cosx) = go f(x). Siis

Dexp(a® —cosz) = ¢ (f(2))- f(z) =exp(f(z)) - (32° + sinx)
= (322 —i—smx)egc3 cos T,

Huomautus Oletetaan ettd on annettu funktiot fi,..., f,. Oletetaan etta

f1 on méaritelty pisteen x ympéristossi ja derivoituva pisteessé x.

fo on maéritelty pisteen fi(x) ympéristossé ja derivoituva siiné, jne...

Silloin n:n yhdistetyn funktion derivointikaava on

D(fuo fa10...0 fi)(x)
= filfaro 0 A@) foi(fazo. 0 Ai@) .. £ (i) fi()

Kéaytdnnossa tapaus n = 2 eli lause 3.8 (sivu 7)) riittdd. Esimerkkiné tar-
kastellaan funktioita f, g, h ja yhdistettyd funktiota h o g o f pisteessa .
Talloin

D(hogo f)(z) = D(hoG)(x),



) T
LY
H|J__| -

100 krrih

missi G(x) := gof(z). Soveltamalla lausetta 3.8 (sivu[7)) kaksi kertaa saadaan
derivaataksi

W(G(x)) - G'(x) = h'(g(f () - ' (f(2)) - ['(=).

Esimerkki Derivoi

cos(e” ) = cos(exp(z + sinz)).
Maaritelldén
h(z) = cos(z)
g(x) = exp(z)
f(z) = z+sin(x).
Silloin

cos(e”TmT) = ho go f(x).

Derivaatta on

— sin(exp(z+sin z))-exp(z+sin x)-(14+cosz) = (1+cosz)e ™. (— sin(e* 7)),
Esimerkki Katso kuva (3.1]).
W (t) = auton P sijainti hetkell4 ¢
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W (to) = 1km, 47 (to) = —80 km/h
Z(t) = auton L sijainti hetkelld ¢
Z(to) = 1, 5km

f(t) = autojen P ja L vélinen etiisyys hetkelld t.

Oletetaan etta

daf
pn —(to) = 60km/h.
Mité on
i ——(to)?
dt "’

Ratkaisu. Pythagoraan lauseen mukaan

F()2 =W () + Z(t = W (t)?
Derivoidaan reaalimuuttujan ¢ suhteen:

fit) = m LW () + Z(t)%)
W QW (W'(t) + 2Z(t)Z'(t))
= m -(WRW'(t) + Z(t)Z'(t)).

N= N

Nain ollen

VW2 22=W W+ 72 -7 < 7Z'=

foWVEEZZ—W W
= .

Sijoitetaan tunnetut arvot ajanhetkelld ty:

. 2 2 .
CZ( ) = 60 \/_1,51+51 +80 11?12125km/h.

3.2 Kainteisfunktion derivaatta
Lause 3.9 Oletetaan, ettd funktio f toteuttaa

1° Funktio f on mééritelty pisteen x ympéristossd B(x,r),r > 0.

2° Funktiolla f on ké#inteisfunktio f!, joka on médritelty pisteen y :=
f(z) ympéristdssi B(y, s),s > 0. Oletetaan, ettd f~! on jatkuva pis-
teessa y.
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3° Funktiolla f on derivaatta f’(x) pisteessi = ja f'(z) # 0.

Silloin funktiolla f~! on pisteessi y derivaatta, jolle pétee

I
P w) (- Yy)

Todistus. Sovelletaan Lausetta 3.2 (sivu|3) funktioon f
fle+h)—f(z)= f(z)h+h-u(h),
missé u on 0:n jossain ympéristossia madritelty kuvaus,

u(@0) = 0

D(f ) (y) =

Erotusosaméiri f~':lle pisteessd y on

fl(y—i_k]i_fl(y)? (3)

Missé & kuuluu johonkin ympéristéon B(y, s); koska f~! on jatkuva pisteessi
y, voidaan s valita niin pieneksi, ettd f~'(y + k) € B(x,r). Valitaan h siten,
etta

z+h=f1y+k).

Télloin
flath)=flx)=f(fTy+k) —y=y+k—y=Fk,
ja saa muodon

rt+h—x
f(1’+h2L—f(l’)

h
fl@+h)=f()  f(x)h—h-u(h)
h 1

f'@) +uh)  f(@)

kun h,k — 0. O
Lause 3.10 Olkoon n € N. Funktio

T Q/E:x%
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on derivoitava, kun = > 0 ja

= 1 R
D\/E—W—nxn L

Todistus. Merkitdéan
flx) =z, z>0.
Té&llsin f on funktion g(z) = 2™ kdanteisfunktio ja

d(z) =na"t.

Lauseesta 3.9 (sivu seuraa, etta
1 1 1

T @) alf@)T (e

1
rl-1/n

f'(x)

O

1
n

Seuraus Kaikille rationaalisille eksponenteille ¢ péatee

1
Dzt = =zt 1z >0.
q

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ = =, n € N jam € Z. Nyt

n’

m 1 1 _ 1
Dx? = Dx» = D(xn)™ =m(x»)"" . Dxn
m=1 19
m_ 1,1 m_ _

O

Esimerkki Tarkastellaan funktiota
flz)=2 -4z +3=(x—2)* - 1.
Téamé on aidosti kasvava, kun x > 2,
f([2,00]) = [-1, 00].
Funktiolla f‘ .0y 01 ifinteisfunktio

g: [_1700[ - [27 OO[
Yksinkertaisella laskulla saadaan suoraan

~1/2 _ 1

1

=—x

n

gly) =2+ y+1=>g/(y)=;(y+1) ST T
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Kadnteisfunktion derivointikaavan avulla saadaan
fllx) = 20 —4=2(x—2)
gl(x) — 1 — 1 — 1 ]
' (9(y)) 2(g9(y)—2) 2¢/y+1

Vastaavasti késitelldan f ’}_ 2}:

Uhmmf%w = 2-Vy+1="nly), yel-1,00]

Wly) = sz

Esimerkki Olkoon

Tama on aidosti kasvava, ja silld on kaanteisfunktio:

y = V2r—1
— Y = 2r—1
= 1 = Wty =90)

Laske f:n derivaatta

a) yhdistetyn funktion derivointisiénnon avulla

b) kéddnteisfunktion derivointisiénnon avulla.

Ratkaisu. a)

/ _ -1 _ 1
f(l‘)_*(Zl‘_l) 2_\/m
b)
1 1 1

F@ = 5G@) = 7@~ var=T

Maéaritelma 3.11 Oletetaan, ettd f on funktio, joka on mééritelty pisteen
x ympéristossé. Jos erotusosamadralla

f(x+h) - fx)
h

on oikean- / vasemmanpuoleinen raja-arvo, siitd sanotaan f:n oikean- / va-
semmanpuoleiseksi derivaataksi pisteessi x.

Esimerkki Laske funktion
flx) =mlx —3|+2
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oikean- ja vasemmanpuoleiset derivaatat pisteessa 3.

Ratkaisu.
fB+MfB) 73+h=3+2—(x3-3[+2 nlh| wh

h—0+ h h h h

:ﬂ"

koska h > 0. Vastaavasti
fB+h)f(3) Al —h

lm ———————~ =n1—=71— = —7I.

h—0— h h h
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