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4 Derivaatan sovellutuksia

Lause 4.1 Oletetaan, ettd funktiolla f on derivaatta pisteessd a € R.

a) Jos f'(a) > 0, niin on olemassa r > 0 siten, etti

(1) f(z) < fla) kuna—r <z <aja
(2) f(z)> fla) kuna <z < a+r.
b) Jos f'(a) < 0, on olemassa r > 0 siten, etti
(1) f(x) > f(a) kuna—r <z <aja
(2) f(x) < f(a) kuna <z <a+r.

Todistus. Todistetaan kohta a). Koska
o) =y FOH D =@ 1) = )

h—0 h y—a y—a

on suurempi kuin 0, on olemassa r siten, etté
f(y) — f(a)
y—a

kun 0 < |y — a| < r. Tésté seuraa

>0,

(1), josa—r<y<a
(2), josa<y<a+r.

O

Lause 4.2 Oletetaan, ettd funktio f on maééritelty valilla A ja f saa suu-
rimman (tai pienimmén) arvonsa pisteessi a. Oletetaan edelleen, ettéd on
olemassa f’(a). Silloin

f'(a) =0. (2)
Siis ([2]) on vélttaméaton ehto sille, ettd pisteessd a on f:n suurin arvo, mutta
ehto ei ole riittdava. Esimerkiksi

flx) = (z—4)
flw) = 3(x—4)?
fl4) =0

mutta f el saa suurinta arvoaan (edes lokaalista) pisteessi 4 (katso kuva [4]).
(Funktion suurin ja pienin arvo on mééritelty médritelméssd 4.9 (sivu[7).)

Lause 4.3 (Rollen lause) Oletetaan, etta
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1. funktio f on jatkuva suljetulla vélilla [a, b]

2. f on derivoituva valilla |a, b]
3. f(a) = 1(5) = 0.

Silloin on olemassa t € |a, b[, jossa f'(t) = 0.
Esimerkki Sovellutuksena Rollen lauseelle todistetaan seuraava tulos. Jos
p > 0, niin yhtalolla

f(x) =zt +pt+qr+r=0 (p,q,7 € R)

on enintaan 2 reaalista ratkaisua.
Todistus. Funktio
f(z) = 42" + 2pz + q

on aidosti kasvava, koska se on summa kahdesta aidosti kasvavasta funktiosta
ja vakiosta. Téasté seuraa, ettd on olemassa enintdén 1 piste b € R siten, etté
f'(b) = 0. Oletetaan, ettd funktiolla f on 3 nollakohtaa xi,zy, 3, missi
11 < 9 < 73 . Rollen lauseesta (sivu seuraa, ettd on olemassa y; € |1, zo]
ja Yo € |xo, x3] siten, ettd f'(y;) = 0, missd j = 1, 2. Ristiriital O

Lause 4.4 (Viliarvolause) Oletetaan, ettd

1. funktio f on jatkuva valilld [a, b] ja

2. f on derivoituva vélilla |a, b.



Silloin on olemassa piste ¢ € |a, b| siten, etté

f(b) = f(a)

R

eli
f(b) = fla) = ()b — a).

Todistus. Madaritellaan

f(b) — f(a)
ﬁ-(x—a).

F(z):= f(z) = fla) -
Funktio F' toteuttaa Rollen lauseen (sivu[2)) ehdot, koska

Fb) = f(b) = fla) = 1420 —a)

samoin F'(a) = 0. Rollen lauseesta seuraa, ettd on olemassa t € R siten, etté
F'(t) = 0. Néin ollen

Fb) = fa)

0=F(1) = () - 12—

O
Lause 4.5 (Integraalilaskennan peruslause) Oletetaan, etti
1. funktio f on jatkuva vililla [a, b],
2. f on derivoituva valilla |a, b ja
3. f'(z) = 0 kaikilla x € ]a, b].

Silloin f on vakio valilla [a, b].

Todistus. Olkoon z € |a, b]. Sovelletaan véliarvolausetta (sivu[3)) valill [a, x]:
f(@) = f(a) = f'(t)(z — a),
misséd ¢ € |a, z[. Saadaan
ft)=0= f(x) = fla) =0= f(z) = f(a).

(Il
Lause 4.6 Oletetaan, ettd funktio f



1. on jatkuva valilla [a, b] ja f(a) = A,
2. on derivoituva vélilla |a, b| ja
3. f(r) < M kaikille x € |a, b].
Talloin
f(b) <A+ M(b—a).

Yhtasuuruus péitee vain funktiolle

g(x) = A+ M(x —a).

Todistus. Olkoon z € ]a,b]. Viliarvolauseesta (sivu [3)) seuraa, ettd on ole-
massa t siten, etta

f(@) = fa) = f(t)(x = a).

Kohdasta 3. seuraa, etté

f(x) = fla) < M(z —a) (3)
— f(x)< fla)+ M(zx—a)=A+ M(z — a).

Sijoitetaan tdhdn x = b, saadaan haluttu epayhtalo.

Oletetaan, ettd f(z) ei ole sama kuin g(z). Halutaan ndyttaa, ettd
f(b) <A+ M(b—a).
Kaavan (3) nojalla aina pétee
f(x) <g(z) Vzela,b.
Koska f # g niin on olemassa
o € Ja,b], jolle f(zo) < g(o).
Kaytetddn jo todistettua lauseen alkuosaa valilla [xg, b]:

f(b) < flwo) + M(b—x0) < g(wo) + M(b—x0) = A+ M(zo—a)+ M(b— )
= A+ M(b—a).

ain ollen
f(b) < A+ M — a).
O

Samantapaisella tarkastelulla saadaan valiarvolauseesta myos seuraava tulos.

Lause 4.7 Oletetaan, ettd funktio f



1. on derivoituva pisteen a ympéristossia B(a, h), missd h > 0, ja
2. |f'(x)] <M Yz e Bla,h).
Silloin
|f(z) = fla)] < M|z —q
kaikille x € B(a, h).

Esimerkki Mittauksessa on kulman ¢ suuruudeksi saatu 44.1° ja tiedetéén,
ettd mittausvirhe on enintdén 0.1°. Kuinka suuren virheen tdmé voi enintédén
aiheuttaa, kun lasketaan funktion tan ¢ arvo?

Ratkaisu. Merkitaan

¢ =kulman tarkka arvo

¢ =kulman likiarvo (= 44.1°).
Todetaan ¢ € [44.0°,44.2°] . Sovelletaan lausetta 4.7 (sivu [5)), kun
f(x) =tanzx.
Pétee
Dtanz =1+ tan’z
ja tan on kasvava vililla [0°,45°], joten
Dtanz =1 +tan®z < 1 —|—tan(%) = 2.
Mutta toisaalta
1 +tan®z > 0,

joten
|Dtanx| <2,

kun z € [44.0°,44.2°]. Valitaan lauseessa 4.7 (sivu [5)) a = @, jolloin
o € B(3,0.1°) = 44.0°,44.2°]

ja tasta seuraa

T
t —tan@| <2-0.1°- —— < 4-1073.
|tan p — tan @| < 180°

Vastaus: Virhe on enintédén 4 - 1073,

Lause 4.8 [lman todistusta mainitsemme myos seuraavan: Oletetaan, etté

funktio f



1. on jatkuva (rajoitetulla tai rajoittamattomalla) vélilla A ja

2. f’ on olemassa ja on > 0 kaikissa A:n sisépisteissi.

Silloin f on kasvava valilla A. Lisdksi, jos yhtdlo f'(z) = 0 ei ole voimassa
millddn A:n osavalilld, niin f on aidosti kasvava vélilld A.

Vastaava tulos pétee tietenkin myos viaheneville funktioille olettaen, etta de-
rivaatta on negatiivinen.

Esimerkki 1 Tarkastellaan funktiota f(z) = 2 vililli A = R. Tdméi on
aidosti kasvava koko R:ssd. Funktion derivaatalla f/(z) = 3z? on yksi nolla-
kohta, piste 0. Derivaatta ei kuitenkaan ole 0 milladn R:n osavélilla

f'(z) >0, kun x € |—o0,0[,]0, 00 .

Esimerkki 2 Olkoon

1+sinx T
_ Ty 0,7 1.
f(@) 1—cosx’ xe} ’2{

Néytéa, ettd f on pieneneva.

Ratkaisu.
<0 >0
, (1 —cosx)cosz — (1 +sinz)sinz  (cosz — 1) —sinzx
f(x) = =
(1 —cosz)? (1 —cosz)?

kaikilla tarkasteluvilin pisteilla.

4.1 Funktion Aariarvot

Maaritelma 4.9 Olkoon funktio f méaéritelty vélilla A. Jos on olemassa
x1 € Asiten, ettd f(z) < f(x;) kaikilla x € A, niin f(z1) on f:n suurin arvo
valilla A.

Vastaavasti f(x1) on f:n pienin arvo jos f(z) > f(z1) kaikilla z € A.
Esimerkki 1 Funktion f(z) = 2® suurin arvo vililli A = [0,1] on f(1) = 1.
Esimerkki 2 Funktiolla f(x) = 2? ei ole suurinta arvoa vililli A = [5, ool

(Mikddn 7 el toteuta esitettyd vaatimusta: Jos otamme jonkun pisteen z,
aina 10ytyy pisteita = jossa f(x) > f(x1).)

Esimerkki 3 Funktiolla f(z) = 2® ei ole suurinta arvoa myoskidn vililld
A =[0,1[. Jos 1 € [0, 1], niin on olemassa lukuja z siten, ettd z; < x < 1 ja
néille pétee f(z) > f(x1).



T [a bl—R onjatkuva;

rmaksimi-
aro

fonwvakio seka

minirmeja etta
rmaksimeja
rhirirmi- : o
aren (oleellinen yminirmi

Maéritelmi 4.10 Funktiolla f on pisteessd xy lokaali maksimikohta (tai
lokaali minimikohta) jos f(z() on f:n suurin (tai pienin) arvo jossakin zy:n
ympéristossa B(z,r). Vastaava fmn arvo f(xy) on maksimiarvo (tai mini-
miarvo).

Yhteisnimitys: (Lokaali) dériarvokohta, (lokaali) &dériarvo.

Maksimi (tai minimi) on oleellinen, jos f(zo) > f(z) (tai f(zo) < f(x)) kun
x € B'(xg,7) = B(xo,7) \ {20}

Katso kuva (4.1]).

Lause 4.11 Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva pisteen a ympéristossa
B(a,h), h > 0 ja f on derivoituva ympéristossia B'(a, h).

1. Jos f'(x) >0, kuna—h <z <aja f(x) <0, kun a < x < a+ h, niin
f:114 on pisteessd a oleellinen maksimi.

2. Jos f'(z) <0, kuna—h <z <aja f'(r) >0 kun a < x < a+ h, niin
f:11a on pisteessé a oleellinen minimi.

Todistus. Todistetaan kohta 1. Lauseesta 4.8 (sivu[6)) seuraa, ettd kun a—h <
x < a pitee f(x) < f(a) ja sama péitee myos kun a < x <a+h. O
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Huomautus Aikaisemmin on osoitettu, ettd jos f on derivoituva pisteessé
xg ja f:114 on didriarvo pisteessi xg, niin f'(x¢) = 0.

Esimerkki Maarad funktion
f(x) = z(|z] + |z - 1])

adriarvot.
Ratkaisu. Kirjoitetaan
r(—z+1—1) z(1—2x), kunz <0

flz)=9 z(z+1—-2) = : kin 0 <z <1
r(r+x—1) z(2e —1), kunz > 1.

8

Nyt
1—4z, kunz <0
ffx)y=< 1, kin0 <z <1
4r —1, kunz > 1.

Sellaista z ei ole, ettd f’(z) = 0. Muut mahdolliset #ériarvopisteet ovat ne
pisteet, joissa f ei ole derivoituva: x =0 ja z = 1.

Piste x = 0:
fz) = 1—4x > 0, kunz <0
a 1 > 0, kunz >0

el ole dariarvokohta.

Piste x = 1:
1 > 0, kinO<zx<1
1 > 0, kunz>1

o ={

el ole aariarvokohta.

Esimerkki Maarad funktion

fla) =a*(z—1)°

lokaalit aariarvot.

Ratkaisu. Funktio f on derivoituva koko R:ssé. Siis kaikissa dériarvokohdissa

f'(x)=0.

fllw) = 2?3 =12+ 20(z — 1)* = (v — 1)*(322 + 22(z — 1))
= 23z + 22 —2)(x —1)? =5z(x — £)(z — 1)~

Siis f/(x) =0 kun =0, 2 tai 1.



2
0o 2 1

fllz) +|--|++|++
f SN S S
Kuviosta huomataan, ettd x = 0 on funktion maksimi ja x = % minimi.

Lause 4.12 Jos jatkuvalla funktiolla f on vélilla A suurin (tai pienin)
arvo, f saavuttaa sen lokaalissa maksimi (tai minimi) kohdassa tai vélin
pédtepisteessi (jos sellainen on).

Tarkasteluilla, jotka siirretddn myohempédén ajankohtaan, voidaan osoittaa
seuraava tarked tulos:

Jos A on suljettu ja rajoitettu véli, niin jatkuvalla funktiolla on suurin ja
pienin arvo vélilla A.

Esimerkki Maaraa funktion
flx)=2* -3z -1
suurin ja pienin arvo valilla [—2, 2].
Ratkaisu. Tutkitaan funktion 0-kohdat ja vélin pééatepisteet.
fl(x)=32"-3=3(2*-1)=0, kunz=+l1.

f(=2)=-8+46—-1=-3
f=1)=-1+3-1=1
f)y=1-3-1=-3
f2)=8-6-1=
Suurin arvo on 1 ja pienin arvo on —3.
Esimerkki

Tarkastellaan erilaisien 6ljyputken rakentamistapojen kustannuksia, kun oljyputken
rakentaminen merelld maksaa 50 000 euroa/km ja maalla 30 00 euroa/km.

Katso kuva (4.1)).

Esimerkiksi jos putki rakennetaan tulemaan kohtisuoraan maihin, mereen
rakennettavan putken osuuden kustannuksiksi tulee 12-50000 euroa ja maalle
rakennettavan osuuden 20 - 30000 euroa.

merelld 12 - 50000
maalla 20 - 30000
yht. 1200000 euroa
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19 km OLIYPUTK]

et

___________ W km------- M mad

JALOSTAMO

Yhteensé koko putki maksaisi siis 1 200 000 euroa.

Jos taas putki rakennettaisiin suoraan lautalta jalostamolle, maksaisi se
1 166 00 euroa. Télloin koko putki kulkee merelld ja sen pituus saadaan
Pythagoraan lauseesta.

Vedetédn putki lautalta pisteeseen y (putken rantautumispisteen etéisyys
jalostamosta):

Oljyputken pituus merelld, =, saadaan nyt Pythagoraan lauseen avulla

22 =122 4 (20 — y)? = x = /144 + (20 — y)2.

Haetaan y:té jolla putken rakentamiskustannus on pienin mahdollinen. Ra-
kentamiskustannus y:n funktiona on

F(y) = 500002 + 30000y = 50000y/144 + (20 — /)2 + 30000y.

Halutaan siis tietdd tdmén funktion pienin arvo, kun y € [0,20] := A. Funk-
tio f(y) on jatkuva vélilla A ja derivoituva vélin sisépisteissd. Funktion de-
rivaatta on

f'(y) = 50000 1. 20D 4 30000

144+(20—y)2

_ 20—y
= 50000\/m + 30000.
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Ja derivaatan nollakohdat

fly) =0
<= 50000020 —y) = 30000\/144 + (20 — y))?
— 320 —y) = (/144 + (20 —y)?
— %(20 - y)z = 144+ (20 — y)?
=  B0-y? = 14
= 20—y = +3.12
— y = 20409.

Derivaatan nollakohdat ovat siis 11 ja 29. Jalkimmaéinen ei kuulu tarkaste-
luviilille, joten halvimmat rakentamiskustannukset ovat y:n arvolla 11. Suora
sijoitus f:n kaavaan antaa

f(11) = 1080000 euroa.

Esimerkki Olkoon .

Tutki f:n suurinta ja pienintéd arvoa joukossa R.

Ratkaisu. Koska 1+ 22 > 0 koko R:ssd, on f jatkuva ja derivoituva koko

R:ssa. Lisaksi

. T
1m ——7—
z—+too 1 + g2

Edelleen,
142t -z-20 1 — a2

f,(l') - (1 +ZL’2)2 = (1 + 1'2)2 =0,

kun z = +1. Koska f(1) =%, f(—1) = —3 ja

lim f(z) =0,

r—=+00
niin on olemassa sellainen M > 0, ettd |f(z)| < 1, kun |z| > M.

Viite: f:n suurin arvo on % ja pienin arvo on —%.

Todistus. On osoitettava, etta

ja
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(K flHg )

(41.1(4))

"ﬁz}H o

0-kahta

Jos |z| > M, niin |f(z)] < %, joten 1} ja toteutuvat. Tarkastellaan

tilannetta « € [—M, M]. Vélin pégtepisteissé |f(M)], |f(—M)| < 1, joten

ja () toteutuvat. Suurin ja pienin arvo ovat f’:n nollakohdissa, eli suurin
f(1) = 4 ja pienin f(—1) = —3. Muilla = € [-M, M] ja toteutuvat.
O

4.2 Newtonin menetelméi

Newtonin menetelmén avulla voidaan approksimoida yhtélon f(z) = 0 rat-
kaisuja, mikéli f toteuttaa tietyt edellytykset. Katso kuva (4.2)).

Menetelman ensimmaiset askeleet ovat seuraavat.

1. Arvataan (enemmén tai vihemmén perustellusti) 1ahtopiste z tarkas-
teluvililta.

2. Piirretdén pisteeseen xg funktion f kuvaajaan tangentti.
3. Asetetaan x; := tangentin ja z-akselin leikkauskohta.
4. Piirretdén pisteeseen (z1, f(x1)) tangentti.

5. Asetetaan x, := tangentin ja x-akselin leikkauskohta.

13



Yleisesti, jos piste x,, on loydetty, seuraava piste lasketaan kaavasta
Try = Ly — f(zn)

Tamé vastaa edelld mainittua geometrista menettelya: Pisteen (z,, f(x,))
tangentin yhtélo on

y— f(an) = f(an)(z — 2n).

Tangentin ja x-akselin leikkauspiste (z,,41,0) toteuttaa

0— flw,) = f/<xn)f(£:;-1 — 1) (6)

= Tn+l = Tp — F(zn)

Newtonin menetelméssé siis arvataan z, (esimerkiksi kuvaajasta, mahdolli-
simman l&heltd oletettua nollakohtaa). Jos n:s approksimaatio z,, on laskettu,
Tne1 saadaan kaavasta @

Esimerkki Lasketaan v/2:n likiarvo. Téamé vastaa yhtalon
fz)=2"-2=0
positiivisen ratkaisun arviointia.

Ratkaisu. Koska
flo)y=2=2 ja f'(x)= 2z,
yhtalo @ saa muodon

r2 —2 1 n 1 xn+ 1
=Tn — 5Tn — = = —.

Asetetaan xg = 1 ja lasketaan

Tp+1 = Tp —

Ty — 1
T = 1.5
9 = 1.41667

xy = 1.41422 (5 oikeaa numeroal)

Newtonin menetelmén suppenemisesta tiedetdin seuraavaa. Oletetaan, ettd
funktiolla f on nollakohta r € R. Jos on olemassa ympéristé B(r, h), h > 0
ja C, 0 < C < 1 siten, etta

f(x) f"(x)

(f'(x))?
niin Newtonin menetelmé suppenee arvoon r, jos xy on valittu joukosta

B(r, h).

< C Vxe€ B(r,h)

14



4.3 Korkeammat derivaatat

Jos funktio f on derivoituva vélin A jokaisessa pisteessé, derivaatta f’ méaarittelee
funktion A — R.

Jos télla funktiolla on pisteessid x derivaatta, tatd sanotaan f:n toiseksi de-
rivaataksi pisteessi x, merkitdsin f(z) tai f®(z). Yleisesti, n:n kertaluvun
derivaatta f(z) tai D™ f(x) tai j;—f, méédritellddn (n — 1):n kertaluvun
derivaatan derivaattana.

Funktiota, jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat, sanotaan C*° -funktioksi.
Esimerkki Polynomit ovat C'*°-funktioita (koko R:ssé). Jos deg(P) = n,
niin

dkpP
deg <W>
—s—

polynomi

=n—=k, k<n.

Jos k > n, niin )
Esimerkki Kun P = z* — 2z,
d*P

dz?

Esimerkki Olkoon f(z) = |z|>.

= D(42* — 2) = 1227,

fx) =

Alueessa {x > 0} f on polynomi; taalld f € C°({x > 0}). Alueessa {x < 0}
f on polynomi; taalla f € C*({z < 0}).

2, x>0
—23, 2 <0.

322 x>0

/ _ —
fl(x) = 327 .z <0 =3z|z| Vo #0
. — . 3 . 3
f’(O) = limy, g 7)0(0”2 10 — limy, o % = limy, o hhllm =0
6x x>0
2 _ )
fiz) = {—63& L2 <0
F7(0) = limy_o FOTO) = gy, o 30— Yy, 3[0] = 0
6 x>0
" _ 9
/@) = { 6 <0
Koska f"”:n oikeanpuoleinen derivaatta 0:ssa on
1" h) — f h
lim F0+h) = £1(0) = lim 6—:6.
h—0+ h h—0+ ]’L
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Samoin nahdééin, ettd vasemmanpuoleinen on —6. Néin ollen ei ole o lemassa
derivaattaa f"”(0).

Maéritelmé Olkoon funktio f derivoituva valilla A. Kayrdd y = f(x) sano-
taan alas(ylos)péin kuperaksi, jos kdyra ei ole missidén pisteessd tangenttinsa
alapuolella (yldpuolella).

Lause 4.13 Funktiosta f oletetaan

1. f on derivoituva valilla A

2. f’ on kasvava vililla A (f'(x) > f'(y), kun & > y).

Silloin kéyré on alaspéin kupera vililla A.
Téama tapahtuu esimerkiksi jos f”(x) >0 V& € A.

Maidritelmé Piste zo on kidédnnepiste, jos f”(x¢) = 0 ja f”(z) on erimerkki-
nen pisteen xg eri puolilla (jossakin ympéristossi).

Esimerkki Tarkastellaan funktiota

fl@) = (z—4)".

Funktion toisen kertaluvun derivaatta (f”(x) = 6(x — 4)) saa negatiivisia
arvoja kun x < 4 (alaspéin kupera) ja positiivisia kun x > 4 (ylospéin
kupera). Néin ollen 4 on f:n kd&nnepiste.

Toista derivaattaa voidaan kayttaa hyviksi déariarvojen tutkimisessa.

Lause 4.14 Jos f'(zg) = 0 ja f"(zo) > 0, niin funktiolla f on pisteessd x
lokaali minimi (vastaavasti jos f”(z) < 0, maksimi).

Todistus sivuutetaan.

Lause 4.15 Oletetaan etté vililld [a, co[ médritetty funktio f toteuttaa
1. f ja f’ ovat jatkuvia kun x > a.,
2. f'(a) >0,

3. f” on olemassa ja f"(z) >0 Vz > a.

Silloin
lim f(z) = oo.

T—00

16



4.4 Lisaa transsendenttisista alkeisfunktioista

Maarittelimme aiemmin Neperin luvun raja-arvona

1 n
e = lim <1+> € R.

n—oo n

Jos a € R, a > 0, olemme mééaritelleet a:n mielivaltaisen rationaalisen po-
tenssin a®, x € Q. Siis, kun x € Q, on my6s luku e* mééritelty.

Seuraavan lauseen todistuksen jatdmme nyt véliin:

Lause 4.16 Olkoon z € R ja (z,)32, C Q jono siten, etté

lim x, = z.

n—oo

Silloin jono (e*")2; suppenee (johonkin reaalilukuun) ja raja-arvo ei riipu
jonon (x,) valinnasta. Jos z € Q niin

lim e* = €*.
n—oo

Nain ollen voimme maéaaritella:

Maaritelmi 4.17 Kaikille £ € R maarittelemme

e’ = lim e*",

n—oo

missi (x,) C Q on jono joka suppenee z:dan. Kuvausta = +— e® sanotaan
(e-kantaiseksi) eksponenttifunktioksi, merkitdin myos exp(x).

Lause 4.18 Eksponenttifunktiolla on seuraavat ominaisuudet:

1. e*t¥ = e%¢¥ kaikille z,y € R,
2. se on jatkuva, aidosti kasvava ja derivoituva koko R:ssé,

3. De* = e*.
Téassd kohta 3. seuraa kaavasta

o —

seké eksponentin yhteenlaskukaavasta 1: Kaikilla z € R

z+h ez . exeh — et 6h -1

bet =l = — == — =< m—
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Seuraus Funktion exp n:s derivaatta on exp kaikilla n € N.

Lause 4.19 Funktiolla exp on seuraavat raja-arvot:

lim e* = oo,

T—00
lim e* =0.
T——00

Tarkemmin sanoen, jos n € N, niin

Todistus. Todistetaan @:

e’y e'z" —nez" ! e(x—n) 0
<:1:”> N T2n gt =5
kun x > n. N N
@(c\_. __°€ 2
D (xn>_...—$n+2((x n) +n)>0,

kun z > 0. Lauseesta 4.15 (sivu seuraa, ettd

efE

lim — = oo.
r—o00

O

Esimerkki Lasketaan funktion ze® n:s derivaatta. Vaitamme, ettéd se on
D™ (ze®) = (n + x)e”. (8)
Todistus. Tapaus n = 1:
D(ze®) = e* 4+ ze® = (1 + x)e”.
Induktio-oletus: Oletetaan etté péitee arvolla n € N. Silloin

DO (ge?)y = DD (ze*) = D((n + x)e“’”) = D(ne*) + D(xe")
ne®* + (1+x)e” = (n+1+x)e”.

Siis pétee arvollan+ 1. 0O
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4.5 Logaritmifunktio

Funktio exp on aidosti kasvava koko R:sséd ja liséksi exp(R) = ]0, co[. Néin
ollen exp:lla on kaanteisfunktio

log
{ln .10, 00[ — R.

Muistisdéntoné todetaan, etté log z on luku, johon potenssiin e pitda korot-
taa, ettd saadaan x. Siis
e’ =g V>0

ja
loge* =2 VuzeR.

Lause 4.20 Jos z,y > 0, niin

e log(zy) =logz +logy
° log(i) =logz —logy
e log(2) =log(z ') = —logx

e logz® =alogx Va € R.

Toditetaan niistd ensimméinen: Eksponentin yhteenlaskukaavan nojalla

Ty = elogaz . elogy — elongrlogy'

Nyt log zy on se luku johon e pitdé korottaa, ettd saadaan xy. Johtamamme
kaavan nojalla kyseinen luku on

log x + log y. O

Lause 4.21 )
Dlogx =—Va>0
T
ja
T

— =V N.
Py (log z)» Ve

Todistus. Derivointikaava seuraa kaanteisfunktion derivointikaavasta:

1 1 1

Dl = = =,
08 r (Dexp)(logz) exp(logz) =z
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Jalkimmaéinen kaava seuraa lauseesta 4.19 (sivu[lg). O

Huomatus Funktio log on aidosti kasvava, mutta sen kasvuvauhti on hyvin
hidasta. Kuitenkin pétee
lim logx = oc.

Tr—00

4.6 Muut exponentti- ja logaritmifunktiot
Olkoon a € R, a # 1. Maaritelldén

a® = 6acloga

= exp(zloga).
Talle patevat

e Da* =a"-loga

Funktio a® on aidosti kasvava, jos a > 1 ja aidosti vihenevéi jos a < 1.

Funktion a* kaanteisfunktio on funktio
log, = : ]0,00[ — R.

Télle pétee

log x
log, x =
log a
ja
D (log, x) = !
8a )= (loga)z

4.7 Yleinen potenssifunktio
Olkoon a € R. Mééritelladn funktio
x—z x>0

kaavalla
a._ alogx

Kun

a > 0 on funktio kasvava,
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a < 0 on funktio vihenevi ja

a = 0 on funktio vakiofunktio, z* = 1.
Lause 4.22 Jos a,b € R ja x > 0, niin
o 0D — pa . b
o 77 = %, x>0

o Dx® = qx® 1

Todistus. Todistetaan derivointikaava yhdistetyn funktion derivointikaavaa
kéyttéen:

1 1
DICL — Dealogw — ealogm La=- = :L’“a— — CLZI}a 1'
T xT
O

Maaritelma Funktio z — 2%, z > 0, méaaritellddn kaavalla
L& — prloga

Motivaationa néille méaritelmille on eksponentin laskusadnto
e™ = (e")V.

Téasté seuraa esimerkiksi

exloga} — (elogx)x = 1%

4.8 Hyperboliset funktiot

Hyperbolinen sini:

e* —e 1
sinhz :== —— = —(e" —e™").
i ) 5 )
Hyperbolinen kosini:
T + —T 1
coshx := % = i(ex +e 7).
Hyperbolinen tangentti:
et —e "
tanhzr := ———.
er +e "



Hyperbolinen kotangentti:

Hyperbolisille funktioille patevit seuraavat yhtilot:

cosh?z — sinh?z =1,

tonh sinh 1
anhz = = .
coshxz  cothzx
Derivaatat:
Dsinhxz = coshx
Dcoshx = sinhz
Dtanhzx 3
cosh Iq:
Dcothzx = ——=
sinh®

Hyperbolisten funktioiden kédénteisfunktioita kutsutaan areafunktioiksi.

(sinh)™*(z) =: arsinh(z) =log(z +V22+1)Vz €R
(cosh)™Y(z) =: arcosh(z) =log(z+ v22—1) kun z > 1
(tanh)~*(z) =: artanh(z) = §log £ kun z € ]—1,1]
(coth)~!(x) 3log ¥4 kun z € ]-1,1[.

8

=: arcoth(z) =

8
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