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1. Määrää funktion
f(x, y) = 6x2 − 2x3 + 3y2 + 6xy

ääriarvot ja satulapisteet

2. Määrääkö kuvaus
f(x, y) = xey − y + 1 = 0

implisiittisesti funktion y = y(x) pisteen (−1, 0) ympäristössä. Siinä tapauksessa
määrää y′(−1).

3. Etsi funktion f(x, y) = x2y2 suurin ja pienin arvo joukossa

A = {(x, y)
∣∣ x2 + y2 = 1} ∪ {(0, 0)}

4. Olkoon f : R2 → R differentioituva kuvaus s.e.

D1f(x, y) > 0 ja D2f(x, y) < 0

kaikilla (x, y) ∈ R2. Todista, että

f(1, 3) > f(−1, 5)

5. Parametrisoi ellipsoidin x2 + 16y2 + 9z2 = 36 ja tason x = y leikkauskäyrä.
(Vrt. Demo 10 tehtävä 5 b.)

6. Olkoon Γ jana origosta pisteeseen (a, b). Laske

∫

Γ

(y2 − y)dx + xdy

7. Olkoon A = {(x, y)
∣∣ x ≥ 0, x + |y| ≤ 1}. Laske

∫

∂A

ydx + x2dy

8. Olkoon

f(x, y) =

{
1, kun x, y ovat rationaalilukuja
0 , muulloin

Esitä perustelu sille, että f ei ole Riemann-integroituva suorakulmiossa
{(x, y)

∣∣ 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} Ks. Lause 7.5. Mikä sen oletuksista ei ole voimassa?



9. Laske vektorikentän

f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)) =

(
y

x2 + y2
,

−x

x2 + y2

)

potentiaali alueessa {(x, y)
∣∣ x > 0}.

10. Määrää vektorikentän

f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)) =

(
x− 2y

(y − x)2
,

y

(y − x)2

)

ehdon u(2, 1) = 0 toteuttava potentiaali. Laske lisäksi käyräintegraali

∫

Γ

f1dx + f2dy,

kun Γ on mikä tahansa käyrä pisteestä (2, 1) pisteeseen (4, 1).

11. Tiedät varmasti, että

f(x, y) =

{
1, kun x /∈ Q
3y2 , kun x ∈ Q

ei ole integroituva suorakulmiossa {(x, y)
∣∣ 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Osoita (laske-

malla), että integraali ∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx

on silti olemassa.

12. Laske tetraedrin {(x, y, z)
∣∣ x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y + z ≤ 1} tilavuus

a) integroimalla korkeutta yli pohjan b) MAOLin taulukoista löytyvällä kaavalla

13. Laske nelikulmion, jonka kärkipisteet ovat (0, 0), (0, 1), (1, 1) ja (1, 0), pinta-ala Greenin
kaavan avulla. Vihje: Etsi ensin kuvaus, jolle pätee D1f2 −D2f1 = 1.

14. Määrää ympyrän x2 + y2 = 4 painopiste, kun sen tiheysfunktio on ρ(x, y) = 1√
x2+y2


