Analyysi 11, 3
Kertaustehtavit ja ratkaisut, kevat 2002

Néamé ovat kertaustehtiviéd, joita laskemalla voit valmentautua toiseen vélikokeeseen
(tai tenttiin).

1. Mé&araa funktion
f(z,y) = 62% — 22 + 3y* + 6y

adriarvot ja satulapisteet

Ratkaisu. Lasketaan ensin

Dif(x,y) = 12z — 62* + 6y
Dy f(z,y) = 6y+6x

ja ratkaistaan yhtalopari

Il
o

Dif(x,y) = 122 — 62 + 6y
Dy f(z,y) = G6y+ 6 =0

Ratkaisuna saadaan pisteet

(z,y) = (0,0) ja(z,y)=(1,-1)

Lasketaan
Dyf(zy) = 12—12z
Dy f(z,y) = 6
D12f($7 y) = 6

jolloin

D(0,0) = Dy f(0,0)Dazf(0,0) — (D12f(0,0))?
= 12:6—-62=36>0

ja D11f(0,0) > 0, joten (0,0) on lokaali minimi. Toisaalta
D(l, —1) == Dllf(1> —1)D22f<1, —1) - (Dlgf(l, —1))2 - —36 < O

joten (1,—1) on satulapiste.

2. Maaraako kuvaus
fzy) =ze’ —y+1=0

implisiittisesti funktion y = y(x) pisteen (—1,0) ympéristossi. Siinéd tapauksessa
méarad y'(—1).

Ratkaisu. Piste (—1,0) toteuttaa yhtélon ja Dof(—1,0) = —2 # 0 joten implisiitti-
funktiolauseen nojalla on olemassa kuvaus y = y(z) ja

D f(-1,0) 1

y'(=1) = _D2f(—1,0) 2



3. Etsi funktion f(z,y) = 2?y? suurin ja pienin arvo joukossa

A={(z,y) | 2* +y* =13 U{(0,0)}

Ratkaisu. Joukossa A ei ole sisdpisteitd, joten on tarkasteltava ainoastaan funktion
arvot yksikkokiekon reunalla seké origossa.

Yksikkokiekon reunalla pitee 22 + 3% = 1 eli y?> = 1 — 22, joten funktio saa sielld
arvoja

flz,£V1 —22) = 2*(1 — 2%) = 2* — 2* =: h(z)

Tapaus voidaan késitelld kuten etsittdessd yhden muuttujan funktion A suurinta ja
pienintd arvoa suljetulla vélilla [—1, 1] Nyt

W(x) =2z —42° =0, kun = = 0 tai z = £1/v/2

Jatkuva funktio h (ja samalla f) saa suurimman ja pienimmén arvonsa joko vélin
pédtepisteissi tai derivaatan nollakohdissa:

Seka lisaksi
f£(0,0) =0

Naistéa vaihtoehdoista nahdéain, etta

Pienin arvo on 0

Suurin arvo on i

4. Olkoon f :R? — R differentioituva kuvaus s.e.
le(l',y> >0 ja DQf(:U?y) <0
kaikilla (z,y) € R2. Todista, ett#

f(1,3) > f(=1,5)

Ratkaisu. Kuvaus f toteuttaa viliarvolauseen oletukset. Télloin on olemassa 6 €
10, 1] siten, etté

f(1,3)—f(—1,5) = Vf(—1+29,5—29)(2,—2)
= Dif(~1+20,5—20) 2+ Dyf(~1+26,5 - 20) - (~2) > 0.

J

>0 >0



. Parametrisoi ellipsoidin 22 + 163? + 922 = 36 ja tason x = y leikkauskiyré.
(Vrt. Demo 10 tehtévé 5 b.)

Ratkaisu. Leikkauskayran pisteet x,y, z toteuttavat yhtalot
2? + 16y* + 92 = 36 ja r=vy
Sijoittamalla jélkimmé&inen ensimmaéiseen saadaan

1722 + 922 = 36

eli
x? N 22 _q
EaTag

mika on ellipsin yhtalo. Muistetaan, ettd © = y ja parametrisoidaan ellipsi demoissa

10 opitulla tavalla
6

= —2=cost

_ %
y = - cost t € 0,27
z = 2sint

tal toisin sanoen

p(t) = (

6
——cost, 2sint) t €[0,2n]

6
—=cost,
V1T V1T

. Olkoon I jana origosta pisteeseen (a,b). Laske

/ (y> — y)dz + ady
r

Ratkaisu. Janan parametrisointi:
o) = (ta, t) t€o0,1]

Tarvitaan viela
e1'(t) =a @' (t) =10,

jonka jéalkeen lasketaan ma#ritelmén mukaan

1
/(y2 —y)dx +zdy = / ((th)? — tb)adt + tabdt
r 0

! 1
= / ab*t? dt = —ab?
0 3



7. Olkoon A = {(z,y) | >0, =+ |y| < 1}. Laske

/ ydx + 23dy
0A

Ratkaisu. Joukko A osoittautuu kolmioksi, joten sen reuna 0A koostuu kolmesta
janasta: Nimetéddn ne I'y, T3, I'3 . Voisimme parametrisoida ndmé janat ja laskea
kédyraintegraalin (kolmessa osassa) kuten edellisessé tehtévissa tyyliin

/ ydx+x2dy:/ydx+x2dy+/ydx+x2dy+/ydx+x2dy:...:—1/3
0A It 1)

s

(Kokeile itse, jos et uskol!)

Tamén sijasta voimme kiyttda Greenin lausetta ja havaita

/ ydo + 22dy = // Diz% — Doy dady
oA A
1 11—z
= /(/ 2x—1dy>dx
0 —1+x
1
= / —42* + 61 — 2dr = —1/3
0
jolloin valtymme pitkilta laskuilta.

8. Olkoon
1, kun z,y ovat rationaalilukuja
flz,y) = { ! :

0, muulloin

Esita perustelu sille, ettéd f ei ole Riemann-integroituva suorakulmiossa
{(z,y) |0 <z <1,0<y <1} Ks. Lause 7.5. Miké sen oletuksista ei ole voimassa?

Ratkaisu. Jaettiinpa suorakulmio miten pieniin osasuorakulmioihin (tai neliéihin)
tahansa, on jokaisessa osasuorakulmiossa seké rationaali- ettéd irrationaalikoordi-
naatein olevia pisteitd . Silloin jokaisessa suljetussa osasuorakulmiossa (kidyttden
luennolla esiintyneitd merkintoja) funktion suurin arvo Gy, ;; = 1 ja pienin g, 5; = 0.
Néin ollen

ylasumma M, =1 ja alasumma m, =0

jokaisella jaolla n, joten
lim M, # lim m,,

n—oo n—~oo

ja funktio ei ole (Riemann-) integroituva. Funktio ei ole myoskéén jatkuva yhdessédkadan
madrittelyjoukkonsa pisteessé, mika on vastaus lisdkysymykseen.



9. Laske vektorikentan

f<x,y>=<f1<x,y>,f2<x,y>>:( v —x)

T2 + y2 T2 + y2
potentiaali alueessa {(z,y) | z > 0}.

Ratkaisu. Ensin on syyté tarkastaa potentiaalin olemassaolon edellytykset:
Vektorikenttd on jatkuvasti derivoituva tarkasteltavassa alueessa. Jos potentiaali u
on olemassa, ovat sen osittaisderivaatat (f; ja fo) siis jatkuvia ja jatkuvasti de-
rivoituvia. Mahdollisen potentiaalin u tulee tdmén vuoksi toteuttaa ehto

Disu(z,y) = Dyyu(z,y)  vrt. Lause 3.2 (1)

eli
Dy fi(z,y) = D1fa(z,y)

miké toteutuu (tarkasta vélivaiheet laskemalla itse) koska

2 2

D2f1<x7y) = ﬁ = leg(l’,y).

Koska késiteltava alue on yhdesti yhtendinen pétee implikaatio toiseenkin suuntaan
(Lause 6.4), eli ominaisuudesta (1) seuraa potentiaalifunktion olemassa olo koko
alueessa {(x,y) | x > 0}. Nyt taytyisi vain 10ytaé potentiaalifunktio konkreettisesti.

Jos y # 0 voidaan laskea seuraavasti

/ Y _dz= /i dz = arctan(f) +C

2? + y? (3 +1 y
Talloin potentiaali v on muotoa

u(z,y) = arctan(g) + C(y),

misséd C on joko vakio tai mahdollisesti y:n funktio, mutta ei riipu x:sti. Koska u
on vektorikentén f potentiaali on oltava voimassa

-
Dyu(z,y) = fa2(z,y) = FER
Toisaalta —r
Dou(z,y) = ——— + C'(y)

x? + y?

joten C'(y) on vakio. Potentiaali on siis

u(z,y) = arctan(i) +C, CeR

Koska tdmé potentiaalifunktio ei ole méaéritelty puolisuoralla {(z,y) ‘ x>0, y=
0}, ja kuitenkin vektorikentdlld on potentiaali koko alueessa, on vield jatkettava



ongelmanratkaisua. Tieddmme nyt potentiaalin lausekkeen tapauksissa y > 0 ja
y < 0, mutta tapaus y = 0 on vield késitteleméttia. Potentiaali on nyt muotoa

arctan(y) + C1, kuny <0
u(z,y) =4 h(z), kun y =0
arctan(%) +Cy, kuny >0

missd C, Cy € R vakioita, ja h vield toistaiseksi tuntematon funktio. Huomaa, etté
ne pisteet, joissa y = 0 halkaisevat alueen kahteen osaan ja eri osissa integroimisvakio
C' ei valttamétta olekaan sama. Pisteissd, joissa y = 0 on annetun vektorikentén

perusteella
Dyu(z,0) = fi(z,0) =0 ( VAKIO!),

joten tuntematon kuvaus h on vakio muuttujan  suhteen (muuttuja y on aina nolla,
kun h:ta tarvitaan) ja téssi vaiheessa

arctan(y) + C1, kuny <0
u(z,y) =< Cs, kuny =0 .
arctan(y) +Cz , kuny >0

Kuvauksen u on oltava koko alueessa {(z,y) | > 0} jatkuvasti derivoituvana
kuvauksena differentioituva, ja siten siis jatkuva. Téstd saadaan kaksoisehto

. X . x
hlggl_ (arctan(ﬁ) + C1> =03 = hlir(r)1+ (arctan(ﬁ) + C'2>
josta saadaan

T T
—— 4+ =C3==+4+C
2+ 1 3 2+ 2

ja potentiaali on nyt kuvaus

arctan(y) +C'+ 5, kuny <0
u(z,y) =< C, kiny=0, CeR
arctan(y) +C' — 3, kuny >0

Nuorta tutkijaa kiinnostaa viela tietdéd, toteutuuko myos ehto

Dyu(,0) = folz, 0) = —i ?

Osittaisderivaatan voidaan laskea lahtien maaritelméasta

x T _—x/h?_
lim u(z, h) = u(w, 0) = lim arctan() + O+ 5~ C = lim M7 =
h—0— h h—0— h h—0— 1 x
ja vastaavasti
lim u(z, h) —u(z,0) — lim arctan(y) +C — 5 —C _ 1
h—0+ h h—0+ h x

Nyt olemme mééritténeet potentiaalin annetulle vektorikentélle vaaditussa alueessa.
(Raja-arvon laskemiseksi on kdytetty L’Hospitalin sédéntoa, ks. Calculus sivu 578).



10. Maaraa vektorikentan

o) = it o) = (2 L)

ehdon u(2,1) = 0 toteuttava potentiaali. Laske lisdksi kiyrédintegraali

/ fidz + fody,
r

kun I' on miké tahansa kéyra pisteestéd (2,1) pisteeseen (4,1).

Ratkaisu. Nyt

Yy
D =7
QU(xa y) (y o [L’)Q
ja
/%dy:hﬂy—x\ —L+C’, CeR
(y — ) y—x
joten
T
=Inly — x| — )
ua.y) = nly = 2| - —— +C(z)
Koska 9
x —
Dyu(z,y) = +——2 4+ C'(x)

(y — )

on C'(x) = 0 ja C siten vakio, joka méadriataan alkuehdosta

2

Nain ollen
—2

u(z,y) =Inly — x| —
(z,y) ly | y—x
Kayréintegraali saadaan nyt helposti

/flda: + fody = u(4,1) —u(2,1) = In3 — 2/3.

11. Tied&t varmasti, etta

1, kun z ¢ Q
f(x7y>:{3y2’ kun z € Q

0<xz<1,0<y <1} Osoita (laske-

/01 (/Olﬂx,y)dy) da

ei ole integroituva suorakulmiossa {(x,y)
malla), ettd integraali

on silti olemassa.

Ratkaisu. Integraalissa

/01 (/Olf(:r,y)dy) da (2)



12.

13.

esiintyva sisempi integraali on mééritelty kaikilla = € [0, 1], silld jos x on ratio-

naaliluku, niin
1 1
/ f(x,y)dyz/ 3y*dy =1
0 0

ja jos x on irrationaaliluku, niin

/Olf(x,y)dyz/olldyz L.

Néin ollen integraali (2) on laskettavissa

/01 </01f(x,y)dy>dx:/011dx:1

Integrointijérjestysté ei kannata ainakaan téssd vaihtaa.

Laske tetraedrin {(z,y, 2) | r>0,y>0,2>0,x+y+z <1} tilavuus
a) integroimalla korkeutta yli pohjan b) MAOLin taulukoista 16ytyvélla kaavalla

Ratkaisu. a) Korkeus on h(z,y) =1 —x —y, ja pohja on xy-tason osajoukko, jossa
0<z<1 ja 0<y<1l-—ux.

Siis integroidaan

/01 </01_x(1—x—y)dy> dgcz/o1 1/2(1 —2)*dz = 1/6

b) Tetraedrin tilavuus (MAOL: vektorilaskenta) Tetraedrin virittavét vektorit
a=(1,0,0), b=(0,1,0), ja ¢=(0,0,1)

Tilavuus saadaan kaavasta

1 B 1
V = Zfabel = =a-bx e = (1,0,0)- (1,0,0) = =

S| =

Laske nelikulmion, jonka kérkipisteet ovat (0,0), (0,1), (1,1) ja (1,0), pinta-ala Greenin
kaavan avulla. Vihje: Etsi ensin kuvaus, jolle péatee D fo — Do f; = 1.

Ratkaisu. Nelikulmion (nelio) pinta-alahan on tietysti yksi, mutta téssé on tarkoitus
havainnollistaa Greenin kaavaa. Siis kaavan mukaan

kun f; ja fo valitaan sopivasti. Valitaan vaikkapa f(z,y) = (0, z), jolloin
Difa — Dafi =1 ja

fidz + fody :/ xdy
dA A



Nelion A reuna koostuu neljésté janasta (piirrd kuval) |, joista kahdessa y on vakio
ja integraali y:n suhteen nolla. Toinen jéljelle jadvistd janoista on sellainen, etta
integroitava x on nolla. Integraali on nollasta poikkeava siis vain silld janalla, missa

r=1jay:0— 1, siis
1
/ xdy:/ ldy =1
dA 0
1

14. Madrdaa ympyrin o2 +y? = 4 painopiste, kun sen tiheysfunktio on p(z,y) = T
224y

Ratkaisu. Ympyri 22 + y? = 4 voidaan parametrisoida seuraavasti

x = 2cosf
{ y = 2sind 6 €[0,2n]
ja tiheysfunktio on sijoituksen jalkeen
1 1

09) — i
P10) V22cos?26 + 22sin’9 2

kaikilla 6 € [0, 27]. Painopisteen selvittdmiseksi on laskettava kolme integraalia

27 1 2w
/xp(w, y)ds = / 2cosf - 5 V/ (—25in6)2 + (2 cos §)2dd = / 2cosf0df =0
0 0

ja

2w 1 2m
/yp(x,y)ds = / 2sin 95 V/(—25in6)2 + (2 cos §)2d = / 2sinfdf =0
0 0

seki

2m 1
/p(:z:, y)ds = / 5\/(—2 sinf)? 4 (2 cos 0)2d0 = 27
0

Siis painopiste on epéilemétta origo.



