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1 Vektoriavaruudet R?, R?, R*

Merkitaan
R? = {(v,y) |z € R,y e R}
R? = {(z,y,2) | 2,4,z € R}
R" = {(z1,...,2n) |z; €R, Vji=1,....n} (tidssi n € N)

Néiden joukkojen alkioita sanotaan pisteiksi tai vektoreikst ja niitd merkitdan
esimerkiksi
= (ZI}17 LL’Q) € R2

- (ylvaay3) € R3
- (a17a27a3aa4) S R4

S < &

Lukua x; sanotaan pisteen Z:n 1. komponentiksi/koordinaatiksi, lukua o
pisteen T:n 2. komponentiksi/koordinaatiksi, jne. Nollavektori on 0 = (0,0) €
R? 0= (0,0,0) € R?... siti sanotaan my®s origoksi.

Tarkastellaan avaruutta R?. Vektorien T = (x1,23) ja ¥ = (y1, y2) yhteenlas-
ku maééritelladn kaavalla

T+7= (214 y1, T2+ o).

Esimerkki

(1,10) + (3,7) + (—4,0) = (1 + 3+ (—4),10+ 7+ 0) = (0,10 + ).

Vektorin T = (x1, z3) kertominen reaaliluvulla a méaaritellaan

aT = (axy,axy).

Esimerkki
5(e, €?) = (5e, 5e?).

Vektorien 7 ja 7 erotus madaritellaan

missd -7 = —1- (y1,y2) = (—y1, —¥y2).
Merkitddn e; = (1,0), ea = (0, 1) (kantavektorit). Jos vektori T = (z1,x2) €
R2, niin se voidaan kirjoittaa muodossa

T = T1€1 + Toeo



tal

Siis myos

Jos n € N, niin méaéritelmét ovat analogisia. Olkoon a € R ja

T = (xl,xQ,...,mn)GR”
y = (y17y27"'7yn)€Rn'
Maaritelldan
T—i_y = (x1+ylax2+y27"'7xn+yn)6Rn>
at = (axy,azs,...,ax,) € R
—x = (—I’l,—l'g,...,—l'n) € R"
ja kantavektorit
€ = (170707" 70)7
e = (0,1,0,...,0),

Jos T = (z1,...,x,), niin
n
T=131€ + + Ty = P T;E;.
7j=1

Olkoon T = (x1,...,2,) € R", ¥ = (y1,...,yn) € R" Niiden sisétulo
(skalaari-, pistetulo) méaéritellaan

Ty =T + Tay2 + -+ Ty € R.
Esimerkki Tapauksessa n = 4, lasketaan sisdtulo
1 1
(1,0,—2,5)-(1,0,1,0):1-1+0-O+(—2)-1+§-0:—1.

Lause 1.1 Jos 7,57 € R" ja a,b € R, niin

a) T-Y=7-T
b) T-(ay +0Z) =az-§+bT-Z
c) T-T>0 (jaT-T =0 jos ja vain jos T = 0).
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Esimerkki Jos n = 3, 7 = (1,1,0), 7 = (0,3,—-1), z = (0,1,2), a = 1 ja
b = 2, niin

T ((l@—}- bf) = (17 170) ’ [(0737 _1) + (07274)] = (]-7 170) ) (07 573) =95.
Toisaalta

ar -y+br-z=(1,1,0)-(0,3,—-1) +2(1,1,0) - (0,1,2) =3 + 2 = 5.

Vektorin T € R" pituus eli norm: méaaritelladn

|§\:\/T~T:\/x%+x%+~~x%.

Lause 1.2
a) || >0
b) |az|=|a||Z|, VaeR

|7-7| <|Z||7y]| (Schwarzin epéyhtilo)
Z+yl <|z[+[y] (A-ey)

)
)
c)
)
)

) [7-yl|=[lz[-[yll|

(pisteiden T ja 7 etdisyys).
Jos T,y € R" ja -y = 0, niin sanotaan, ettd T ja y ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, merkitdin x 17y.

1.1 Geometrinen havainnollistus

Taso R?: Katso kuvat [1] ja[2] Avaruus R?: Katso kuva [3]



—

Kuva 2: Taso R?



R B
ko= (0,0,1)= &,
M
j_1= (0,1,0)= 8-
T
T=(100)=8
"
3= (311

Kuva 3: Avaruus R?

1.2 Tason topologiaa

Maééritelmé 1.3 Olkoon (71,)72 ; jono vektoreita R*:ssa. Jono suppenee kohti
pistettd 7 € R2, jos

klim\fk—f\zo (1)
Talloin merkitdén

Ehto tarkoittaa: Kaikilla » > 0 voidaan 16ytédéd luku N € N seuraavasti:

| Ty —T| <r, josk>N.
Esimerkki. Olkoon

1 k-3
xk:<2+k,>, ke N.

Kysymys: suppeneeko jono



Tl — (2 + ia i) = (371_2)1 (7é xl)

Ty = (21<|> §a%) = (257_5)

T3 = (2§7 O)

Ty = (2%7 %)

75 = (25,%)
Viite:

lim 7, = (2,1) =7

Todistus.

|y —T| =

Téama ldhestyy nollaa, kun k lahestyy dédretonta. O

Lause 1.4 Olkoon (7)., C R? jono vektoreita, ¥, = (711, 72) ja T =
(z1,72) € R?. Télloin

lim 7, =7 <—

k—o0

limg oo v1x = 11
limg oo Top = 2.

Esimerkki Olkoon

(.1 1
T = <Sln <k>,cos <k:>>7 V ke N.

Téssd z1 = sin(%) ja xop = cos(%).

Pétee:
limp oo 1 = limp_oo sm(%
. . 1
limy oo Tor = limg_.oocos(y) = 1,

joten lauseen 1.4 nojalla

lim 7, = (0,1) € R2.

k—o0

Lause 1.5 Jos limy .o Tr = T, limg_.oo T, = T ja (ax)52; € R on sellainen
jono, ettd limg_ .., ar = a, niin

a) limy_ oo (Tx + Jp) = limg—oo T + limy 00 U, = T + 7,

b) limy, oo aryy = ay,



Kuva 4: B(a,r)

¢) limg oo (Tg - Yp) =T - 7.

Olkoon @ := (a1, az) € R*,7r > 0.

Maéritelméi 1.6 a-keskeinen r-séteinen avoin pallo (kiekko) on joukko
B(ar)={geR||g-a|<r}.

Huomaan, etta

7—al = /(1 — a1)’ + (4> — ax)?

on pisteiden 7 ja a etdisyys! Katso kuva . Joukkoa B(a,r) sanotaan myos
a:n (r-siteiseksi) palloympéristoksi.

Vastaavasti méaaritelladn suljettu kiekko
B(a,r) = {7 | |g-a|<r}
(sisdltdd kiekon reunan) ja punkteerattu kiekko
B(a,r)={g|0<|g—a|<r}.
Viela toistamme, etté
7€ B(@ar) < (11 —a)’+ (y2 — a2)® <1’

Maésritelmé 1.7 Joukko A C R? on avoin, jos jokaista T € A kohti on
olemassa sellainen kiekko B(T, ), ettd B(T,r) C A.



b= ===

Kuva 5: Avoin joukko

Esimerkki Osoitetaan ettd joukko
A= {(131,21}2) € R2 ’ x> 2}

on avoin. Katso kuva [l

Olkoon 7 € A. Silloin z; > 2. Valitaan r := “”12—52. On osoitettava, ettéd jos
y € B(Z,r), niin § € A. Pétee

.Z'l—2
20

|yl—$1|:\/(yl—$1)2§\/(y1—9€1)2+(y2—x2)2§r:

Tarkastellaan kahta tapausta 1. Jos y; > xy, niin y; > 2 (silld z; > 2), eli
yeA

2. Jos y; < x1, niin

lyr — 2| < B2
— xl—f’ggz < 5
= 2+(x11—2)—"”12—5 < n
= 2+[1-g5l-(@m-2) < n
= 2 < oy,

eli taas y € A.

Lause 1.8 Avoin pallo on aina avoin joukko. Avoin suorakulmio
{T€R2 | a<x1<b,c<x2<d}

on avoin joukko.



Kuva 6: Avoin suorakulmio

P |
?'m W E'g,rz i
N

Kuva 7: Suljettu joukko

Téssd a,b,c,d € R,a < b, ¢ < d. Katso kuva [0]

Miééritelma 1.9 Joukko A C R? on suljettu, jos (komplementti) R?\ A on
avoin. Katso kuva [7]

Esimerkki

Jana

{(z,0) |0<2x <10} = A

on suljettu. Merkitidéin B := R?\ A. Joukko B sisiltdd kahdenlaisia pisteité
U= (Y1, 42):

1) Yo # 0
2) yo = 0, mutta y; ¢ [0, 10].

Todistetaan, ettd joukko B on avoin. Olkoon 7 € B.
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sisaltyy Achan

=> A ei avoin eika suljettu
ei sisall Ahan

k. on suliettu, jos paatepisteat sisaltywat K hon

Kuva 8: Joukot A ja K

Tapaus 1° Valitaan esimerkiksi r = ‘y—22| Télloin B(y,r) C B.

Tapaus 2° Pétee y; < 0V y, > 10. Jos y; < 0, valitaan r = ‘?’71 istd seuraa
y1—10

m
B(y,r) C B. Jos y; > 10, valitaan r = ¥5— mistd seuraa B(y,r) C B.
Esimerkki Joukko

A:={(2,0) ] 0 <z <10}
ei ole avoin eiké suljettu.

Selitys. Joukko A ei ole avoin, koska jos valitaan T = (5,0) ja r > 0 mie-
livaltainen, niin B(x,r) ¢ A. Joukko A ei ole suljettu koska jos merkitdén
B = R*\ A, piste (0,0) € B. Nyt B ei ole avoin. Olkoon r > 0 mielival-
tainen. Joukko B(0,r) sisaltdd A:n pisteitd B(0,7) B joten B ei ole avoin.
Néin ollen A ei ole suljettu.

Heuristisesti: Katso kuva ]
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sisaltyy

ei sisally

Kuva 9: Joukko A

_'h..__________‘

Kuva 10: Kasaantumispiste

Esimerkki Olkoon
AZ:{JI:(Il,Iz)ER2|O§I1S1,O<I2<1}.

Joukko A ei ole avoin eikd suljettu. Katso kuva [9]

Maésritelmé 1.10 Olkoon A C R?, T € R Piste T on joukon A kasaantu-
mispiste, jos jokainen Z:n ympéristo siséltdd vahintddan yhden A:n pisteen 7,

y#T
Esimerkki Olkoon 11
(L) pren).
vE) 1EE
Piste 0 on Am kasaantumispiste. Katso kuva [10}
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Lause 1.11 Jos T on A:n kasaantumispiste, niin jokainen B(T,r) sisdltda
ddrettoméin monta A:m pistettd. Lisdksi on olemassa jono (Tx)52; C A siten,
ettd lim,_,oo T, = T.

Maaritelma 1.12 Joukon A sulkeuma on joukko

A:={T€R*| 7€ A tai T on A:n kasaantumispiste}.
Lause 1.13 Jos A C R?, niin A on suljettu joukko. Jos B on suljettu joukko,
niin B = B.

Seuraus A on suljettu, jos ja vain jos A siséltda kaikki kasaantumispisteensa.
Esimerkki Joukko 1
B— {(1,3+k> | keN}

C:=BU{(1,3)}

ei ole suljettu. Joukko

on suljettu.

Mairitelma 1.14 Piste T on joukon A sisdpiste jos on olemassa ympéristo
B(z,r), r > 0 siten, ettd B(Z,r) C A.

Piste T on joukon A ulkopiste, jos T € R*\ A ja on olemassa s > 0 siten,
ettd B(T,s) C R?\ A.

Piste T on joukon A reunapiste, jos sen jokainen ympéristé B(z,r), r > 0
sisiltdd sekd A:m ettd R?\ Am pisteitd.

Esimerkki Olkoon joukko
C={(z,y) |1 <x<3,2<y<4}

Piste (1 + 171)0, 2+ ﬁ) € C on sisépiste, (2,4) € C ei ole sisépiste.
Piste (3%, 3) on joukon C' ulkopiste, (2,2) € R?\ C ei ole ulkopiste.
Pisteet (2,2) ja (2,4) ovat joukon C' reunapisteité.

Todistus. Tapaus (2,2): Olkoon r > 0 mielivaltainen.

1° Joukko B((2,2),r) siséltid C'n pisteitd: médritelliin +' = min(1,7) ja
b=(2,2+%). Tallsin b € B((2,2),7);

\(2,2)—b’:‘(2,2)— (27“7;)‘:’(077;)‘: 02*(2)2:7;32

Toisaalta b € C, koska b = (2, 2+ %/)
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2° Joukko B((2,2),r) siséltdid joukon R?\ C pisteitil, esimerkiksi

c= (2,2— ;) e (R®\C) N B((2,2),7).

Todistus harjoitustehtdava. O

Joukon A reuna on se joukko
OA := {7 € R? | T on A reunapiste}.

Jos T ¢ A, niin T on joukon A reunapiste jos ja vain jos T on joukon A
kasaantumispiste.

Seuraus: A = AUOJA.

Joukko A on suljettu jos ja vain jos se siséltdd kaikki reunapisteensé.
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