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1. Vektoriavaruudet R?, R?, R?

VektoriavaruudeR?, R?, R4

Merkitaan
R? := {(z,9)|z € R,y € R}
R?} = {(z,y,2)]|z,y,2 € R}
R"® = {(;Ub,,_,ajn)‘ijR,\V/j:].,...,n} (tassa'lEN)

Naiden joukkojen alkioita sanotagnisteiksitai vektoreiksija niitd merkitaédn esimer-
kiksi

= (551,562) € R?2

= (y1,y2,43) € R?

= (a1,a9,a3,a4) € R*

e < g

Lukuax; sanotaan pisteefi:n 1. komponentiksi/koordinaatiksi, lukug pisteenz:n
2. komponentiksi/koordinaatiksi, jne. Nollavektori 6r= (0,0) € R?,0 = (0,0,0) €
R3 ... sitd sanotaan myos origoksi.

Tarkastellaan avaruutla?. Vektorienz = (x1,z2) jay = (y1,y2) yhteenlasku méaari-
telladan kaavalla
Z+7Y = (21 +y1, T2+ y2).

Esimerkki

(1,10)+ (3,m) + (-4,0) = (1 +3+ (—4),10+ 7+ 0) = (0,10 + ).
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Vektorinz = (z1, z2) kertominen reaaliluvulla maaritellaén

az = (axy,axrs).

Esimerkki
5(e, %) = (5e, 5e?).

Vektorienz jay erotus maaritellaan
T-y=T+(-Y),

missa—7y = —1 - (y1,y2) = (—y1, —¥2).

Merkitaane; = (1,0), &2 = (0, 1) (kantavektorit). Jos vektofi = (z1,x2) € R?, niin

se voidaan kirjoittaa muodossa
T = x1€1 + x96en

tai

Siis myos

Josn € N, niin maaritelmat ovat analogisia. Olkoare R ja

= (21,72,...,2,) €ER"
(ylayQ’-'-7yn) e R".

< g
|
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Maaritelladn

T+yY = ($1+y1,$2+3/2a-~al‘n+yn)GR”,
az = (axy,axs,...,ax,) € R,
T := (—x1,—x2,...,—x,) ER"
ja kantavektorit
e = (1,0,0,...,0),
es; = (0,1,0,...,0),

JosT = (z1,...,%y,), NN
n
Bi— e = Tpen :Z:L’jéj.
g=1

Olkoonz = (z1,...,2,) € R, ¥ = (y1,...,yn) € R™. Niiden sisatulo (skalaari-,
pistetulo) maaritelladn

T-y:=x1y1 +T2y2 + -+ Tuyn € R.
Esimerkki Tapauksessa = 4, lasketaan sisatulo

1 1
(1,0,-2,2) (1,0,1,00=1-1+0-0+(-2) - 145 -0=—L.

Lause 1.1Josz, 5 € R™ jaa,b € R, niin
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AT - Y=y-T
b) T-(ay+bz)=ax-y+bx-Z
c)z-7>0(az -z =0josjavain jost = 0).

Esimerkki Josn = 3,7 = (1,1,0),7 = (0,3,—1),Z = (0,1,2),a = 1 jab = 2, niin

Z - (ay + bZ) = (1,1,0) - [(0,3,-1) + (0,2,4)] = (1,1,0) - (0,5,3) = 5.

Toisaalta Sisalto:
Vektoriavaruudet
aZ -y+bx-z=(1,1,0)-(0,3,—-1) +2(1,1,0) - (0,1,2) =3+ 2 =5. R2. R3 R4
Geometrinen
Vektorinz € R™ pituus eli normimaaritellaan havainnollistus
Tason
’f’:\/E-EZ\/x%—F%’%—F'“x%. topologiaa

Lause 1.2 Etusivu

L

< »
a)|z|>0

b) |az|=|a||Z|, VaeR

Sivu5/21

¢) |z-7| < |Z||7| (Schwarzin epayhtald) Takaisin

d) |7+7| <|7| +|7| (A-ey) S

Lopeta
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e) |[z-y|=||z|- ¥l

Merkitaan viela

dZ,7) =T -F| = V(&1 —y1)2 + - + (@0 — yn)?)

(pisteidenz jay etaisyys).

Josz,y € R™jaz-y = 0, niin sanotaan, ettéjay ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
merkitdanz L y.

1.1. Geometrinen havainnollistus

Geometrinen havainnollistus
TasoR?: Katso kuvatl ja 2. AvaruusR?: Katso kuva3.

1.2. Tason topologiaa

Tason topologiaa

Maaritelma 1.3 Olkoon (7x)%2, jono vektoreitaR?:ssa. Jono suppenee kohti pistetta
7 € R?, jos
lim |Z —Z| =0 Q)
k—oo

Talloin merkitaan
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Kuva 1: TasaR?
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(3,2)=7
: -

2+B=(3-2,2+3
=(1,3]

Kuva 2: TasoR?2
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RE

k:=({001)=8,

AT
1:=(0,10)=8;
L ¥
=(10,0 =g,
)
3 =031-1

Kuva 3: AvaruusRk?
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Ehto (1) tarkoittaa: Kaikillar > 0 voidaan loytaa lukuV € N seuraavasti:

| T —T| <r, josk > N.

Esimerkki. Olkoon

1 k-3
xk:(2+k,k>, k € N.

Kysymys: suppeneeko jono

(Tp)22, C R2
T = 2+1,5)=0,-2) (F=)
T o= (245,58 =(25,-})
Ty = (2%,0)
Ty, = (2%,%)
T5 = (2%a%)

Viite:

Todistus.

|z —Z| = |
|

Tama lahestyy nollaa, kubnlahestyy aaretonta. [J
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Lause 1.40lkoon (7)., C R? jono vektoreitazy = (z1x, xox) jaT = (21,22) €

R2. Tallsin

lim Zp, =7 <—

limg oo T1x = T1
k—o0

Esimerkki Olkoon

1 1
T = (sin <k> , COS <k>) , VkeN.

Tassér;, = sin(%) jaxo, = cos(%).
Patee:
limg oo 1 = limp_ o sin(%) =0
hmkﬂoo ok — hmk*)oo COS(E 1
joten lauseen 1.4 nojalla
lim 7, = (0,1) € R2

k—o0

Lause 1.5Joslimy, . T, = T, limy_.o0 ¥, = ¥ ja (ar)3>; C R on sellainen jono, etta

limy, o0 ag = a, Niin

a) limy oo (Th + i) = limg 00 Tpp + limg 00 T =T + 7,
b) hmk—>oo axly = ay,

C) limy—oo(Tg - Up) =T - 1.

limp oo Top = 2.
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Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R? R*
Geometrinen
havainnollistus
Tason

Olkoona := (ay,as) € R, 7 > 0. topologiaa

Etusivu
B(aﬂ“):{?GR’ \?—5!<T}‘ “« | »
Huomaan, etta ;LI
17 —al =V —a1)? + (42 — az)? Siuteret
on pisteideny ja @ etéisyys! Katso kuval. JoukkoaB(a,r) sanotaan myog:n (r- Takaisin
sateiseksi) palloymparistoksi. Koko naytid
Lopeta

Kuva 4: B(a,r)

Maaritelma 1.6 a-keskeinen-sateinen avoin pallo (kiekko) on joukko




Vastaavasti maaritelladuljettu kiekko
B(@r) = {7 | l5-al<r}
(siséaltaa kiekon reunan) junkteerattu kiekko
B(a,r) := {y ’ 0<|g—a|< r}.
Vield toistamme, etté

7€ B@r) < (y1 —a1)*+ (y2 — a2)® < r’.

Maaritelma 1.7 Joukko A c R? on avoin, jos jokaista € A kohti on olemassa
sellainen kiekkaB(z, r), ettdB(z,r) C A.

Esimerkki Osoitetaan etta joukko
A= {(1‘1,%’2) S R2 ’ xr1 > 2}

on avoin. Katso kuva.

Olkoonz € A. Silloinz; > 2. Valitaanr := 3“252. On osoitettava, etta jase B(z, 1),
niiny € A. Patee

1131—2
20

ly1 =1 =V - 212 <V —21)* + @2 —2)? <7 =

Tarkastellaan kahta tapausta 1. §9s> =1, niiny; > 2 (sillaz; > 2),eliy € A
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Sisalto:
Vektoriavaruudet
RQ, R3, R4
Geometrinen
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Kuva 5: Avoin joukko




2. Josy; < a1, niin

ly1 — 21| < x1252
— T — 452 < oy
= 2+ (n . 2) — I1252 < un
— 2—|—[1—2—0]'(x1—) <
= 2 < Y1,

eli taasy € A.
Lause 1.8Avoin pallo on aina avoin joukko. Avoin suorakulmio

{FeR?|la<az <bc<zy<d}

on avoin joukko.

Tasséu, b,c,d € R,a < b, c < d. Katso kuvab.

Madaritelma 1.9 Joukko A C R? on suljetty jos (komplementti)R? \ A on avoin.

Katso kuvar.
Esimerkki

Jana
{(z,0)|0<x <10} = A

on suljettu. MerkitaanB := R? \ A. Joukko B sisaltaa kahdenlaisia pisteits:=
(Y1,92):

1) 2 #0
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2) y» = 0, muttay; ¢ [0, 10].

Todistetaan, etté joukkB on avoin. Olkoony € B.

Tapausl® Valitaan esimerkiksi = ‘y—;" Talldin B(y,r) C B.

Tapau° Patee); < 0/ y1 > 10.Josy; < 0, valitaanr = |y2—1‘ mista seura® (7, r) C
B. Josy; > 10, valitaanr = “51% mista seurad (7, r) C B.
Esimerkki Joukko
A:={(z,0) |0 <z <10}
ei ole avoin eika suljettu.

Selitys. JoukkaA ei ole avoin, koska jos valitaan = (5,0) jar > 0 mielivaltainen,
niin B(z,r) ¢A. JoukkoA ei ole suljettu koska jos merkitadB = R? \ A, piste
(0,0) € B. Nyt B ei ole avoin. Olkoon- > 0 mielivaltainen. Joukkd3(0, r) siséltda
A:n pisteitaB (0, r) ZB joten B ei ole avoin. N&in ollerA ei ole suljettu.

Heuristisesti; Katso kuvé
Esimerkki Olkoon

A={z=(z1,22) ER*|0< 21 <1,0< 23 < 1}.

JoukkoA ei ole avoin eika suljettu. Katso kua

Maaritelma 1.10 Olkoon A C R?, 7 € R?. Pistez on joukonA kasaantumispistgos
jokainenz:n ymparisto sisaltaa vahintdan yhdém pisteery, y # 7.
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sisaltyy Achan

=>A ei avoin eika suljettu
ei sigalk Ahan

k. on suliettu, jos paatepistest sisalhrwat kohon

Kuva 8: Joukot4 ja K
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sisalhyy

ei sisalh

Kuva 9: JoukkoA
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1
1+ *
1
1
:
+ :
- 1
- 1
/ ' Sisalto:
1
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1 R2, R3, R4

Geometrinen
havainnollistus
Tason
topologiaa

11
A= {(k, k:) | ke N} . Etusivu

Piste0 on A:n kasaantumispiste. Katso kuva.

Kuva 10: Kasaantumispiste

Esimerkki Olkoon

Lause 1.11Josz on A:n kasaantumispiste, niin jokaing®(z, r) sisaltaa aarettdman

{11

montaA:n pistetta. Lisaksi on olemassa jo(in,)° ;, C A siten, ettdimy,_,. Tj, = T. o
Maéaritelma 1.12 JoukonA sulkeuma on joukko aen

A={z€ R?|T € Ataizon A:n kasaantumispisje Ko ane

Lopeta



Lause 1.13JosA c R?, niin A on suljettu joukko. Jos3 on suljettu joukko, niin
B = B.

SeurausA on suljettu, jos ja vain jogl sisaltda kaikki kasaantumispisteensa.
Esimerkki Joukko .
B := {(1,3+k> ykeN}

C:=BU{(13)}

ei ole suljettu. Joukko

on suljettu.

Maaritelmé 1.14 Pistez on joukon A sisapistejos on olemassa ymparistB(z, r),
r > 0 siten, ettdB(z, r) C A.

Pistez on joukonA ulkopiste, jost € R?\ 4 ja on olemassa > 0 siten, ettaB (T, s) C
R?\ A.

Pistez on joukonA reunapiste, jos sen jokainen ympari&tQz, ), » > 0 siséltaa seka
A:n ettaR? \ A:n pisteita.

Esimerkki Olkoon joukko

C={(z,y) |l <z <3,2<y<4}
Piste(1 + 155, 2 + 1o55) € C on sisépiste(2, 4) € C ei ole sisapiste.
Piste(31, 3) on joukonC ulkopiste,(2,2) € R? \ C ei ole ulkopiste.
Pisteet(2, 2) ja (2, 4) ovat joukonC reunapisteita.
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Todistus. Tapaug2, 2): Olkoonr > 0 mielivaltainen.

1° JoukkoB((2,2), r) sisaltadC:n pisteita: maaritelladn’ = min(1,7) jab = (2,2 +

™). Tallsinb € B((2,2),7);

}(2,2)—by:'(2,2)— <2,2+g>‘:’<0,7;>‘: 02+(g)2zgg

Toisaaltab € C, koskab = (2, 2+ %’)

| 3

2° JoukkoB((2,2), r) siséltad joukoR? \ C pisteita, esimerkiksi
c= (2, 2 g) € (R2\ C) N B((2,2),7).

Todistus harjoitustehtava. (I

JoukonA reuna on se joukko

A := {Z € R? | T on A:n reunapistg.

Josz ¢ A, niin T on joukon A reunapiste jos ja vain jas on joukon A kasaantumis-

piste.
SeurausA = AU 0A.
JoukkoA on suljettu jos ja vain jos se sisaltaa kaikki reunapisteensa.
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