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1. Vektoriavaruudet R2, R3, R4

VektoriavaruudetR2, R3, R4

Merkitään

R2 := {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R}
R3 := {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}
Rn := {(x1, . . . , xn) | xj ∈ R, ∀ j = 1, . . . , n} (tässän ∈ N)

Näiden joukkojen alkioita sanotaanpisteiksitai vektoreiksija niitä merkitään esimer-
kiksi

x = (x1, x2) ∈ R2

y = (y1, y2, y3) ∈ R3

a = (a1, a2, a3, a4) ∈ R4

Lukuax1 sanotaan pisteenx:n 1. komponentiksi/koordinaatiksi, lukuax2 pisteenx:n
2. komponentiksi/koordinaatiksi, jne. Nollavektori on0 = (0, 0) ∈ R2, 0 = (0, 0, 0) ∈
R3 . . . sitä sanotaan myös origoksi.

Tarkastellaan avaruuttaR2. Vektorienx = (x1, x2) ja y = (y1, y2) yhteenlasku määri-
tellään kaavalla

x + y = (x1 + y1, x2 + y2).

Esimerkki

(1, 10) + (3, π) + (−4, 0) = (1 + 3 + (−4), 10 + π + 0) = (0, 10 + π).
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Vektorinx = (x1, x2) kertominen reaaliluvullaa määritellään

ax = (ax1, ax2).

Esimerkki
5(e, e2) = (5e, 5e2).

Vektorienx ja y erotus määritellään

x− y = x + (−y),

missä−y = −1 · (y1, y2) = (−y1,−y2).

Merkitääne1 = (1, 0), e2 = (0, 1) (kantavektorit). Jos vektorix = (x1, x2) ∈ R2, niin
se voidaan kirjoittaa muodossa

x = x1e1 + x2e2

tai
e1 = i ja e2 = j.

Siis myös
x = x1i + x2j.

Josn ∈ N, niin määritelmät ovat analogisia. Olkoona ∈ R ja

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn.
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Määritellään

x + y := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) ∈ Rn,
ax := (ax1, ax2, . . . , axn) ∈ Rn,
−x := (−x1,−x2, . . . ,−xn) ∈ Rn

ja kantavektorit
e1 = (1, 0, 0, . . . , 0),
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),

...
en = (0, 0, 0, . . . , 1).

Josx = (x1, . . . , xn), niin

x = x1e1 + · · ·+ xnen =
n∑

j=1

xjej .

Olkoonx = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Niiden sisätulo (skalaari-,
pistetulo) määritellään

x · y := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ∈ R.

Esimerkki Tapauksessan = 4, lasketaan sisätulo

(1, 0,−2,
1
2
) · (1, 0, 1, 0) = 1 · 1 + 0 · 0 + (−2) · 1 +

1
2
· 0 = −1.

Lause 1.1Josx, y ∈ Rn ja a, b ∈ R, niin
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a) x · y = y · x

b) x · (ay + bz) = ax · y + bx · z

c) x · x ≥ 0 (ja x · x = 0 jos ja vain josx = 0).

Esimerkki Josn = 3, x = (1, 1, 0), y = (0, 3,−1), z = (0, 1, 2), a = 1 ja b = 2, niin

x · (ay + bz) = (1, 1, 0) · [(0, 3,−1) + (0, 2, 4)] = (1, 1, 0) · (0, 5, 3) = 5.

Toisaalta

ax · y + bx · z = (1, 1, 0) · (0, 3,−1) + 2(1, 1, 0) · (0, 1, 2) = 3 + 2 = 5.

Vektorinx ∈ Rn pituus eli normimääritellään

|x | =
√

x · x =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·x2
n.

Lause 1.2

a) |x | ≥ 0

b) | ax | = | a | |x | , ∀ a ∈ R

c) |x · y | ≤ |x | | y | (Schwarzin epäyhtälö)

d) |x + y | ≤ |x |+ | y | (4-ey)
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e) |x− y | ≥ | |x | − | y | |

Merkitään vielä

d(x, y) := |x− y | =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2)

(pisteidenx ja y etäisyys).

Josx, y ∈ Rn ja x ·y = 0, niin sanotaan, ettäx ja y ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
merkitäänx⊥y.

1.1. Geometrinen havainnollistus

Geometrinen havainnollistus

TasoR2: Katso kuvat1 ja 2. AvaruusR3: Katso kuva3.

1.2. Tason topologiaa

Tason topologiaa

Määritelmä 1.3 Olkoon(xk)∞k=1 jono vektoreitaR2:ssa. Jono suppenee kohti pistettä
x ∈ R2, jos

lim
k→∞

|xk − x | = 0 (1)

Tällöin merkitään
lim

k→∞
xk = x.
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Kuva 1: TasoR2
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Kuva 2: TasoR2
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Kuva 3: AvaruusR3
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Ehto (1) tarkoittaa: Kaikillar > 0 voidaan löytää lukuN ∈ N seuraavasti:

|xk − x | < r, josk > N.

Esimerkki. Olkoon

xk =
(

2 +
1
k
,
k − 3

k

)
, k ∈ N.

Kysymys: suppeneeko jono
(xk)∞k=1 ⊂ R2.

x1 = (2 + 1
1 , 1−3

1 ) = (3,−2) (6= x1)
x2 = (2 + 1

2 , 2−3
2 ) = (21

2 ,−1
2)

x3 = (21
3 , 0)

x4 = (21
4 , 1

4)
x5 = (21

5 , 2
5)

...

Väite:
lim

k→∞
xk = (2, 1) =: x

Todistus.

|xk − x | =
∣∣ (2 + 1

k , k−3
k )− (2, 1)

∣∣ =
∣∣ ( 1

k , k−3−k
k )

∣∣
=

∣∣ 1
k , −3

k

∣∣ =
∣∣ 1

k (1,−3)
∣∣ = 1

k | (1,−3) | =
√

10
k .

Tämä lähestyy nollaa, kunk lähestyy ääretöntä. �
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Lause 1.4Olkoon (xk)∞k=1 ⊂ R2 jono vektoreita,xk = (x1k, x2k) ja x = (x1, x2) ∈
R2. Tällöin

lim
k→∞

xk = x ⇐⇒
{

limk→∞ x1k = x1

limk→∞ x2k = x2.

Esimerkki Olkoon

xk =
(

sin
(

1
k

)
, cos

(
1
k

))
, ∀ k ∈ N.

Tässäx1k = sin( 1
k ) ja x2k = cos( 1

k ).

Pätee:
limk→∞ x1k = limk→∞ sin( 1

k ) = 0
limk→∞ x2k = limk→∞ cos( 1

k ) = 1,

joten lauseen 1.4 nojalla
lim

k→∞
xk = (0, 1) ∈ R2.

Lause 1.5Joslimk→∞ xk = x, limk→∞ yk = y ja (ak)∞k=1 ⊂ R on sellainen jono, että
limk→∞ ak = a, niin

a) limk→∞(xk + yk) = limk→∞ xk + limk→∞ yk = x + y,

b) limk→∞ akyk = ay,

c) limk→∞(xk · yk) = x · y.
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Kuva 4:B(a, r)

Olkoona := (a1, a2) ∈ R2, r > 0.

Määritelmä 1.6 a-keskeinenr-säteinen avoin pallo (kiekko) on joukko

B(a, r) =
{

y ∈ R
∣∣∣ | y − a | < r

}
.

Huomaan, että
| y − a | =

√
(y1 − a1)2 + (y2 − a2)2

on pisteideny ja a etäisyys! Katso kuva4. JoukkoaB(a, r) sanotaan myösa:n (r-
säteiseksi) palloympäristöksi.
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Vastaavasti määritelläänsuljettu kiekko

B(a, r) :=
{

y
∣∣∣ | y − a | ≤ r

}
(sisältää kiekon reunan) japunkteerattu kiekko

B(a, r) :=
{

y
∣∣∣ 0 < | y − a | < r

}
.

Vielä toistamme, että

y ∈ B(a, r) ⇐⇒ (y1 − a1)2 + (y2 − a2)2 < r2.

Määritelmä 1.7 JoukkoA ⊂ R2 on avoin, jos jokaistax ∈ A kohti on olemassa
sellainen kiekkoB(x, r), ettäB(x, r) ⊂ A.

Esimerkki Osoitetaan että joukko

A :=
{
(x1, x2) ∈ R2 | x1 > 2

}
on avoin. Katso kuva5.

Olkoonx ∈ A. Silloin x1 > 2. Valitaanr := x1−2
20 . On osoitettava, että josy ∈ B(x, r),

niin y ∈ A. Pätee

| y1 − x1 | =
√

(y1 − x1)2 ≤
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 ≤ r =
x1 − 2

20
.

Tarkastellaan kahta tapausta 1. Josy1 ≥ x1, niin y1 > 2 (sillä x1 > 2), eli y ∈ A
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Kuva 5: Avoin joukko
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2. Josy1 < x1, niin

| y1 − x1 | ≤ x1−2
20

⇐⇒ x1 − x1−2
20 ≤ y1

⇐⇒ 2 + (x1 − 2)− x1−2
20 ≤ y1

⇐⇒ 2 + [1− 1
20 ] · (x1 − 2) ≤ y1

⇒ 2 < y1,

eli taasy ∈ A.

Lause 1.8Avoin pallo on aina avoin joukko. Avoin suorakulmio{
x ∈ R2 | a < x1 < b, c < x2 < d

}
on avoin joukko.

Tässäa, b, c, d ∈ R, a < b, c < d. Katso kuva6.

Määritelmä 1.9 JoukkoA ⊂ R2 on suljettu, jos (komplementti)R2 \ A on avoin.
Katso kuva7.

Esimerkki

Jana
{(x, 0) | 0 ≤ x ≤ 10} =: A

on suljettu. MerkitäänB := R2 \ A. JoukkoB sisältää kahdenlaisia pisteitäy :=
(y1, y2):

1) y2 6= 0
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Kuva 6: Avoin suorakulmio

Kuva 7: Suljettu joukko
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2) y2 = 0, muttay1 /∈ [0, 10].

Todistetaan, että joukkoB on avoin. Olkoony ∈ B.

Tapaus1◦ Valitaan esimerkiksir = |y2|
2 . Tällöin B(y, r) ⊂ B.

Tapaus2◦ Päteey1 < 0
∨

y1 > 10. Josy1 < 0, valitaanr = |y1|
2 mistä seuraaB(y, r) ⊂

B. Josy1 > 10, valitaanr = y1−10
2 mistä seuraaB(y, r) ⊂ B.

Esimerkki Joukko
A := {(x, 0) | 0 < x < 10}

ei ole avoin eikä suljettu.

Selitys. JoukkoA ei ole avoin, koska jos valitaanx = (5, 0) ja r > 0 mielivaltainen,
niin B(x, r) 6⊂A. JoukkoA ei ole suljettu koska jos merkitäänB = R2 \ A, piste
(0, 0) ∈ B. Nyt B ei ole avoin. Olkoonr > 0 mielivaltainen. JoukkoB(0, r) sisältää
A:n pisteitäB(0, r) 6⊂B jotenB ei ole avoin. Näin ollenA ei ole suljettu.

Heuristisesti: Katso kuva8.

Esimerkki Olkoon

A :=
{
x = (x1, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 < x2 < 1

}
.

JoukkoA ei ole avoin eikä suljettu. Katso kuva9.

Määritelmä 1.10 OlkoonA ⊂ R2, x ∈ R2. Pistex on joukonA kasaantumispiste, jos
jokainenx:n ympäristö sisältää vähintään yhdenA:n pisteeny, y 6= x.
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Kuva 8: JoukotA ja K
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Kuva 9: JoukkoA
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Kuva 10: Kasaantumispiste

Esimerkki Olkoon

A :=
{(

1
k
,
1
k

)
| k ∈ N

}
.

Piste0 onA:n kasaantumispiste. Katso kuva10.

Lause 1.11Josx on A:n kasaantumispiste, niin jokainenB(x, r) sisältää äärettömän
montaA:n pistettä. Lisäksi on olemassa jono(xk)∞k=1 ⊂ A siten, ettälimk→∞ xk = x.

Määritelmä 1.12 JoukonA sulkeuma on joukko

A := {x ∈ R2 | x ∈ A tai x onA:n kasaantumispiste}.
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Lause 1.13JosA ⊂ R2, niin A on suljettu joukko. JosB on suljettu joukko, niin
B = B.

SeurausA on suljettu, jos ja vain josA sisältää kaikki kasaantumispisteensä.

Esimerkki Joukko

B :=
{(

1, 3 +
1
k

)
| k ∈ N

}
ei ole suljettu. Joukko

C := B ∪ {(1, 3)}

on suljettu.

Määritelmä 1.14 Pistex on joukonA sisäpistejos on olemassa ympäristöB(x, r),
r > 0 siten, ettäB(x, r) ⊂ A.

Pistex on joukonA ulkopiste, josx ∈ R2\A ja on olemassas > 0 siten, ettäB(x, s) ⊂
R2 \A.

Pistex on joukonA reunapiste, jos sen jokainen ympäristöB(x, r), r > 0 sisältää sekä
A:n ettäR2 \A:n pisteitä.

Esimerkki Olkoon joukko

C := {(x, y) | 1 < x ≤ 3, 2 < y ≤ 4}

Piste(1 + 1
100 , 2 + 1

1000) ∈ C on sisäpiste,(2, 4) ∈ C ei ole sisäpiste.

Piste(31
2 , 3) on joukonC ulkopiste,(2, 2) ∈ R2 \ C ei ole ulkopiste.

Pisteet(2, 2) ja (2, 4) ovat joukonC reunapisteitä.
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Todistus.Tapaus(2, 2): Olkoonr > 0 mielivaltainen.

1◦ JoukkoB((2, 2), r) sisältääC:n pisteitä: määritelläänr′ = min(1, r) ja b = (2, 2 +
r′

2 ). Tällöin b ∈ B((2, 2), r);

∣∣ (2, 2)− b
∣∣ =

∣∣∣∣ (2, 2)−
(

2, 2 +
r′

2

) ∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ (

0,
r′

2

) ∣∣∣∣ =

√
02 +

(
r′

2

)2

=
r′

2
≤ r

2

Toisaaltab ∈ C, koskab =
(
2, 2 + r′

2

)
.

2◦ JoukkoB((2, 2), r) sisältää joukonR2 \ C pisteitä, esimerkiksi

c =
(
2, 2− r

2

)
∈

(
R2 \ C

)
∩B((2, 2), r).

Todistus harjoitustehtävä. �

JoukonA reuna on se joukko

∂A := {x ∈ R2 | x onA:n reunapiste}.

Josx /∈ A, niin x on joukonA reunapiste jos ja vain josx on joukonA kasaantumis-
piste.

Seuraus:A = A ∪ ∂A.

JoukkoA on suljettu jos ja vain jos se sisältää kaikki reunapisteensä.
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