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2 Useamman muuttujan funktiot

Olkoon m,n € N, A C R™. Funktiota f : A — R sanotaan m:n muuttujan
reaalifunktioksi.

Funktio f : A — R™ on m:n muuttujan vektoriarvoinen tai R™-arvoinen
funktio. (Jos m =n > 2, niin f on vektorikentté.)

Esimerkki 1 Kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita:

f(x,y) = sin(z,y)
flz,y) = 2 +3a%y —y°
_ 1 1
g(z,y) = 2?2y
h(z,y) = tanx;-sinzy
hz) = |z|+3[z|
L, 1 > Ty
g(‘rlvx?) =

sinz, 1 < s

missd z,y € R ja x1, 22 € R.

Esimerkki 2 Kahden muuttujan R2?-arvoisia funktioita:
fA=R? (@)= (@), (7)) = [1@)i + f2(T)],
missid fi : A— R, fy: A — R jaT € R? Esimerkiksi

fleyy) = (@P+y* +)z,yeR 2,y#0
g(x1,29) = (sinzy + cosxg,sinzy — cosxy).

Esimerkki 3 Kahden muuttujan R3-arvoisia funktioita:
f(f) - (fl(f)an(T)’fi‘l(T)) 7T € A C R27fj : A - Rvj = 17273a s
Esimerkiksi
g(z.y) = (22 +y,3y% 22%)
f(@) = (sinzy,cos(x; + x2),tan xq).
Yleisesti: Funktio f: A — R", A C R™ on muotoa
f(f) = (fl(f)v fQ(T)a s 7fn(f)) )

missd T € A C R™, ja f; : A — R on funktion f j:s komponenttifunktio.
Esimerkki 1 Ratkaise yht&lo

f(@) =0, kun f: R? — R, flzy, e, 23) = 23 —l—xf - 333;’
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siis yhtalo

T3+ 17 — 375 =0 <= x3 =315 — 2% (pinta R*:ssa)
Ratkaisu on pintal!
Esimerkki 2 Ratkaise yhtilo

9(z) = (1,2,0), g¢g:R?*?—=R? ¢(@)= (v, +23 252

Yhtalot:
T + 13 =1 s o= 2 r; = 0
w3 = 2 = =2 = {1z =2
T =0 ry = 0 Ty = +1

Ei ratkaisua.

Miéritelmé 2.1 a) Olkoon A C R? @ € R? siten, ettd B'(a,r) C A. Luku
b € R on funktion f : A — R raja-arvo pisteessi @, jos jokaista r > 0 kohti
voidaan 10ytda s > 0 siten, ettd

’f(j>_b’ <,
jos |T —a| < s, T # a. Merkitdén

b= lim f (7).

T—a

Maésritelmé 2.1 b) Olkoon joukko B C R? ja piste @ joukon B kasaantu-
mispiste. Luku b € R on funktion g : B — R raja-arvo pisteessi @ joukossa
B, jos jokaista r > 0 vastaa s > 0 siten, ettd

[9(z) = b| <,

kun 7 € B ja |T —a| < s, T # a. Merkitaén

b= lim f(7).
FeB
Esimerkki Olkoon funktio
22y?
f(xay) T $2 +y2

mééritelty joukossa R?\ {(0,0)}. Miké on funktion f raja-arvo pisteessi 07
Vastaus: 0.



Todistus. Olkoon r > 0. Arvioidaan lauseketta

| f@) —bl=[f@)].
On néaytettava, ettd tdméa on pienempi kuin r, kunhan ¥ on riittavén ldhella
origoa. Arvioidaan
(22 + )2
z? + y?

< =(* +¢*) =z’ (1)

Valitaan s = min (3,1). Olkoon |T —a| < s eli | 7| < s. Silloin

=77l < |7l <s <
O
Esimerkki* Maéritelldan funktio
(y* —2)°
flz,y) = a2 (z,y) # (0,0)
Jos x = y2, niin
(v* — %)
zy) =Y Y] _y
f(z.y) s

Jos y = kx, k € R, niin

Erat — 2k%x3 + 22 1+ k*a? — 2k%x
= —
ktat + 22 1+ k222 ’

flz,y) =

kun x — 0.

Lause 2.2 Olkoon @ joukon A kasaantumispiste, sekid joukko B C A ja
oletetaan, ettd @ on myo6s joukon B kasaantumispiste. Olkoon f : A — R.
Jos on olemassa luku b € R siten, etta

lim f(7) = b,
TeA

niin patee myos
lim f(z) =b.
el

Esimerkki Raja-arvon laskeminen kiyrid pitkin. Olkoon ¢ : R*\ {(0,0)} —
R ja tarkastellaan raja-arvoa joukossa A C R?\ {(0,0)}, eli lauseketta

lim ¢(7) (2)

T—0,T€A
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a) A:={(t,kt) | t ¢ R,t > 0} (k kiintea). Silloin
) ) b
" - thron g(t7 kt)

(katso esimerkki* sivu [4)).
b) A:={(t*t) | t € R} Silloin

_1; 2
(2) = lim g(t, ).

Esimerkki Olkoon funktio

(P -w)?
g($7y>_ y4+x2 :
Nyt
2 2\2
e (=)
i:r%g(x)—llj%g(tﬂt)_lgé T

T—A

Huomautus! Lauseen 2.2 seurauksena funktiolla

(y* — )

flx,y) = -

ei ole raja-arvoa pisteessi 0.

Maééritelmé 2.3 Olkoon A C R” ja @ € R” siten, ettd B'(@,r) C A jollakin
r > 0. Funktiolla f : A — R™ on raja-arvo b = (by,...,b,) pisteessi @ jos
jokaista r > 0 vastaa s > 0 siten, etti

f@) =b|<r kan |T-a|<s, TEATAT

Vastaavasti méaritellddn raja-arvo joukossa A, jos piste @ on joukon A ka-
saantumispiste.

Lause 2.4 Olkoon A,@,b, f := {f1,..., fm}, kuten Mééritelmissd 2.3 (sivu
5). Piste b on funktion f raja-arvo pisteessi @, jos ja vain jos

Todistus. Oletetaan -
lim f(Z) = 0. (3)

T—a

Olkoon k € {1,...,m}. On osoitettava etta

T—a



Olkoon r > 0. On loydettdva s > 0 siten, ettd | fx(T) —br| < 7, kun
|7 —a| < s. Koska (3)) pétee, niin on olemassa s > 0 siten, etté ’ f(@) — 5‘ <
r, kun |7 —a| < s. Talloin

| fie(@) = b | = | fo(@) = by JZU} )= b P =|f@) b <

Oletetaan toisaalta, etta

Tr—a

pitee kaikille k. Olkoon 7 > 0. Valitaan s; > 0 siten, ettd | fix(7) — bx | < =,
kun |Z —@| < s. Valitaan s = minj <<y, sx. Jos | T —a| < s, niin

I
=

_ m m m r
@) -] :\IZ\fk(?C)—bHQSZ\fk(-fﬂ)—bk’ <D —=m—
k=1 k=1 k=1
O
Esimerkki Olkoon joukko A =R\ {(0,1,0)}, m =2, ja

41‘
Flar,waws) = (wn+sin(rars), FHE—nty)

fi(xy, 9, 23) = 1 +sin(xexs) (A — R)

z(zo—1)4zd

fo(T1, 20, 03) = P+ (@a—1)2ta2 (A—R).

Tassé fi ja fo ovat kuvauksia A — R. Laske limz_.(1,0) f(Z).

Lauseen 2.4 (sivu|5|) mukaan on syyté tarkastella komponenttifunktioita erik-
seen:

z—%%,o) fi(zy, ke, x3) = xjg(%,o) x1 + sin(zaz3) = 0+ sin0 = 0.

Voidaan olettaa, ettd |x1| <1, |zo — 1| <1 ja|x3| < 1. Tdstd seuraa

’3311(552 - 1)4$§‘ = o [May = 1 g |" < |y P |wo = 17 |23 [ < (34 (22-1)"+23))".

Siis,

zH(zo—1)as
o2 +(x2—1)%+a3

224 (29—1)2422))3
(o D | (a3 4 (g — 1)? 4 a3))?

= |z—(0,1,0)]" =0,

kun 7 — (0,1,0), eli |Z — (0,1,0) | — 0. Néin ollen
lim /() =

z—(0,1,0)



Lause 2.5 Oletetaan, ettd kuvauksille f,g: A — R" pétee

lim f(z) =b, limg(7) ="¢.

T—a T—a

Talloin

c) limz_z (f(Z) - g(T)) =b-¢ (jos n = 1, niin tavallinen tulo).

Jos n =1, g(Z) # 0 niin limz_5 % =2

g

Maaritelma 2.6 Olkoon A C R™ ja f : A — R™. Sanotaan, ettd funktio
f on jatkuva pisteessd @ € A, jos annetulle mielivaltaiselle r > 0 voidaan
loytad s > 0 seuraavasti:

| f(@)— f(@)]| <r, kun |T —a| < s,T € A.
Funktio f on jatkuva joukossa A jos se on jatkuva jokaisessa joukon A pis-

teessa.

Esimerkki 1 Funktio f(z,y) = 2? + 3yz + y'°, f : R* — R on jatkuva.
Yleisesti n:n muuttujan reaaliarvoinen polynomi on jatkuva.

Esimerkki 2 Funktio

3vy + y + ma?
9= "G g:A—R, A={(z,y)|2*#y’}
on jatkuva joukossa A.

Lause 2.7 Kuvaus f = (f1,..., fa) : A — R" on jatkuva pisteessd @ jos ja
vain jos fr : A — R on jatkuva pisteessd @ kaikilla k =1,... n.

Esimerkki Olkoon funktio f(z,y,z) = (2%2%,y + 3z). Téissi fi(z,y,2) =
222% on jatkuva ja fo(z,y,2) = y+ 3z on jatkuva, joten funktio f on jatkuva
R:ssé.

Analogisesti Lauseen 2.5 (sivu [7]) kanssa, kahden jatkuvan funktion summa,
skalaaritulo, jne...ovat jatkuvia.

Huomautus Olkoot f: A — B, g: B — C, missi A, B, C ovat joukkoja:

go flx) =g (f(x)),
kun x € A. Siisgo f: A — C.



Lause 2.8 Olkoon A C R", B C R", f: A — R" siten, ettd f(A) C B ja
g : B — RF*. Oletetaan edelleen ett# joukko B on avoin, piste @ € A, funktio
f on jatkuva pisteessi @ ja funktio g on jatkuva pisteessi f(a). Silloin funktio
g o f on jatkuva pisteessi a.

Esimerkki 1 Midritelldéin funktio f(z,y) = (2%, y), R* — R?. Se on jatkuva
ja sen iteraateille pétee

fAxy) = foflz,y) = f(2%y) = (a*,y)
fg(may) =fofo f(a:,y) = f(f2($2,y)) = f(x47y) = (xS’y)

ffay)= fo...of (z,y)
—_—
n kappaletta

Kaikki ndmé ovat jatkuvia.

Esimerkki 2 Miéritelldin funktio f(z,y) = (y,2%), R* — R? joka on jat-
kuva.

FPxy) = fly,2*) = (2%, y%)
Fy) = f(FP(2,y) = f(2,97) = (vP, 2%
Az, y)

o= (24 yt) jme. ..



