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2. Useamman muuttujan funktiot

Useamman muuttujan funktiot

Olkoonm,n € N, A C R™. Funktiotaf : A — R sanotaann:n muuttujan reaali-
funktioksi.

Funktio f : A — R™ onm:n muuttujan vektoriarvoinen t&"-arvoinen funktio. (Jos
m =n > 2, niin f on vektorikentta.)

Esimerkki 1 Kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita:

f(z,y) = sin(z,y)
flzy) = 22+ 3%y —y>

_ 1 1
g(z,y) = 22y
h(z,y) = tanz -sinxe

h(z) 1Z|+ 3|z
e 1 > T2

g(mhx?) =

sinzy, x1 < T9
missaz,y € Rjazxi, z2 € R.
Esimerkki 2 Kahden muuttujamR?-arvoisia funktioita:
fA=R? f(@) = (h(@), f2(T) = L(@)i+ f2(T)],
missaf; : A — R, f» : A — Rjaw € R?. Esimerkiksi

flz,y) = (@+y’Li+3)nyeR z,y#0
g(r1,22) = (sinxy + coszg,sinze — coSxy).
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Esimerkki 3 Kahden muuttujaiR>-arvoisia funktioita:

f(j) = (fl(f)?fé(f)?f?)(f))’je AcC R2>fj : A—>Ra] = 172733"'

Esimerkiksi
(2z +y, 3y?, 227)
f(@) = (sinzy,cos(z; + x2), tanxs).

Q
—~
3
<
S~—
I

Yleisesti: Funktiof : A — R", A C R" on muotoa

f(f) = (fl(j)qu(f)v 000 >fn(§))a

missdr € A C R™,ja fj : A — R on funktion f j:s komponenttifunktio.

Esimerkki 1 Ratkaise yhtalo
f@) =0, kunf:R3 =R, f(x1,z2,x3) =23+ 22 — 325
siis yhtalo
z3+ 23 — 313 =0 <= w3 = 325 — 2% (pintaR3:ssa)
Ratkaisu on pinta!
Esimerkki 2 Ratkaise yhtalo

9() = (1,2,0), g¢:R?>—=R3 ¢7) = (v1 + 23, 23,21)
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Yhtalot:

Ty + z3 = 1 z3 = 2 1 = 0
x% = 2 < Ty = 2 <= To = V2
I =0 rp, = 0 To = +1
Ei ratkaisua.

Mé&aritelmé 2.1 a) OlkoonA C R?, @ € R? siten, ettaB’(a,r) C A. Lukub € R
on funktionf : A — R raja-arvo pisteess@ jos jokaistar > 0 kohti voidaan l6ytaa
s > 0 siten, etta

| f(T) = bl <,

jos|T —a| < s, T # a. Merkitaan

b= lim f(z).
r—a
Maéritelma 2.1 b) Olkoon joukkoB C R? ja pistea joukon B kasaantumispiste. Luku
b € R on funktiong : B — R raja-arvo pisteessa joukossaB, jos jokaistar > 0
vastaas > 0 siten, etta
9@ bl <,

kunz € Bja|zT —a| < s, T # a. Merkitaan

b= lim f(z).
zeB
Esimerkki Olkoon funktio
x2y2
f(z,y) = PN

Sisalto:
Useamman
muuttujan funktiot

Etusivu

{11

Sivu4/12

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta



maadritelty joukoss®? \ {(0,0)}. Mika on funktion f raja-arvo pisteess#? Vastaus:

0.
Todistus. Olkoonr > 0. Arvioidaan lauseketta

| (@) =bl=1f(@)].

On naytettava, ettd tama on pienempi kuinkunhanz on riittavan lahella origoa.

Arvioidaan
(JU2 +3/2)2
z2 + y2

:c2y2
x2 4+ y2

| F@)| =

<

Valitaans = min (4, 1). Olkoon|Z — @ | < s eli | Z| < s. Silloin

2| =1z]-1zl<|z|<s<
O

Esimerkki* Maaritellaan funktio

(y* — x)?

f(337y) = W) (357y) 75 (O’O)
Josz = 2, niin
(y% — y?)?
y)=-"F—"7=0
f(@,y) .

Josy = kz, k € R, niin
kiz* — 2k223 4 22 1+ k*x? — 2k%x
ktat 4 22 14 k222

flz,y) =

= (2® +y%) =

z|”

_>1’
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kunz — 0.

Lause 2.20lkoona joukon A kasaantumispiste, seka joukkoC A ja oletetaan, ettéd
on myds joukonB kasaantumispiste. Olkogfi: A — R. Jos on olemassa lukue R
siten, etta

lim f(z) = b,
TeA

niin patee myos
lim f(z) = b.
Teh

Esimerkki Raja-arvon laskeminen kayria pitkin. Olkogn: R?\ {(0,0)} — R ja
tarkastellaan raja-arvoa joukosgac R? \ {(0,0)}, eli lauseketta

lim ¢(7) (2)

T—0,7€A
a)A:={(t,kt) | t € R,t > 0} (k kiinte&). Silloin

(2) = lim g(t, kt)

(katso esimerkki* sivib).

b) A := {(t*,t) | t € R} Silloin

_ 1 2
(2) = lim g(1%, 1)
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Esimerkki Olkoon funktio

_ -2
g(:t,y) — y4+a:2
Nyt
2 2\2
N (it &
%11%9(56) e
T—A
Huomautus! Lauseen 2.8)(seurauksena funktiolla
_ -2
f(xu y) - y4 + $2
ei ole raja-arvoa pistees8a
Méaéritelma 2.3 Olkoon A C R™ jaa € R” siten, ettdB’(a,r) C A jollakin » > 0. Sisalto:
Funktiollaf : A — R™ on raja-arvob = (by,...,b,) pisteessé jos jokaistar > 0 Useamman
vastaas > 0 siten, etta muuttujan funktiot
| f@)—b| <r, kun|zZ—-a|<s, Te€AT#a s

Vastaavasti maaritelladn raja-arvo joukogsgos pistea on joukonA kasaantumispis-
te.

Lause 2.40lkoon A, @, b, f := {f1,..., fm}, kuten Maaritelmassa 2.3 (sivi). Piste
b on funktion f raja-arvo pisteessé jos ja vain jos

{11
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Todistus. Oletetaan
lim f(z) = b. 3)

Olkoonk € {1,...,m}. On osoitettava etta

lim f3,(7) = bg.
Olkoonr > 0. On l6ydettavas > 0 siten, ettd fx(7) — bx| < r, kun|T —a| < s,
Koska @) patee, niin on olemassa> 0 siten, ettg f(z) —b| < r, kun|Z —a| < s.
Talléin

| fo@) = be | = /| @) = b < | D1 @ —b; 1> =] f@) —b| <
j=1

Oletetaan toisaalta, etta
lim fi.(Z) = by, (4)

r—a

patee kaikillek. Olkoonr > 0. Valitaans;, > 0 siten, ettd| fx(z) — by | < -, kun
|T —a| < sg. Valitaans = minj <<y, Sk. JOS|T — @ | < s, niin

[£@ =] =[S 14@ -t P <Y 1@ = bl <Y = =ml =~
k=1 k=1

k=1

O
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Esimerkki Olkoon joukkoA = R\ {(0,1,0)}, m =2, ja

1.4 To— 4x4
f(z1,20,23) = (ajl + sin(xoxs), m>
fi(z1,22,23) = 3 + Sin(éfzf:;) (A—R)
folar, ma,23) = -—S@=Ds 4 L R).

23+ (z2—1)2+x3
Tasséf: ja f» ovat kuvauksiad — R. Laskelimz_, (g 1,0y f(T).
Lauseen 2.4 (sivid) mukaan on syyta tarkastella komponenttifunktioita erikseen:

lim fi(z1,22,23) = lim 2 +sin(zez3) =0+ sin0 = 0.

z—(0,1,0 z—(0,1,0

\oidaan olettaa, ettfr; | < 1, |z — 1| < 1ja|xs| < 1. Tasta seuraa

|2t(z2 — D*2f | = |21 |* |22 — 1 [ |23 |* < |21 )P |22 — 1 |23 ] < (23 +(22—1)2+23))>.

Siis,

224 (2o—1)2422))3
e | = (@l + (2 - 17 + 2]
= |f_ (0,1,0) |4 - 07

kunz — (0,1,0), eli |z — (0,1,0) | — 0. Nain ollen

li 7) =
i f@)=0

Lause 2.50letetaan, etta kuvauksillg g : A — R'™ patee
lim f(7) =b, limg(7) ="z
Tr—a r—a

Tallgin
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a) limz—g (f(7) + 9(z)) = lim £(7) + lim(z)
b) JosA € R, niinlimz_.g (Af(Z)) = Alim f(Z)

c) limgz_z (f(Z) - g(Z)) = b- ¢ (josn = 1, niin tavallinen tulo).

"

d) Josn = 1, g(Z) # 0 niin limg_ L2 =,

T c

~

Q

Méaéaritelméa 2.6 OlkoonA € R™ja f : A — R". Sanotaan, ettd funktif on jatkuva
pisteess@ € A, jos annetulle mielivaltaiselle > 0 voidaan 10ytd& > 0 seuraavasti:

| f(@)— f@)]| <r kun |Z—al| <s,7 € A.

Funktio f on jatkuva joukossal jos se on jatkuva jokaisessa joukdrpisteessa.

Esimerkki 1 Funktio f(z,y) = 22+ 3yz +y'°, f : R? — R on jatkuva. Yleisesti:n
muuttujan reaaliarvoinen polynomi on jatkuva.

Esimerkki 2 Funktio

3zy +y + ma?
o= 3:2—_y27 g:A—R, A:{(:L',y)|m27£y2}
on jatkuva joukossa.

Lause 2.7Kuvausf = (f1,..., fn) : A — R" on jatkuva pisteessé@jos ja vain jos
fr : A — R on jatkuva pisteessakaikillak = 1,...,n.

Esimerkki Olkoon funktio f(z,y, z) = (z22%,y + 3z). Tass&fi(z,y,2) = 2222 on
jatkuva jafa(z,y, z) = y + 3z on jatkuva, joten funktigf on jatkuvaR:ssa.
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Analogisesti Lauseen 2.5 (si@) kanssa, kahden jatkuvan funktion summa, skalaaritu-

lo, jne. .. ovat jatkuvia.
HuomautusOlkoot f : A — B, g: B — C, missad, B, C ovat joukkoja:

go f(z):=g(f(z)),
kunx € A. Siisgo f: A — C.

Lause 2.80lkoon A ¢ R", B ¢ R", f : A — R” siten, ettdf(A) C Bjag :
B — R*. Oletetaan edelleen etté joukkbon avoin, piste € A, funktio f on jatkuva
pisteess& ja funktio g on jatkuva pisteess#(a). Silloin funktio g o f on jatkuva
pisteessa.

Esimerkki 1 Maaritellaan funktiof (z,y) = (z2,y), R? — R2. Se on jatkuva ja sen
iteraateille patee

fQ(.Z‘,y) = fof($7y) :f($27y) = (lAay)
fg('rvy) = fOfOf(IL‘,y) = f(f2($27y)) = f(a:4,y) = ($87y)

fr@y)= fo...of (z,9)
N——
n kappaletta

Kaikki nama ovat jatkuvia.

Esimerkki 2 Maaritellaan funktiof (z, y) = (y, 2?), R?> — R? joka on jatkuva.
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fz(:l"7y) = f(y7$2) = ($2,y2)
f3(m,y) = f(f2(xay)) = f(xQ’yQ) = (y2,$4)
(@, y)

o= (z* yY) jne...
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