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3 Differentiaalilaskenta

3.1 Osittaisderivaatta

Miiritelmé 3.1 Olkoon @ = (ay,as) € R? ja f reaaliarvoinen funktio, joka
on médritelty ainakin @:n jossakin ympéristossé. Jos on olemassa raja-arvo

lim flar + h,az) — f(a, 0l2)7
h—0 h

niin tata sanotaan funktion f osittaisderivaataksi 1. muuttujan suhteen (tai
x:n suhteen) pisteessd a. Merkitain

D@, @ Y@, @, £

Vastaavasti médritellaédn f:n osittaisderivaatta toisen muuttujan suhteen raja-

arvona
lim flai,a +h) — f(ay, a2)
h—0 h
Tata merkitaan o/ o/
DQf(a)a 87.%2(6)’ aiy(a) jne'

Sanotaan, ettd funktio f on derivoituva pisteessd @, jos derivaatat D;f(a)
ja Do f(a@) ovat olemassa. Jos funktio f on derivoituva joukon A jokaisessa
pisteessé, niin f on derivoituva joukossa A.

Esimerkki Olkoon

o p kun (2,) = (1,0)
x, = Ty’
VT o2 kun (3,y) # (1,0)
Talloin

le(LO)_;lffé h _flng(lJT_O
ja

Daf U0 = iy =g = i gy~

Olkoon f kuten ylla. Pitden muuttujaa y kiintedna mééaritellaédn x:n funktio

g(x) := f(x,y). Silloin
J(2) = 1im 2R —9@) o\ fathy) = f@y) _of

h—0 h h—0 h ox
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Néemme siis, ettd osittaisderivaatta z:n suhteen voidaan muodostaa tuttuja
derivoimissdantdja kayttden (pitamélla y vakiona).

Esimerkki Jos
f(z,y) = 2%y + 2* siny,

on osittaisderivaatta
6. .22 3
D, f(z,y) = 3y“z” 4 42° siny.
Jos

g(z,y) =y* + €™,

on osittaisderivaatta

0
Dig(z,y) =0+€"- gxw = e™y.

Vastaavasti a% muodostetaan pitdmalla z:44 vakiona (f ja g kuten yll&):

Dyf(z,y) = 22°y+a’cosy,
Dog(x,y) = 2y+ we™.

Useamman muuttujan funktion osittaisderivaatat

Olkoon funktio g mééritelty pisteen @ = (aq,...,a,) € R"™ ympéristossi, ja
j€{1,...,n}. Raja-arvot

ﬁ:limg(a17“"aj+h""’&n)_g(a17"'7aj>-..,an)

8:1:]- h—0 h

on osittaisderivaatta j:nen muuttujan suhteen, ja sitd merkitaan D;g(a).

Esimerkki Maaritellaan funktio

f(@1, 09, 23, 24) = IE%QT;J, + sin(zy + 24) + eT1tTa

Sen osittaisderivaatat ovat

le = 2[L‘1$3 + 0 + €x1+z4 . Dl(ZL‘l + 1‘4) = 2ZL‘1I3 + 6x1+x4
=1

Dyf = 0+ cos(zg+ x4) + 0 = cos(zg + x4)
Dsf 3
Dyf = cos(wy+ z4) + ™17,

Huomautamme, etté derivoituvan funktion ei tarvitse olla jatkuva.



Esimerkki Funktio

1, kinz=0Vy=0

0, muulloin

flz,y) :{

ei ole jatkuva pisteessia 0 = (0,0), mutta

Duf(0.0) = i FEO LSO < g Tt <0, pusio0) <o

3.2 Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos derivaatta D; f on olemassa pisteen @ ympéristossé ja D; f on derivoituva
k:nen muuttujan suhteen, saadaan 2. kertaluvun osittaisderivaatta

Djxf (@) = (Du(D; f)) (@)
(7,k € {1,...,n}, kun f on n:n muuttujan funktio). Merkitddn myos

o*f

0x;0xy, @

Vastaavasti méaéritelladn funktion f korkeamman kertaluvun osittaisderivaa-
tat

Djkif = Di<Djkf)

ja niin edelleen. Sanotaan, ettd f on m kertaa jatkuvasti derivoituva, jos
kaikki enintéén kertalukua m olevat osittaisderivaatat ovat olemassa ja jat-
kuvia.

Esimerkki Funktion
f(z,y, 2) = 23y* 4+ 2 siny + cos(z2)
osittaisderivaatat ovat

Dif = 3y*x?®+ 4x’siny — zsin(zz2)
Dyf = 223y + xtcosy
Dsf = —uwsin(xz).



Péateeko D12 = D21?

Dif = 6xy*+ 12:v2 siny — 22 cos(xz)
Dy f = 22% —2'siny
Dssf = —x%cos(xz)

Dy f D2<D1f) = 62%y + 423 cos y

Do f = Dy(Dyf) =62y + 423 cosy

Disf = Ds(Dyf) = —sin(zz) — xzcos(xz)
Da f = Dl(Dgf) —sin(zz) — xz cos(xz)
D23f =0

D32f =0

Esimerkki Maaritellaan funktio

su(z?—2 _
foyy o | P T (2,0) £0
7 0 kun (z,y) = 0.
Kun (z,y) # (0,0):
D.f =D, wy(@® —y*)\ _ By —y°)(@® +y°) — 22(2’y — ay’)
* +y (22 +y?)
 AaryP oty — P
(% +y?)
ja
Dyf = .. = x® — 4x3y? — 2yt
SO PNy

Tuloksesta seuraa

0-9°+0-y—y* -y
le(()?y): <02+y2)2 = y4 =Y, kuny#ou

ja tuloksesta
Dof(z,0)=...=2, x#0.
Osittaisderivaatat origossa ovat
h-0-(h2=02%) 0

f(hu O) - f(oa O) 7 h2+0
h = jim h =

" £0,) = (0,0)
h




Nyt tuloksien ja avulla saadaan
Dy f(0,h) = D1f(0,0) —h—0

Di2f(0,0) = Dy(D1£)(0,0) = lim I S =
ja tuloksista (4] ja (6
. Dyf(h,0) = Dyf(0,0) . h—=0
D11 £(0,0) = D1(D2f)(0,0) = ]llli% s/ (A, 0) h 2/0.0) - ilzlir(lj h L

On kuitenkin vain erikoistapaus, etté osittaisderivaatat saavat eri arvot.

Lause 3.2 Olkoon funktio f reaaliarvoinen kuvaus, joka on mééritelty pis-
teen (a,b) € R? ympiéristossid. Oletetaan, ettid Dy f ja Dor f ovat olemassa
pisteen (a,b) ympéristossa ja jatkuvia ainakin pisteessi (a, b). Silloin

Dlgf(a, b) = Dlgf(a, b)

Todistus sivuutetaan.

Esimerkki Olkoon
flz,y) = 2’y + ™.
Osittaisderivaatat
Dy = 2xy+ ye™
Dy = 2?4 ze™
DQl = 2z + e:r:y(]_ + ZL’y)
Dy = 2z +e"(1+ xy)

Olkoon f = (fi,...,fn) pisteen @ € R™ ympéristossd madritelty vekto-
riarvoinen kuvaus. Maaritelldén funktion f osittaisderivaatta x;mn suhteen
pisteessé @ raja-arvona

D]f(a):£%f<ala 7a]+ 3 ;la) f(al CL)

mikéli raja-arvo on olemassa. Ei ole vaikea osoittaa, ettd osittaisderivaatta
saadaan derivoimalla komponenttifunktiot:

D;f(@) = (D;/1(@),....D; f.(@)).
Esimerkki Olkoon m =2, n =3 ja

flx,y) = (sin(x +y), 2%, ewy).



Osittaisderivaatat ovat

Dof(z,y) = (cos(x+1y),0, :Uef”y).

Lause 3.3 Olkoon funktio f méaritelty pisteessd a € R™, reaaliarvoinen. Jos
osittaisderivaatat D;;f ja Dj; f, i < j, ovat olemassa pisteen @ ympéristossa
ja jatkuvia pisteessd @, niin

Dijf(@) = Djif(a), i,j€{l,...,m}.
Todistus. Olkoon @ = (ay, ..., a,). Mééritelladn

g(may) = f(a'h ey A1, Ty Qg 1y - - 7aj—17yaa'j+la <o 7am)

joka on kahden muuttujan funktio. Funktiolle g patee: x on maéritelty pis-
teen @ = (a;,a;) € R? ympéristossd, D1g, Dog médritelty @’:n ympéristossi
jue. .. Sovelletaan lausetta 3.2 (sivu [6)

Dijf<a) = D12g<ai7 ij) = D219<aj> ai) = Djif@)-

O

Esimerkki Jos h : R* — R ja kaikki osittaisderivaatat kertalukuun 5 asti
ovat jatkuvia, niin

D1234h = D4321h = D1432h = ..

Mutta tietenkéédn ei pade esimerkiksi Dojzh = Daosh.

3.3 Differentioituvuus

Yhden muuttujan funktio f on derivoituva pisteesséd xg € R jos ja vain jos
on olemassa a € R siten, etta

f(zo+ h) — f(xo) = ah + he(h),

missi € on reaalimuuttujan funktio, mééritelty 0:n ympéristossi ja e(h) — 0,
kun A — 0. Silloin a = D f(xy).

Tutkitaan samaa asiaa kahden muuttujan funktioille. Olkoon @ = (a1, as)
tarkastelupiste ja oletetaan, ettd funktio f on méaardtty pisteen @ jossakin
ympéristossi U. Oletetaan, ettd h € R siten, ettd a + h € U.
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Maaritelma 3.4 Funktio f on differentioituva pisteessé @, jos on olemassa
luvut oy ja as siten, etté

f@+h) = f(@ = arhs + ashs + | B | e(h), (7)

missé £ on jossain origon ympéristossd V' maédritelty funktio V. — R ja
e(h) — 0 kun h — 0. Jos merkitdin @ = (a1, as), niin (7)) voidaan kirjoittaa
muodossa

f@+h)— f@=a-h+|h|eh).

Maéritelmé 3.5 Olkoon A € R?. Funktio f : A — R on differentioituva
joukossa A, jos se on differentioituva jokaisessa pisteessa a € A.

Lause 3.6 Jos funktio f on differentioituva pisteessad @, niin se on jatkuva
pisteessi a.

Todistus. Olkoon s > 0. On loydettava r > 0 siten, etté
| f(@)— f(@)]| <s, kun |Z—a| <.

Olkoon ¢ kuten kaavassa , samoin @ = (ay, ). Voidaan 10ytaa s’ siten,
ettd |e(h)| < 1, kun ’E‘ < §'. Valitaan r = min (s’, 0 1). Olkoon nyt =

sellainen, ettd |7 — @| < r. TAllsin (merkitéiin h =T —‘ad‘)Jr
[f@ — f@| = |f@+h) - f@]|=|a-h+|h|e®)]
< |a-h|+|r|le®| < |R|(lal+]eR)])
< |z-al(lal+1) <r(lal+1) < Fral+1) =s

O

Lause 3.7 Jos funktio f on differentioituva pisteessa @, niin f on derivoituva
ja
Djf(d) = Oy, j = 1,2

Todistus. Tapaus j = 1.
F@+h) — f(@ = arhs + ashy + | | e(h),

missi e(h) — 0 kun A — 0. Téami pitee, kun h on jossakin 0:n ympéristossa.
Erityisesti voidaan tarkastella tapausta h = (hq,0), missd h; > 0. Muodos-
tetaan

f@+R) — @ flo+hias) — flaya) ok |B]
hy - hy oy +h71€(h>

= o+ ‘h‘s(h) —
hq ’

oo



kun A — 0. Tdmi todistaa, ettd D, f(a@) = «, koska osittaisderivaatan
madritelmén mukaan on toisaalta

lim flar + hi,a2) — f(ai, as)
h1—0 hy

= D, f(a).

Toinen muuttuja késitellddn vastaavasti. O

Differentioituvuus ja muut edelld mainitut tulokset méaaritelldén ja todiste-
taan samalla tavalla n:n muuttujan funktioille.

Esimerkki Funktion

=Y kun (x,y) # (0,0)
e~ | VT
f(z,y) { 0, kun (z,y) = (0,0).

molemmat osittaisderivaatat Dy f(z,y), Dof(x,y) saavat origossa arvon 0.
Voidaan kuitenkin osoittaa, ettei f ole differentioituva origossa.

Lause 3.8 Jos funktio f on derivoituva jossakin pisteen @ ympéristossa ja
osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteessd @, niin f on differentioituva pis-
teessa a.

Esimerkki Onko funktio f(z,y, z) := 2%y | 2 | + xy differentioituva pisteessi
(2,0,0)?

Ratkaisu.
le(a:?y?Z) = 2.T,'y|2’—|—y
Dof(e,y.s) = @zl +a
Dgf(l', Y, Z) — hmh—>0 w — limh_>() % _ 0
le(anaO) =0
DQf(Q,O’O) = 92

Funktio f on siis derivoituva pisteessi (2,0,0). Funktio f on differentioituva
pisteessi (2,0,0), jos

F(2+ha, ha, hs)=£(2,0,0) = D1 £(2,0,0)h1+D5 f(2,0,0)ha+Ds (2, 0,0)hs+| | (R),

missd € — 0 kun ‘ h ‘ — 0. Ratkaistaan tésté € ja tutkitaan sen kdyttaytymisté,



kun ‘E‘ — 0.

f(2 + h17h27h3) — f(z,0,0) — 2h2
3

(2 4+ h1)?hy | hs | 4 (2 + hi)hy — 2hy

h h
= (24 N1)?|hs] 2 +h 2

1
\/ h? + h3 + h3 \/h3 + h3 + h3

< @2+h)?hs|+]ha]—0

e(h)

kun h — 0. Téssi
| 2 | <1
Vi +h3+h3

joten funktio f on differentioituva.

Lauseke
D f(@hy + Daof (@)ho + - - - + D, f(@)h,

on nimeltdan funktion f differentiaali pisteessd @, merkitdan df (@)(h). Pétee
siis
Af = f(a+h) — f(a) =~ df (@)(h),
kun h on ”pieni”.
Esimerkki Funktion f(x,y) = x3y? osittaisderivaatat ovat
Dif =32%° ja Dof =223
Kun @ = (a1,a2) = (1,2) ja h = (hy,ha) = (—0.04,0.05) on funktion f
differentiaali
df(@)(h) = Dy f(1,2) - (=0.04) + Do f(1,2) - 0.05 = ... = —0.28
ja
Af = £(0.96,2.05) — f(1,2) = 0.96° - 2.05 — 4 ~ —0.2819. ..

Esimerkki (Virhearviointi) Pyritdéan médradméan maan vetovoiman kiihty-
vyys (g) kokeellisesti, mittaamalla putoamisaikaa ¢ ja putoamismatkaa s.

Mittaustulokset s ja t eroavat jonkin verran todellisista arvoista s+hy, s+ hs.
Télloin g:n virhe

dg
Os

99
ot

2 4s
he = t—th — —hs.

Ag:g(3+h17t+h2)_g(sut)%dg(*S?t)(E): 13

hi +

10



Jos tiedetddn mittaustarkkuudet eli | by | < § (jokin vakio) ja | he | < 7 (my0s
jokin vakio), niin
4]s|

5T

— 2
| dg(s,t)(h) | < S0+
(Huomatus! Osittaisderivaatan jatkuvuudesta seuraa siis differentioituvuus,
josta taas seuraa osittaisderiviutuvuuden olemassaolo.)
3.4 Gradientti ja suunnatut derivaatat

Msairitelméi 3.9 Olkoon A Co R? ja f : A — R, differentioituva. T&lloin
funktion f gradientti on vektoriarvoinen funktio A — R?, Merkitdin

gradf = Vf i= (Dif, Dof) = Difi+ Daf.
Yleensé, jos A Co R", f: A — R niin mééritellaan
Vf:=(Dif,Daof,...,Dpnf).
Pitee
df @)(h) = D1 f(ya)h + Daf @hs = (D1 f (@), Daf (@) - (hn, he) = V f(@) -,
missi b = (hy, hy). My6s avaruudessa R™

df (@)(h) = Vf(@) - h.

Olkoon @ = (g, ) € R? siten, etté |a| = 1 = /a3 + a3. Olkoon funktio f
pisteen @ = (a1, a) ympéristossia mééritelty reaaliarvoinen funktio. Joukko

{a+ta|teR}

on pisteen @ kautta kulkeva @:n suuntainen suora.

Maiaritelma 3.10 Jos on olemassa raja-arvo

iy L@+ 10 = (@

t—0 t

9

niin sitd kutsutaan derivaataksi suuntaan @ (pisteessi @), merkitaan oxf(a).
Huomautus 1 Jos @ = (0,1) = J, niin dzf(a@) = Dy f.
Huomautus 2 Méiiritelmé 3.10 (sivu on sama R":ssé.
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Lause 3.11 Jos f on differentioituva pisteessi @, niin dzf (@) on olemassa
jokaiseen suuntaan @ ja

Ozf(@) = D1 f(@)ar + Daf (@az + -+ Dpf (@), = Vf(a) - a.
Todistetaan mychemmin.
Esimerkki Laske funktion
f(z,y,2) = 2" + 2%y + 22°2

derivaatta pisteessi (1,2,5) vektorin (4, —2,2) suuntaan.

Ratkaisu. Lasketaan vektorin (4, —2,2) = v suuntainen yksikkovektori

v (4,-22) (2 -1 1
T VEr2 T2 |

Osittaisderivaatat ovat

o =

Dif = 423+ 32%y+4wz; D1f(1,2,5) = 30
Dyf = a* Dyf(1,2,5) = 1
Dsf = 2% Dyf(1,2,5) = 2,
misté seuraa
V£(1,2,5) = (30,1,2)
= 2 1 1)\ _ 61
0=£(1,2,5) = (30,1,2)- (&, —% %) =%

Lauseen 3.11 (sivu todistus:

Olkoon @ tarkastelupiste, jossa funktio f on differentioituva ja olkoon @ € R",
|| =1 jat e R. Koska funktio f on differentioituva, niin

f@+ta) — f(a) = Dif(a)taq + - - - + D, f(@)to, + | ]| @ | e(ta).

Siis erotusosaméaara

f@@+ ta) - f(a)
t

=D f(@oy + -+ Dpf(@ay + ’i’s(ta)

— Dif(@ay + -+ D, f(a)ay,

kun ¢ — 0. Raja-arvo on siis olemassa, joten on olemassa suunnattu deri-
vaatta, joka on

Dif(@ai+ -+ Duf(@a, = Vf(@) @ O
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Huomautus! Suunnatulle derivaatalle saadaan arvio
|0sf(@)| = |V[(@)-a
< [Vi@llal=]V/(@)]
= JDif@an)? + -+ (Duf(@)an)?
Erityisesti, jos V f(a@) = 0, niin dgf(@) = 0 kaikkiin suuntiin a. Jos V f(@) #

0, niin voidaan kysy#, mihin suuntaan @ saadaan suurin derivaatta. Vastaus:
Kun @ 17 Vf(a) eli

Vi@

Vi@

silloin pétee

Vi@ _ Vi@
(V@] V@]

Osf(a) = Vf(a) o= Vf(a) = |Vf(@)].

3.5 Yhdistettyjen kuvausten derivoiminen

Maaritelma 3.11 Vektoriarvoista funktiota
g::(glw"agn% ngHRn,ijm—)R

sanotaan differentioituvaksi pisteessé @, jos jokainen komponenttifunktio g;
on differentioituva pisteessi @.

Lause 3.12 (Ketjusdanto) Olkoon g : R™ — R"™, g = (g1, .., 9gn) Disteessi
@ differentioituva funktio ja f : U — R, g(a) € U Co R" pisteessi ¢(a)
differentioituva funktio. Télloin f o g on differentioituva pisteessa @ ja

Di(fog) = (Dif)(9@)(Dig;)(@),

j=1
missd 1 =1,...,m.

Esimerkki Olkoot funktiot f : R — R jag: R — R. Nyt
D(f o g)(a) = '(g(a)) - g(a).

Esimerkki Olkoot m =1, n =2, f : R* - R, g : R — R? f(z,y) =
24 e¥ +e™jagt)=(t,1 —t) = (g1(t), g2(¢)). Nyt

fog:R—=R, fog(t)=t*+e "+l
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ja
D(fog)(t)=2t—e'" +(1—2t)e" 2.
Lauseen 3.12 (sivu avulla:

Dif(z,y) = 2w+ ye™ Dgi(t) = 1
Dof(x,y) = e¥+xe™ ’

D(fog)(t) = (Dif)(g(t)) - (Dg)(t) + (Daf)(g(t)) - (Dga)(t)
= (2t + (1= 1)e9) 14 (el +2et00) - (—1)
1 ) —

t—2t

= 2t—e't+ (1 —2t)e

Jos g (sisdfunktio) on yhden muuttujan funktio, niin f o g on myos yhden
muuttujan funktio ja

n

D(fog)=>_(D;f)(9(1)g'®).

=1

Esimerkki Oletetaan ettd n = 1, n € N ja funktio f on yhden muuttujan
funktio, g skalaariarvoinen funktio. Téll6in f o g on m:n muuttujan funktio,

fog(xlw"axm) = f(g(x177$m)>
ja
D;fog(x) = f’(g(f)) -Dig(x), i=1,....m7T=(x1,...,2,) € R".
Esimerkki Madaritelladn funktiot f ja g siten, etté

f:R—=R, f(r) = 2?+sinx
g:R*—>R, ¢g(T) = z1— 29+ 23

Nytn =1, m =3jaT = (x1, 79, 73) € R?. Yhdistetty kuvaus fog: R* = R
on
fog(@) = (z1 — 29+ 3) + sin(zy — 29 + 73).

Lasketaan tdmén osittaisderivaatat:
f'(z) =2z + cosx

ja
Dig(T) =1, Dyg(T) = —1 ja D3g(T) = 23,
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joten

Di(fog)(z) = (2(m1 — Ty + 73) + cos(z] — g + x%)) -1
Dy(fog)(T) = —2(z1 — 29+ 23) — cos(z; — 9 + 73)
Ds(fog)(T) = 2x3-2(xy — 2+ 23) + 223 cos(z1 — 22 + 23).

Lauseen 3.12 (sivu todistuksen idea:

Valitaan @ € R™ tarkastelupiste, h € R™ ”pieni muutos”.
(fog)(@+h)—(fog)(@) = f(g(@+h))—f(g(@) = f(9(@+k)—f(9(@)), (8)

missi k = g(a@a+ h) — g(a). Kaikilla j = 1,...,n:

Koska g; on differentioituva
kj = D1gj(@hi+ -+ Dug(@hum+| T | £;(h) = 3 Dig;@hi+| | (h). (9)
=1

Toisaalta myos f on differentioituva pisteessi g(a), joten

flo@+%) = f(9@) = Dif(g@)ki+---+ Duf(9(@))kn + | |E(R)
(D3 ) (9(@) ks + | F | E(R).
(10)
Yhdistamaélla kaavat , @ ja saadaan

Fog@+R)—fog@ =3 (3

i=1 j=

D;f(9(@)) Dig;(@) )h +1.

(%)

Pitkihko tarkastelu osoittaa, ettd n — 0 riittdvin nopeasti, kun h — 0 (tar-
kemmin sanoen T(Tﬁ) — 0 kun & — 0). Témin jéilkeen Differentioituvuuden
méadritelméstd seuraa

(%) = Dy(f o g)(@).
Esimerkki Olkoon f(x,y) = 2%y — y3. Laske funktion ¢t — f(2t% — 5¢,t% +
3t + 7) derivaatta, kun t = —2.

Ratkaisu. Merkitaan
h(t) = f(2t* — 5t,t* + 3t +7) = fog(t),
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. g(t) = (2% = 5t,t" + 3t + 7) = (qa(t), 92(1)).

Lauseesta 3.12 (sivu seuraa

W (t) = Dif(g(t))gi(t) + Daf (g(t))ga(t).

Nyt
gy = 6t?—5; gy = 43 +3
Dif(z,y) = 2wy Dof(x,y) = a* =3y
Dif(—6,3) = —36; Dy f(—6,3) = 9
g91(=2) = 19; gy(=2) = =29
Joten

h(—2) = —36-19+9- (—29) = —945.

Esimerkki Olkoon f : R® — R differentioituva ja h : R?> — R mééritelty
kaavalla

h(z,y) = f(@® =y 2y, 29); @,y € R,
Laske Dih ja Dyh funktion f derivaattojen avulla.
Ratkaisu. Péatee h = f o g, missé
gla,y) = (2° — y*,2y°, 2y).

Ketjusdénto: (h:n osittaisderivaatta x:n suhteen ¢ = 1 ketjusddnnossa)

Dih(z,y) = Dif(9(x,v))Drgi(w,y) + Daf (9(x,y)) Drga(,y)
+Dsf (g(w,y)) Dags(,y)
= Qxle(g(x, y)) + 92D2f(9($a ?J))

Vastaavalla laskulla kun 7 = 2

Dyh(w,y) = =2yD1 f(9(x,9)) + 22y D f (g(x,y)) + 2Ds f (9(x, ).
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