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3. Differentiaalilaskenta

Differentiaalilaskenta

3.1. Osittaisderivaatta

Osittaisderivaatta
Maaritelma 3.1 Olkoona = (a1, az2) € R? ja f reaaliarvoinen funktio, joka on maari-
telty ainakina:n jossakin ymparistdssa. Jos on olemassa raja-arvo

lim flar + h,a2) — f(a1,02)7
h—0 h

niin tata sanotaan funktiofi osittaisderivaataksi 1. muuttujan suhteen ftai suhteen)
pisteessa. Merkitaan

af
81‘1

@ L@, i@, 7.

le(a)7 or

Vastaavasti maaritelladfin osittaisderivaatta toisen muuttujan suhteen raja-arvona

flai,ag + h) — f(a1,a2)

I
hlg%) h
Tata merkitadan o7 o7
D f(a), 87:):2(6)’ 87/@ Ine.
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Sanotaan, etté funktig on derivoituva pisteessd jos derivaatatD; f(a) ja Dy f(a)
ovat olemassa. Jos funktipon derivoituva joukonA jokaisessa pisteessa, nifnon
derivoituva joukossa.

Esimerkki Olkoon

o kun(z,y) =
flz,y) = ot kun(z,y) # (1,0)

Tallgin . o
. + 9 - ) I 1 B _
D1f(1,0) = limy h =
ja
_ o FLR) - f(L0) R
D2 f(1,0) = lim I = 0 ey - A=t

Olkoon f kuten ylla. Pitden muuttujag kiintednd maadritelladm:n funktio g(z) :=
f(z,y). Silloin
oy _ oo 9@+ h),y) —gl@) . fl@thy) - fl,y)  OF
R g

Naemme siis, etta osittaisderivaatta suhteen voidaan muodostaa tuttuja derivoimis-

saantoja kayttaen (pitamalgvakiona).

Esimerkki Jos
flz,y) = z%y* + 2*siny,
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on osittaisderivaatta
Dif(z,y) = 3y%x? + 423 sin y.
Jos
9(z,y) = y* + €,
on osittaisderivaatta

I(zy)

Dig(m,y) =0+e™ - — = =™y

Vastaavastia% muodostetaan pitamalléaa vakiona f ja g kuten yll&):

Dsof(z,y) = 2%y +acosy,
Dog(z,y) = 2y+xe™.

Useamman muuttujan funktion osittaisderivaatat

Olkoon funktio g méaaritelty pisteers = (aq,...,a,) € R™ ymparistossa, jg €

{1,...,n}. Raja-arvot

dg ,mg(al,...,aj—i—h,...,an)—g(al,...,

Ajy .-

895] h—0 h

on osittaisderivaattgznen muuttujan suhteen, ja sitéa merkitdayy (a).

Esimerkki Maaritelldan funktio

f(x1, @2, 23, 24) = x%fﬂ?) +sin(ze +24) €

T1+T4
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Sen osittaisderivaatat ovat

Dif = 2xix3+ 0+ e . Dy(z1 + x4) = 22173 + €114
1

Dof = 04 cos(zy+ x4) + 0 = cos(xa + x4)

Dgf = x%

Dyf = cos(zg+ 14) + %1774,

Huomautamme, etté derivoituvan funktion ei tarvitse olla jatkuva.
Esimerkki Funktio

1, kunz=0\/y=0
0, muulloin

e ={

ei ole jatkuva pisteesgi= (0, 0), mutta

f(h,0) = £(0,0) . 1-1 B
- = lim —— =0, Daf(0,0)=0.

3.2. Korkeamman kertaluvun derivaatat

Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos derivaattdD; f on olemassa pisteenymparistossa ja; f on derivoituvak:nen
muuttujan suhteen, saadaan 2. kertaluvun osittaisderivaatta

Djxf(@ = (Du(D; 1)) @)
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(U, k € {1,...,n}, kun f onn:n muuttujan funktio). Merkitd&dn myos

0% f -
8:53-85% '

Vastaavasti maaritellaén funktighkorkeamman kertaluvun osittaisderivaatat
Djif := Di(Djr f)

ja niin edelleen. Sanotaan, eft@dnm kertaa jatkuvasti derivoituva, jos kaikki enintédan
kertalukuam olevat osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia.

Esimerkki Funktion
f(z,y, 2) = 23y + z*siny + cos(zz)

osittaisderivaatat ovat

Dif = 3y?2% +423siny — zsin(xz)
Dof = 223y +ax*cosy
Dsf = —zsin(zz).
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Pateekdio = D91 ?

Dif = 6xzy?+122%siny — 22 cos(zz)
Dof = 22° —atsiny

Ds3f = —z%cos(zz)

Diof = Dy(Dyf) = 62>y + 423 cosy

Do1f = Di(Dof) = 622y + 423 cosy

Disf = D3(Dif) = —sin(xzz) — xz cos(xz)
D31 f = Dy(Dsf)=—sin(xz) — xzcos(zz)
Dysf = 0

Dsf = 0.

Esimerkki Maaritelldan funktio

zy(2? —y?)
D1f=D1< 2147
ja
Dof =

(Ba?y — y3)(2? + ) — 2x(ady — xy?)

(.%2 L y2)2

A2 + 2ty — o

(.’E2 . y2)2

xd — 4lx3y2 — azy4

(22 + 42)2

(1)

(2)
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Tuloksestal) seuraa

0-9°+0-y—9y>  —¢°
= (02+y2)2 = y4 =Y, kuny;éO, (3)

le(07 y)

ja tuloksestad)
Dyf(xz,0)=...=z, x#0. 4)
Osittaisderivaatat origossa ovat

h-0:(h2—0%) 0

_ o f(0) - f(0,0) 1240 —im O
D1£(0,0) = lim h =i h = jmy =0 0
ja
_ o f(OR) - f(0,0)
DQf(O,O)—}lLILI?(l) . =...=0. (6)
Nyt tuloksien @) ja (5) avulla saadaan
o _ 1 le(oah’)ile(OaO)_ . *h*O__

ja tuloksista 4) ja (6)
D2f(ha 0) _D2f<070) li h—0

= — =1.
h h1—>n%

D21f(030) = Dl(DQf)(Ovo) = }1111%

On kuitenkin vain erikoistapaus, etta osittaisderivaatat saavat eri arvot.
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Lause 3.20lkoon funktio f reaaliarvoinen kuvaus, joka on maaritelty pistéer) <
R? ymparistossa. Oletetaan, efffi, f ja Doy f ovat olemassa pisteén, b) ympaéris-
tossa ja jatkuvia ainakin pisteesséb). Silloin

Todistus sivuutetaan.

Esimerkki Olkoon

Osittaisderivaatat

Olkoon f = (fy,...

Djf(a) = lim

mikali raja-arvo on olemassa. Ei ole vaikea osoittaa, etta osittaisderivaatta saadaan de-

Dlgf(a, b) = Dlgf(a, b)

flz,y) = 2’y + ™.

Dy = 2xy+ ye™

Dy = 2%+ ze™
Dy = 2z+e™(1+zy)
Dy = 2x+e"(1+ ay)

, fn) pisteena € R™ ympéristossa maaritelty vektoriarvoinen
kuvaus. Maaritellaan funktiopfi osittaisderivaatta;;:n suhteen pisteesgaaja-arvona

flar,...;a;+h,...;an) — f(a1,...,am)

h

rivoimalla komponenttifunktiot:

D;f(@) = (Dif1(@), ., Dsfa(@))-
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Esimerkki Olkoonm = 2,n = 3ja

f(@,y) = (sin(@ +y), a2, e™).
Osittaisderivaatat ovat

le(x,y) =
D2f<$7y) =

cos(z + y), 2z, ye"”y>
cos(z + ¥), 0, xexy>.

Lause 3.30lkoon funktio f maéaritelty pisteessd € R, reaaliarvoinen. Jos osit-
taisderivaatatD;; f ja Dj; f, i < j, ovat olemassa piste@nymparistossa ja jatkuvia
pisteessa, niin

Dzyf(a):Djzf(a)7 iv.je{l"“?m}'
Todistus.Olkoona = (ay, ..., a;,). Maaritellaan

g(l‘,y) = f(ah’ sy i1, T, A1, - - - 7a’j—17y7aj+17 DRI 7a’m)

joka on kahden muuttujan funktio. Funktiollepatee:z on maaritelty pistee@’ =
(ai,a;) € R? ympéristossaD1g, Dog madriteltya’:n ymparistossa jne. .. Sovelletaan
lausetta 3.2 (sivd)

D;j f(a) = Di2g(as,a;) = Daig(aj,a;) = Dy f(@).
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Esimerkki Josh : R* — R ja kaikki osittaisderivaatat kertalukuun 5 asti ovat jatkuvia,

niin
Di93sh = Dyzorh = Dygzeh = ...

Mutta tietenkaén ei pade esimerkik3ti3h = Daosh.

3.3. Differentioituvuus

Differentioituvuus

Yhden muuttujan funktigf on derivoituva pisteessé € R jos ja vain jos on olemassa
a € R siten, etta
f(zo+h) — f(zo) = ah + he(h),

missé&s on reaalimuuttujan funktio, maariteltyn ymparistossa ja(h) — 0, kunh —
0. Silloin a = D f(xo).

Tutkitaan samaa asiaa kahden muuttujan funktioille. Olkoen(a;, as) tarkastelupis-
te ja oletetaan, etta funktipon maaratty pisteemjossakin ymparistosdd. Oletetaan,
ettah € R siten, ettéa + h € U.

Méaéritelma 3.4 Funktio f on differentioituvapisteessd, jos on olemassa luvut; ja
s Siten, etta B L
f(a+h) —f(a) = ai1hy + ashs + ‘h’&(h), (7)

missés on jossain origon ymparistos$amaaritelty funktiol’ — R jae(h) — 0 kun
h — 0. Jos merkitadm = (a1, az), niin (7) voidaan kirjoittaa muodossa

f@+h)— f(@=a-h+|h|eh).
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Maaritelma 3.5 Olkoon A € R2. Funktio f : A — R on differentioituva joukossa,
jos se on differentioituva jokaisessa pisteassa A.

Lause 3.6Jos funktiof on differentioituva pisteess niin se on jatkuva pisteesaa
Todistus. Olkoons > 0. On l6ydettava > 0 siten, etta

| f(@)— f(@)| <s, kun |Z —a| <.

Olkoone kuten kaavassa&), samoiny = (a1, ag). Voidaan l6ytad’ siten, ettd e(h) | <

1, kun|h| < . Valitaanr = min (s’, \aT+1)' Olkoon nytz sellainen, ettdz — @ | <

r. Tallin (merkitaam = 7 — @)

| f@) - f@]| = |fl@a+h)—f@|=|a-h+]|h|en)]

< |a-h|+[R||e®| <R (1al+]®m])

< ]f—ﬁ|<|a|+1)<r<|a|+1)§‘a‘5+1(|6|+1):3
O

Lause 3.7Jos funktiof on differentioituva pisteessa niin f on derivoituva ja
Djf(a):aj> j:1’2

Todistus. Tapausj = 1.

f@+h) = f(@ = arhs + aghs + ‘E|€(E),
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missé(h) — 0 kunh — 0. TAma patee, kuh on jossakirD:n ymparistossa. Erityisesti
voidaan tarkastella tapausta= (hq,0), missdh; > 0. Muodostetaan
f@a+h) —f@ _ flar+hi,a) — flar,az) _
hl o h1 hl h1
1]

hi

LI Ly

e(h) — az,
kunh — 0. Tama todistaa, ett®; f(@) = a1, koska osittaisderivaatan maaritelman
mukaan on toisaalta

im flar + h1,a2) — f(ar,a2)
h1—0 hl

= D1 f(a).

Toinen muuttuja kasitelladn vastaavastil

Differentioituvuus ja muut edell& mainitut tulokset méaéritellaén ja todistetaan samalla
tavallan:n muuttujan funktioille.

Esimerkki Funktion

B 2, kun(z,y) # (0,0)
flz,y) = { (}{T kun (z,y) = (0,0).

molemmat osittaisderivaatd®; f(x,y), D2 f(x,y) Saavat origossa arvon 0. Voidaan
kuitenkin osoittaa, ettef ole differentioituva origossa.

Lause 3.8Jos funktiof on derivoituva jossakin pisteenymparistossa ja osittaisderi-
vaatat ovat jatkuvia pisteesganiin f on differentioituva pisteesst
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Esimerkki Onko funktiof(z,y, z) := 2%y | 2 |+ =y differentioituva pisteess@, 0, 0)?

Ratkaisu.
Dif(z,y,2) = 2ay|z|+y
DQf(-f,’]./,Z) = .’L'2|Z|—|—gp
DSf(l’aZ/, Z) = limhﬂo w — ]‘imhﬂo % -0
D1f(2,0,0) = 0

D2f(2,0,0) = 2

Funktio f on siis derivoituva pisteessa, 0, 0). Funktio f on differentioituva pisteessa
(2,0,0), jos

f(2+h17 ha, h3)_f(27 0, O) = D1f<27 0, O)h1+D2f(27 0, O)h2+D3f(27 0, 0)h3+} h ‘ ‘E(E)?
missas — 0 kun |k | — 0. Ratkaistaan tastéja tutkitaan sen kayttaytymista, kun
|E‘ — 0.

e(h) :f@H%M%ﬁﬁ@Qm_%Q

(2 + h1)2h2 ‘ hs | aF (2 -+ hl)hg — 2hoy

hi + h3 + h3

hg h2
= 2+h)? ] ———m——th——
Vh3 + h3 + h3 Vh3 + h3 + h3

< 2+ h)?|hs|+[hi]| =0

kunh — 0. Tassa
| ha |

A
1 2 3
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joten funktio f on differentioituva.
Lauseke
Dy f(@)hy + D2 f(@)hs + - -+ + Dn f(a)hn
on nimelta&n funktiory differentiaali pisteessé, merkitaandf (a)(h). Patee siis

Af = f@@+h) - f(@ = df@(h),
kun k on "pieni".
Esimerkki Funktion f(x,y) = x3y? osittaisderivaatat ovat

Dif =32%y% ja Dof =22°%.
Kuna = (a1,az2) = (1,2) jah = (hy, he) = (—0.04,0.05) on funktion f differentiaali
df (@)(h) = D1f(1,2) - (—0.04) + D2 f(1,2) - 0.05 = ... = —0.28
ja
Af = £(0.96,2.05) — f£(1,2) = 0.96% - 2.05 — 4 ~ —0.2819.. ..

Esimerkki (Virhearviointi) Pyritd&dn maarddméaéan maan vetovoiman kiihtyvyy&e-
keellisesti, mittaamalla putoamisaikag putoamismatkaa

1 2 o 2s
S = — = —.
29 ) 2

Mittaustuloksets ja t eroavat jonkin verran todellisista arvoista- hy, s + ho. TallGin
g:nvirhe

4s

Ag=g(s+hi,t+hg)—g(s,t) = dg(s,t)(h) = tf3h2'

dg dg, 2
ahl + EhQ = ﬁhl -
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Jos tiedetaén mittaustarkkuudet jgh; | < ¢ (jokin vakio) ja| ha | < 7 (my0s jokin
vakio), niin
4|s|

t3 o

— 2
‘ dg(s,t)(h) } < t—26 +
(Huomatus! Osittaisderivaatan jatkuvuudesta seuraa siis differentioituvuus, josta taas

seuraa osittaisderiviutuvuuden olemassaolo.)

3.4. Gradientti ja suunnatut derivaatat

Gradientti ja suunnatut derivaatat

Maaéritelma 3.9 Olkoon A co R? ja f : A — R, differentioituva. Tallgin funktionf
gradienttion vektoriarvoinen funktiod — R?, Merkitaan

gradf = Vf == (D1f, Dof) = D1 fi+ Dafj.
Yleensa, josA Co R™, f : A — R niin maaritell&a&n
Vf:=(Dif,Daf,...,Dynf).
Patee
4f(@)(F) = Daf(ya)ln + Daf@hs = (D1 (@), Daf @)) - (1, h2) = V(@) T,
misséh = (hy, he). My6s avaruudessR”

df (@)(h) = Vf(@) - h.
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Olkoona = (a1, az2) € R? siten, ettda | = 1 = /a2 + 3. Olkoon funktiof pisteen
a = (a1, a) ymparistossa maaritelty reaaliarvoinen funktio. Joukko

{a+ta|teR}

on pisteeru kautta kulkevax:n suuntainen suora.
Maaritelma 3.10 Jos on olemassa raja-arvo

oo f(@+ 1) — f(@
t—0 t

b

niin sité kutsutaan derivaataksi suuntaa(pisteessa), merkitaarny f (a).
Huomautus 1Josa = (0,1) = J, niin dzf(a) = Dy f.
Huomautus 2Maaritelmé 3.10 (sivil7) on samaR™:ssé.

Lause 3.11Jos f on differentioituva pisteessé niin d5 f (@) on olemassa jokaiseen
suuntaarw ja

Ozf(a) = D1f(@)ar + Daf(a)ag + - - + Dy f(@)an = Vf(a) - @.
Todistetaan myéhemmin.
Esimerkki Laske funktion
f(z,y,2) == z* + 3y + 2222

derivaatta pisteessa, 2, 5) vektorin (4, —2, 2) suuntaan.
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Ratkaisu. Lasketaan vektor{d, —2, 2) = v suuntainen yksikkdvektori

B (4,-2,2) (2 —1 1)
= = e = I~ - R 0
7] V42422422 V6 V6 /6

Osittaisderivaatat ovat

Dif = 4a3+32% +4zz Dif(1,2,5) = 30
D2f = xsv DQf(la 27 5) =1
DSf = 2‘/132; D3f(17 27 5) = 27

mista seuraa

Vf(1,2,5) = (30,1,2)
8af(1,2,5) = (01,2 (X2 %)=

Lauseen 3.11 (sivli7) todistus:

Olkoona tarkastelupiste, jossa funktjoon differentioituva ja olkoom € R", || = 1
jat € R. Koska funktiof on differentioituva, niin

f(@+1a) — f(@) = D1 f@tar + - + Duf(@tan +|t| || (ta).

Siis erotusosamaara

f(a+ta) - @)
t

= Dif@ar + -+ Dyf(@an + Ue(im)

— Dif(@)ar + -+ Dy f(@)on
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kunt — 0. Raja-arvo on siis olemassa, joten on olemassa suunnattu derivaatta, joka on

Dif@on + -+ + Dof(@an = Vf(@-a@ O

Huomautus! Suunnatulle derivaatalle saadaan arvio
|0af(@)| = [Vf(a) @
< |[Vi@l|lal=|Vf(@)]
= V(Diuf@a1)? + - + (Duf(@an)?.
Erityisesti, josV f(@) = 0, niin 85 f(a) = 0 kaikkiin suuntiina.. JosV f (@) # 0, niin
voidaan kysya, mihin suuntaahsaadaan suurin derivaatta. Vastaus: Kufil V f(a)

eli
__ Vi@

Vi@

silloin patee

Vi@ _ Vi@
Vi@~ Vi@

Oaf(@) = Vf(a) a=Vf(a) =|Vf(@)].

3.5. Yhdistettyjen kuvausten derivoiminen

Yhdistettyjen kuvausten derivoiminen
Maaritelma 3.11 Vektoriarvoista funktiota

9:=(91,--,9n), g:R"—=R"g;:R" >R

Sisalto:
Differentiaali-
laskenta
Osittaisderivaatta
Korkeamman
kertaluvun
derivaatat
Differentioituvuus
Gradientti ja
suunnatut derivaat
Yhdistettyjen
kuvausten
derivoiminen

Etusivu

L

44« 44

Sivu 19/ 25
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta

HHRAE



sanotaan differentioituvaksi pisteesggos jokainen komponenttifunktig; on diffe-
rentioituva pisteessa

Lause 3.12(Ketjusaanto) Olkoory : R™ — R", g = (g1, .., gn) pisteessa diffe-
rentioituva funktio jaf : U — R, g(a) € U Co R" pisteessg(a) differentioituva
funktio. Talldin f o g on differentioituva pisteesstja

Di(fog) =Y (031) (s@) (Digs) @,

7=1
missé = 1,...,m.
Esimerkki Olkoot funktiotf : R — Rjag: R — R. Nyt

D(f 0 g)(a) = f'(9(a)) - 9(a).
Esimerkki Olkootm = 1,n =2, f : R? = R,g: R — R?, f(z,y) = 2% +e¥ + ™
jag(t) = (t,1—t) = (g1(t), g2(t))- Nyt
fog:R—R, fog(t)=t"+e' "+l
ja
D(fog)(t) =2t —e' ™t + (1 — 2t)e! 2.
Lauseen 3.12 (sivd0) avulla:

Dif(x,y) = 2x+ye™ Dgi(t) = 1
DQf(:an) = €y+l’€xy ’ Dg?(t) = _17
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joten

D(feg)®) = (Dif)(9(®) - (Dgn)®) + (D2f)(9)) - (Dg2)(®)
= <2t+ 1-t)et=9) .14 (el_t —i—tet(l_t)) (=1
2t — el =t 4 (1 — 2t)et =2,

Josg (sisafunktio) on yhden muuttujan funktio, niific g on myés yhden muuttujan
funktio ja

Esimerkki Oletetaan etté% = 1, n € N ja funktio f on yhden muuttujan funktiqy
skalaariarvoinen funktio. Talldifi o g onm:n muuttujan funktio,

fog(xl,...,wm):f<g(a:1,...,xm))
ja
D,fog(f):f’(g(f))-Dig(f), i=1,...,mT=(z1,...,2n) € R™

Esimerkki Maaritellaan funktiotf ja g siten, etta

f:R—R, f(r) = 2%+sinz
g:RE—>R, g = x1—29+7
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Nytn =1,m = 3jaz = (z1,z2,23) € R3. Yhdistetty kuvausf o g : R® — R on
fog(@) = (x1 — 2o + 22)% + sin(x; — z2 + 23).
Lasketaan tdméan osittaisderivaatat:

f'(z) =2z + cosx

ja
Dig(z) =1, D2g(x) = —1jaDsg(z) = 2x3,
joten
Di(fog)(x) = (2(951 — 29 + 3) + cos(x1 — 22 + m%)) -1
Dy(fog)(@) = —2(z1—x2+3) — cos(x1 — z2 + 23)
D3(fog)(@) = 2x3-2(x1 — 29+ 23) + 233 cos(x1 — 22 + 23).

Lauseen 3.12 (sivl0) todistuksen idea:

Valitaana € R™ tarkastelupisteh, € R™ "pieni muutos".
(feg)@+h)—(fog)@ = f(g(@+h) - f(9@) = £ (9(@+k) —(9(@), (@)

missék = g(@+ h) — g(a). Kaikillaj = 1,...,n:
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Koskag; on differentioituva
kj = D1gj(@h1 + - -+ Dngj(@hm + | k| &;(R) = Y Dig;@hi+ | k| e;(R). (9)
i=1

Toisaalta myOg on differentioituva pisteessfia), joten
9@ +F) = £(9@) = Dif(9@)ki+---+Duf (9@ )kn+|%|E(R)
= S5 (D;5)(9@) ks + | F| E(R).

(10)
Yhdistamalla kaavatd), (9) ja (10) saadaan

i=1 =

fog(a+h)_fog(a):§:< 5 Djf(g(a)>Digj(a))hi+n.
j=1

(%)
Pitkahko tarkastelu osoittaa, etja— 0 riittdvan nopeasti, kuh — 0 (tarkemmin
sanoenT(Thf — 0 kun h — 0). Taméan jalkeen Differentioituvuuden maaritelmasta
seuraa

(x) = Di(f o g)(@).

Esimerkki Olkoon f(x,y) = x2y — y>. Laske funktiont — f(2t3 — 5¢,t* + 3t 4+ 7)
derivaatta, kurt = —2.

Ratkaisu. Merkitaan

h(t) = f(2t> — 5t,t* 43t +7) = fog(t),
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missa
g(t) = (265 — Bt,t* + 3t + 7) = <gl(t), gg(t)).

Lauseesta 3.12 (siv20) seuraa

H(t) = Dif (9(0) i (8) + Daf (9(8)) g5 (0):

Nyt
g = 6t2—5; g5 = 4343
Dif(z,y) = 2azy; Dyf(m,y) = x?—3y?
g(=2) = (-6,3)
le(_673) = _36; D2f(_6a3) =9
g1(=2) = 19 95(=2) = -29
Joten

W(=2) =—36-19+9 - (—29) = —945.
Esimerkki Olkoon f : R?® — R differentioituva jah : R?> — R méadritelty kaavalla
Wa,y) = f(@® =y, 2y%, 2y); z,y €R.

LaskeD1h ja Dyh funktion f derivaattojen avulla.
Ratkaisu. Patek = f o g, missa

9(z,y) = (2% — y*, 2%, 2y).
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Ketjusaanto: §:n osittaisderivaatta:n suhteen = 1 ketjusaannossa)

Dih(z,y) = Dif(9(@,)) Digr(@,y) + Daf (9(2,)) Diga(a,v)
+D3f<9(x,y)>D193(:ryy)
= 2a:D1f(g(x,y)> + yQDaf(g(w,y))

Vastaavalla laskulla kuh= 2

Dah(w,y) = =2yD1f (9(w,9)) + 2ayDaf (9(z, 1)) +2Dsf (9(2,1))-
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