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4. Käyrät, tasa-arvopinnat ja tangenttitaso

ktt

Määritelmä 4.1 Olkoon ∆ ⊂ R väli (rajoitettu tai rajoittamaton) jaf : ∆ → R2

jatkuva. Silloin joukkoΓ := f(∆) on jatkuvakäyrä. Yhtälöpari{
x = f1(t)
y = f2(t)

, t ∈ ∆

on käyränΓ parametriesitys, t parametri.

Esimerkki Määritellään

f1(t) = 2 + 3t
f2(t) = 1 + 2t

, t ∈ [0, 1] =: ∆.

Sillon Γ on jana, katso kuva1. Jos

f1(t) = x1 + (x2 − x1)t
f2(t) = y1 + (y2 − y1)t,

niin Γ on jana, jonka päätepisteet ovat(x1, y1) ja (x2, y2).

Esimerkki Määritellään

f1(t) = 10 cos t
f2(t) = 10 sin t

, t ∈ [0, 2π]

Nyt Γ on ympyrä jonka keskipiste on0 ja säde10.



Sisältö:
Käyrät,
tasa-arvopinnat
ja tangenttitaso
Pinnat
Tangenttitasot

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 3 / 17

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Kuva 1: janaΓ

Huomautus. Sanotaan, ettäΓ on rajoitettu, jos se sisältyy johonkin kiekkoonB(0, R)
(jollekin R ∈ R+), muutenΓ on rajoittamaton.

Jos∆ on suljettu ja rajoitettu, niinf :n jatkuvuudesta seuraa, ettäΓ on rajoitettu. (Tämän
asian todistus jätetään väliin.)

Esimerkki Määritellään

f1(t) = t
f2(t) = 1

t

ja ∆ = ]0, 1[

Katso kuva2.

Olkoon∆ = [a, b]. Josf(a) = f(b), niin käyrä onumpinainen. Josf on injektio, niin
käyrääΓ sanotaankaareksi.

Olkoon τ := [α, β] → [a, b] sellainen jatkuva surjektio, ettäτ(α) = a ja τ(β) = b.
Silloin

Γ = g([α, β]),
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Kuva 2: käyräf(t) := (t, 1
t )
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missäg := f ◦ τ . Sanotaan, että käyrälleΓ on tehty parametrin vaihto.

Esimerkki Määritellään

f1(t) = 10 cos t
f2(t) = 10 sin t

, t ∈ [0, 2π] .

ja
τ : [0, 1] → [0, 2π] τ(s) = 2πs.

Tällöin
g = f ◦ τ : [0, 1] → R2

ja
g1(s) = 10 cos 2πs
f2(s) = 10 sin 2πs

, s ∈ [0, 1] .

Parametrin vaihto on sallittu muulloinkin kuin suljetun välin tapauksessa.

Vastaavasti määritellään avaruuskäyrät: Jos

f : ∆ → R3

on jatkuva, niin käyräΓ on joukkoΓ = f(∆). Edellä mainitut termit käyvät myös tässä.

Olkoon {
x = x(t)
y = y(t)



Sisältö:
Käyrät,
tasa-arvopinnat
ja tangenttitaso
Pinnat
Tangenttitasot

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 6 / 17

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Määritelmä 4.2 OlkoonL pisteenf(s) kautta kulkeva suora, suuntavektoriα. Tällöin
L onΓ:n tangentti pisteessäf(s), jos pisteidenf(s) ja f(r) kautta kulkevan suoranLr

suuntavektorilleβ(r) pätee:
lim
r→s

β(r) = α.

Lause 4.3Yllä olevassa tilanteessa

α =
(
x′(s), y′(s)

)
,

(mikäli ainakin toinen komponenteista6= 0).

Todistus.

β(r) ↑↑
(
x(r)− x(s), y(r)− y(s)

)
⇒ β(r) ↑↑

(
x(r)− x(s)

r − s
,
y(r)− y(s)

r − s

)
,

ja viimeksi mainittu vektori lähestyy vektoria(
x′(s), y′(s)

)
,

kun r → s. �

R3:ssax on pisteenx0 kautta kulkevan suoranS piste jos ja vain josx = tα + x0,
missäα 6= 0 on suoran suuntavektori.

Avaruuskäyränt 7→ x(t) tangentti(suora) määritellään kuten määritelmässä 4.2 (sivu4)
ja pisteessäx(s) tangentti on vektorin(

x′1(s), x
′
2(s), x

′
3(s)

)
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Kuva 3: Tangentin suuntavektori

suuntainen.

Esimerkki Olkoont ∈ [1, 10] ja x(t) := (t, t2, t3). Kun t = 2, on tangentin suuntavek-
tori (

x′1(2), x′2(2), x′3(2)
)

= (1, 4, 12).

Katso kuva3.
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Palataan tasokäyriin. Jatkuva käyrä esitetään usein muodossa

f(x, y) = 0,

missä piste(x, y) ∈ R2 kuuluu käyrälle ja funktiof on jossainA ⊂ R2 määritelty
jatkuva funktio.

Esimerkki NollakeskeinenR-säteinen ympyrä tasossa:

a) x2 + y2 −R2 = 0

b) x(t) = R cos t

y(t) = R sin t, t ∈ [0, 2π].

Vastaavasti, josf : A → R, A ⊂ R2 jatkuva, niin joukko{
(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = c

}
on käyrä, kunc ∈ R ja f toteuttaa tiettyjä ehtoja. Näitä käyriä sanotaan funktionf
tasa-arvokäyriksi.

Osoitamme seuraavaksi, että funktionf gradientti on kohtisuorassa tasa-arvokäyrää
vastaan:

Oletetaan, ettäc ∈ R on kiinteä ja että vastaavalla tasa-arvokäyrällä on parametriesitys

t 7→
(
x(t), y(t)

)
, t ∈ ∆.
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Oletetaan, ettäx(t) ja y(t) ovat derivoituvia. Koska

f
(
x(t), y(t)

)
= c ∀ t ∈ ∆,

niin

0 =
df

(
x(t), y(t)

)
dt

= (D1f)
(
x(t), y(t)

)
x′(t) + (D2f)

(
x(t), y(t)

)
y′(t)

= (∇f)
(
x(t), y(t)

)
·
(
x′(t), y′(t)

)
.

Näin ollen tangenttivektori on kohtisuorassa funktionf gradientti vektoria vastaan (jos
x′(0) 6= 0 tai y′(t) 6= 0). Katso kuva4.

4.1. Pinnat

Pinnat

Yleinen määritelmä AvaruudenR3 suljettu osajoukkoS on pinta, jos jokaisellaa ∈
S on ympäristöV joka on homeomorfinen neliön]0, 1[ × ]0, 1[ (=: I2) kanssa. On
olemassa jatkuva bijektioV → I2.

Tarkastellaan nyt pintoja, jotka voidaan esittää muodossa

S := {(x, y, z) | f(x, y, z) = 0} ,

missäf : A → R jatkuva,A ⊂ R3.
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Kuva 4: Gradientti
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Esimerkki Ellipsoidi
x2

42
+

y2

22
+

z2

32
− 1︸ ︷︷ ︸

=:f

= 0.

Katso kuva5.

Esimerkki Josg : B → R, B ⊂ R2, niin yhtälö

g(x, y) = z

määrittelee pinnan. Tämä voidaan näet kirjoittaa muodossa

g(x, y)− z︸ ︷︷ ︸
=:f

= 0.

Pinta on nimeltääng:n kuvaaja.

4.2. Tangenttitasot

Tangenttitasot OlkoonS pinta

{f(x, y, z) = 0} .

Olkoon (a, b, c) ∈ S pinnan piste. (Huom!f(a, b, c) = 0). Tarkoituksemme on johtaa
tässä pisteessä olevan pinnanS tangenttitason yhtälö. Tarkastellaan käyrääΓ ⊂ S, joka
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Kuva 5: Ellipsoidi
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kulkee pisteen(a, b, c) kautta. Oletetaan, ettäΓ:lla on derivoituva parametriesitys

t 7→


x(t)
y(t)
z(t)

, t ∈ ∆.

Olkoont0 ∈ ∆ sellainen piste, että(
x(t0), y(t0), z(t0)

)
= (a, b, c).

KoskaΓ ⊂ S, niin
f
(
x(t), y(t), z(t)

)
= 0 ∀ t ∈ ∆,

ja tästä saadaan

0 =
df

(
x(t), y(t), z(t)

)
dt

= (D1t)
(
x(t), y(t), z(t)

)
x′(t) + (D2t)

(
x(t), y(t), z(t)

)
y′(t)

+(D3t)
(
x(t), y(t), z(t)

)
z′(t)

= (∇f)
(
x(t), y(t), z(t)

)
·
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)
.

Kun t = t0, saadaan

(∇f)(a, b, c) ·
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)
= 0

joten kaikkien yllä mainittujen käyrien tangentit ovat kohtisuorassa gradienttia(∇f)(a, b, c)
vastaan.
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Tangenttitason yhtälö

Merkitään
r0 := (a, b, c) = ai + bj + ck.

Olkoonr = (x, y, z) tangenttitasonT piste. Siis

(x, y, z) ∈ T ⇐⇒ r − r0⊥∇f(a, b, c)
⇐⇒ ∇f(a, b, c) · (r − r0) = 0
⇐⇒ D1f(a, b, c)(x− a) + D2f(a, b, c)(y − b) + D3f(a, b, c)(z − c) = 0.

Tämä onT :n yhtälö.

Esimerkki Määritellään pinta

x2

42
+

y2

22
+

x2

32
− 1 = 0.

Haluamme muodostaa tangenttitason yhtälön pisteessä(a, b, c) = (2, 1, 3√
2
).

(∇f)(x, y, z) =
(

x
8 , y

2 , 2z
9

)
(∇f)(2, 1, 3√

2
) =

(
1
4 , 1

2 ,
√

2
3

)
.

T :n yhtälö
1
4
(x− 2) +

1
2
(y − 1) +

√
2

3

(
z − 3√

2

)
= 0

eli
x

4
+

y

2
+
√

2
3

z − 2 = 0.
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Esimerkki Olkoon g : A → R, A ∈ R2, g differentioituva. Tarkastellaan pintaaS,
joka on funktiong kuvaaja,

S = {(x, y, z) | g(x, y)− z︸ ︷︷ ︸
=:f(x,y,z)

= 0}

Nyt

(∇f)(a, b, c) =
(
(D1g)(a, b), (D2g)(a, b),−1

)
.

Pisteen
(
a, b, g(a, b)

)
kautta kulkevan tangenttitason yhtälö on näin ollen

D1g(a, b)(x− a) + D2g(a, b)(b− y) = z − c.

TasonT yhtälö R3:ssa yleisesti

T :n määrää:

• annettu pisteα, joka kuuluu tasoon

• normaalivektorin, joka on kohtisuorassa jokaista tasossaT kulkevaa suoraa vas-
taan.

Oletetaan että nämä annettu: Olkoonx ∈ R3 mielivaltainen tasonT piste. Silloinx
toteuttaa yhtälön:

(x− α) · n = 0
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Kuva 6: Taso T
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eli

x1n1 + x2n2 + x3n3 −
∈R︷︸︸︷

α · n = 0.

Yleisesti siis tason yhtälö on muotoa

Ax + By + Cz + D = 0,

missäA,B, C, D ∈ R.

Esimerkki Määritelläänα = (2, 2, 1) jan = k = (0, 0, 1). Nyt n1 = n2 = 0, α·n = 1.
Yhtälö:

z = 1.

(Piste(x, y, z) kuuluu tasoon, jos ja vain josz = 1).

Suoran yhtälöR3:ssa

Pisteenα kautta kulkevan, vektorinβ suuntaisen suoranL yhtälö on

x = tβ + α, t ∈ R. (1)

Toisin sanoen,x ∈ L jos ja vain jos on olemassa lukut siten, että (1) toteutuu.

Voidaan kirjoittaa myös muodossa

x1 − α1

c1
=

x2 − α2

c2
=

x3 − α3

c3

jollekin cj ∈ R.
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