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4. Kayrat, tasa-arvopinnat ja tangenttitaso

kit

Maaritelma 4.1 Olkoon A C R vali (rajoitettu tai rajoittamaton) j& : A — R?
jatkuva. Silloin joukkol™ := f(A) onjatkuvakayréa. Yhtalopari

{m = ) ca

y = faft) ’
on kayranl® parametriesityst parametri
Esimerkki Maaritellaan Sisalto:
Kayrat,
h) = 2+3t 0,1] = A. tasa-arvopinnat
h() = 1+2 ja tangenttitaso
Sillon T on jana, katso kuva. Jos Pinnat
Tangenttitasot
f1 (t) = X1+ (.%'2 = a:l)t
fo (t) = Y1+ (92 - yl)ta Etusivu
niin " on jana, jonka paatepisteet ovat, y1) ja (x2, y2). <« (13

Esimerkki Maaritellaan

?Eg i 18;011857 t € [0,2n] Sivu 2/ 17
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Takaisin

Nyt I on ympyra jonka keskipiste dhja sadel0. Koko néytts

Lopeta
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Kuva 1: janal’

Huomautus. Sanotaan, efféon rajoitettu, jos se siséltyy johonkin kiekkooB (0, R)
(jollekin R € R™), muutenl’ on rajoittamaton

JosA on suljettu ja rajoitettu, niirf:n jatkuvuudesta seuraa, eltén rajoitettu. (Taman
asian todistus jatetaan valiin.)

Esimerkki Maaritellaan

ja A=]o,1]

IS
~—~
.
S~—
= o

Katso kuva?.

Olkoon A = [a, b]. Josf(a) = f(b), niin kAyrd onumpinainenJosyf on injektio, niin
kayradl' sanotaarkaareksi

Olkoon T := [a, 5] — |[a,b] sellainen jatkuva surjektio, ett&«) = a ja7(5) = b.
Silloin

I' = g([e, B]),
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Kuva 2: kayraf (t) := (t, 1)




missdg := f o 7. Sanotaan, etta kayralleon tehty parametrin vaihto.
ag y yp

Esimerkki Maaritellaan

ja

Talloin

ja

fi(t) = 10cost

ft) = 10snt’ €027

7:[0,1] — [0, 27] 7(s) = 2ms.

g=for:[0,1] — R?

g1(s) = 10cos2ms

fao(s) = 10sin2nws ’ s€[0,1].

Parametrin vaihto on sallittu muulloinkin kuin suljetun vélin tapauksessa.

Vastaavasti maaritella&n avaruuskayrat: Jos

on jatkuva, niin kayrd’ on joukkoI' = f(A). Edellda mainitut termit kayvat myos tassa.
Olkoon

f:A—R?

5=
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Maéritelmé& 4.2 Olkoon L pisteenf (s) kautta kulkeva suora, suuntavekteri Tall6in
L onT':n tangentti pisteessi s), jos pisteidenf(s) ja f(r) kautta kulkevan suorah,
suuntavektorille3(r) patee:

lim 3(r) = @.

T—8

Lause 4.3YIl& olevassa tilanteessa
o= (x'(s),y’(s)),

(mikali ainakin toinen komponenteisia 0).
Todistus.

B(r) 11 (2(r) = 2(s),4() - y(s)) = B M 7

r—Ss T—S

_ (a:(r) —x(s) y(r) - y(8)> ’

ja vimeksi mainittu vektori lahestyy vektoria

CIORIOIE
kunr —s. [

R3:ssaz on pisteerity kautta kulkevan suoraf piste jos ja vain jos = ta + T,
misséaa # 0 on suoran suuntavektori.

Avaruuskayran — z(t) tangentti(suora) maaritellaén kuten maéritelméssa 4.2 {3ivu

ja pisteessé&(s) tangentti on vektorin

(a5, 24(s), 75(5))
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A X5

Kuva 3: Tangentin suuntavektori

suuntainen.

Esimerkki Olkoont € [1,10] ja@(t) := (¢,2,¢%). Kunt = 2, on tangentin suuntavek-
tori

(4(2),25(2),25(2)) = (1,4,12).
Katso kuvas.
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Palataan tasokayriin. Jatkuva kayra esitetaan usein muodossa

f(z,y) =0,

missa pistgz,y) € R? kuuluu kayrélle ja funktiof on jossainA c R? maaritelty
jatkuva funktio.

Esimerkki NollakeskeinenR-sateinen ympyra tasossa:
a) 22 +y*—R?*=0
b) z(t) = Rcost

y(t) = Rsint, t € [0, 27].

Vastaavasti, jog : A — R, A C R? jatkuva, niin joukko

{(z,y) eR?| f(z,y) = ¢}
on kayra, kunc € R ja f toteuttaa tiettyja ehtoja. Naitd kayrid sanotaan funkifon
tasa-arvokayriksi.

Osoitamme seuraavaksi, etta funktigngradientti on kohtisuorassa tasa-arvokayraa
vastaan:

Oletetaan, ettéd € R on kiinted ja etté vastaavalla tasa-arvokayrélla on parametriesitys

£ (a:(t),y(t)), teA.
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Oletetaan, etté&(¢) ja y(t) ovat derivoituvia. Koska

f(m(t),y(t)) —¢ ViteA,
niin
df (2(t). y(1))

0 =
d
= (D1f) (tx@), y(6))2/(t) + (D2f) (2(0), y(®) )y (1)

= (V) () - ('), v ).

Nain ollen tangenttivektori on kohtisuorassa funktipgradientti vektoria vastaan (jos
2'(0) # 0 taiy/(t) # 0). Katso kuvad.

4.1. Pinnat

Pinnat

Yleinen méaaritelméa AvaruudenR? suljettu osajoukkds on pinta, jos jokaisella <
S on ympaéristoV joka on homeomorfinen neliéid, 1] x ]0, 1] (=: I?) kanssa. On
olemassa jatkuva bijekti’ — I2.

Tarkastellaan nyt pintoja, jotka voidaan esittdd muodossa

B e= {(x,y,z) ‘ f(:c,y,z) :0}7

missaf : A — R jatkuva,A C R>.
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Kuva 4: Gradientti
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Esimerkki Ellipsoidi
1‘2 y2 Z2
Z2tptp-1=0

=

Katso kuvab.
Esimerkki Josg : B — R, B C R?, niin yhtalo

g(z,y) =2

maarittelee pinnan. Tama voidaan naet kirjoittaa muodossa

9(z,y) —2=0.
—gf
Pinta on nimeltaanp:n kuvaaja.
4.2. Tangenttitasot
Tangenttitasot Olkools pinta
{f(z,y,2) = 0}.

Olkoon (a, b, c) € S pinnan piste. (HuomY (a, b, c) = 0). Tarkoituksemme on johtaa
tassé pisteessa olevan pinrtatangenttitason yhtald. Tarkastellaan kayraé S, joka
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Kuva 5: Ellipsoidi




kulkee pisteeria, b, ) kautta. Oletetaan, etl&lla on derivoituva parametriesitys
(t)
t— < y(t) , teA.
Olkoonty € A sellainen piste, etta

((to). y(to), =(t0)) = (a,b;).
Koskal' C S, niin

f(ff:(t), y(®), z(t)) =0VteA,
ja tasta saadaan
f (). y(1). 2(1))

0= dt
= (Dut)(2(®),4(t), =) )/ (&) + (Dat) (w(0), y(8), (1) )/ ()
)

+(Dst) (2 (), y(®), 2(8)) #(¢)
= (V) (2®,90),20)) - ('), 4'®), 7))

Kunt = tp, saadaan

(VH)(abe) - («(0.9/(0).2 (1)) =

joten kaikkien ylla mainittujen kayrien tangentit ovat kohtisuorassa gradi€Rtifa(a, b, c)
vastaan.
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Tangenttitason yhtalo

Merkitaan B
7o := (a,b,c) = ai + bj + ck.

Olkoon7 = (z, y, z) tangenttitasofl’ piste. Siis

(r,y,2) €T < T—79LlVf(a,b,c)
< Vf(a,bc)- (F—T9) =0
< Dif(a,b,c)(z —a)+ Daf(a,b,c)(y —b) + D3 f(a,b,c)(z —c) = 0.

Tama onl:n yhtalo.

. T Sisalto:
Esimerkki Maaritelldan pinta Kayrat
z2  y? 2 tasa-arvopinnat
2T 32 =10 ja tangenttitaso
: ol , 3 Pinnat
Haluamme muodostaa tangenttitason yhtalon pistgessac) = (2,1, %). Tangenttitasot

(VH@y2) =
vHE21LE) = (

Etusivu

(= 00l8
= Nk
w‘%w‘
NI
~_

< »
T:n yhtalo

< >
| RN
eli \/§ Takaisin
? .
||



Esimerkki Olkoong : A — R, A € R?, g differentioituva. Tarkastellaan pinta®
joka on funktiong kuvaaja,

S = {(m,y,z) ’ g(mvy) -z :0}
(z,9,2)
=:f(z,y,z

Nyt
(V£)(a,b,¢) = ((D1g)(a,), (D2g)(a.b), ~1).

Pisteen(a, b, g(a, b)) kautta kulkevan tangenttitason yhtéld on nain ollen
Sisalto:
Dig(a,b)(z — a) + D2g(a,b)(b—y) =2 —c. Kayrat,
tasa-arvopinnat
ja tangenttitaso
Pinnat
T:n Maaraa: Tangenttitasot

TasonT yhtalé R?:ssa yleisesti

L

e annettu pistey, joka kuuluu tasoon Etusivu

e normaalivektoriz, joka on kohtisuorassa jokaista tasogskeulkevaa suoraa vas- “ dd

Koko nayttd

Lopeta

taan. < >
R . — 3 T . . S — Sivu 15/ 17
Oletetaan ettd namé annettu: Olkaere R° mielivaltainen tasori’ piste. Silloinz
toteuttaa yhtalon: Takaisin
(z—@) -m=0



=

(a,b,c)=at

Kuva 6: Taso T
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eli
R

1N + Tang + x3ng —a-n = 0.

Yleisesti siis tason yhtalé on muotoa
Ax+ By+Cz+ D =0,

missdA, B,C, D € R.

Esimerkki Maaritelladarw = (2,2,1) jan = k = (0,0,1). Nytn; = ng = 0,a-n = 1.
Yhtalo:
z=1.

(Piste(z, y, z) kuuluu tasoon, jos ja vain jos= 1).

Suoran yhtalo R3:ssa

Pisteery kautta kulkevan, vektorig suuntaisen suorah yhtalé on
z=t8+a tcR. (1)
Toisin sanoenz € L jos ja vain jos on olemassa luksiten, etta {) toteutuu.

Voidaan Kirjoittaa my6s muodossa

Tr1 — 01 Tro9 — (9 r3 — Q3

C1 c2 C3

jollekin c; € R.
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