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5. Valiarvolause

Vdliarvolause

Lause 5.10lkoon A co R? ja f : A — R differentioituva, ja olkoof, b € A sellaisia

pisteitad, etta niiden yhdysjana sisaltgyhan. Talldin on olemasgae [0, 1], jolle
@) - f(@) = Vf(a+0G-a)-G-a).
Huomautus.
1) Lause 5.1 (sivi2) patee, kurR? muutetaarR":ksi.
2) Jos merkitdah — @ = h, niin (1) patee jos ja vain jos
f(@—h)— f(@) =Vf@+6n)-h.
Lauseen 5.1 (sivd) todistus:
Todistus. Olkoon pisteider ja b yhdysjana
J={a+th|0<t<1}.
Maaritellaan derivoituva funktig : [0, 1] — R,
g(t) = f(@+ th) ( = f@@+t®d— a)).
Ketjusddnnon mukaan

g (t) = D1 f(@+ th)hi + Da(@+ th)hy = V f(a+ th) - h.

(1)
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Toisaalta valiarvolauseesta seuraa, etté on olentasd@8, 1], jolle

g9(1) = g(0) = g'(6)(1 - 0) = ¢'(0).
Saamme

f@+h) - f(@ =g(1) - g(0) = g'(6) = Vf(@+0h) - h.

Esimerkki Jos| V f(a) | < M tarkastelualueessa (ainakin janalla missal/ on jokin
positiivinen vakio, niin

| F(0) = f(@)]

Kaavaa voidaan soveltaa fysiikan virhearvioinneigsan jokin mitattu suureg sen
tarkka arvo,\ b— a\ mittausvirhe (josta on jonkinlainen kasitys olemassa). Lauseke
f(@) on etsitty suure, ja edell& mainitun kaavan mukMM — a\ on ylaraja arvio
virheelle, joka tehd&an, kuf{@):n likiarvo f(b) lasketaan mittaustuloksérperusteel-

la.

5.1. Implisiittifunktiolause

Implisiittifunktiolause
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Lause 5.20lkoon A co R%ja f : A — R jatkuvasti derivoituva. OlkooKa, b) piste,
joka onf:n nollakohta,f (a, b) = 0. Oletetaan, ett®, f (a, b) # 0. Talléin on olemassa
sellainen suorakulmio

D={(z,y) | a1 <z <ag,b <y<by} c R?,
(a,b) € D, etté jokaistar € ]ay, az[ kohti yhtalolla
flz,y) =0

on yksikasitteinen ratkaisy(x) € ]by, bs]. Funktioz — y(x) on jakuvasti derivoituva
valilla ]CLl, CLQ[.

Huomautus. Siis funktia — y(z) toteuttaaf (z,y(z)) = 0, V = € Jai, az[. Katso
kuval.

Esimerkki Funktion
f@y) =y’ +ay—4=0
ratkaisupisteet tasossa: Katso kiva
Yhtalon koko ratkaisu ei ole minkdan yhden muuttujan funktion kuvaaja!
Lauseen 5.2 (sivy) todistus.

Todistus. Oletetaan ettd, f(a,b) > 0. KoskaDs f on jatkuva, tasta seuraa etté on
olemassa > 0 siten, ettdDs f(x,y) > 0, kun (z,y) € B(a,r) (tdsséa := (a,b)).
Tarkastellaan funktioity — f(a,y); ylla olevan nojalla se on aidosti kasvava n-
ymparistossa. Olkooby , b, € R sellaisia, etta

T T
b——-<b b<b b+ —.
2< 1 <0< b2 < +2
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. Implisittifunktiolause “|dytas
taman ratkaisun”

Kuva 2: Ratkaisupisteet
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Tallbin
fla,b1) <0 = f(a,b) < f(a,b2).
Koskaf jatkuva, niin on olemassa sellaiset luvigt ao,

T T
a—§<a1<a<a2<a+§,

etta
f(w7b1) <Oa f(fﬁ,bz) >07
kuna; < z < ag. Olkoonz € Jay, az[. Nyt patee

1° f(z,b1) <0, f(x,b2) >0
2° ¢y f(z,y) on jatkuva valilldby, bs]

3° ¢ :y+— f(z,y) on aidosti kasvava.

Tasta seuraa, etté on olemagsa y(z) € b1, bz, jolle p(y(x)) = 0 eli f(z,y(x)) =
0. Todistus sille, ettd(z) on derivoituva, sivuutetaan. [J

Olkoonf : A — R, A Co R?, f(a,b) = 0ja Daf(a,b) # 0. Implisiittifunktio-
lauseesta siis seuraa, etta yhtaldl{&, y) = 0 on yksikasitteinen ratkaisy(z) jokais-

taz € Jai,az[ kohti. Funktioz — y(z) on jatkuvasti derivoituva. Derivaatayi(z)
laskeminen:

Pateef (z, y(x)) = 0, joten

0= 2 f(o, (@) = Daf(a,y@) - 1+ (Do), 3(x)) -4/ (2)
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misté seuraa D f(ab)
/ —Lhjla,
r)=————=.

d ( ) D2f(a7 b)
Esimerkki Tarkastellaan yhtal6a

zy —sin(z +y) =0

(2)

Talla on ratkaisu: = y = 0. Osoitetaan, etta kyseessa oleva yhtalo maaritietee:n

funktiona jossakin pisteen nolla ympéristdssa ja laskega@n.

Ratkaisu. Pateg(0,0) = 0 (Lause 5.2 (sivit) kuna = 0,b = 0) ja Dof(x,y) =
x — cos(z + y), Daf(0,0) = —1 # 0. Lause 5.2 (sivul) soveltuu, joten yhtald2)

maarittebee:n z:n funktiona.

_ Dyf(0,0) -1

y'(0) = Dof(0,0) - 1 - -

ja
Dyf =y —cos(z +y).
Tapaus, jossa implisiittilause EI toimi:
Tarkastellaan yhtaloa
T\ 2 2 _
(3) +v*-9=0
pisteessdzr,y) = (6,0). Nyt

D2f(x7y) = 2y7 D2f(670) = Oa

(3)
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Kuva 3: Ellipsi

joten implisiittifunktiolauseen oletukset eivat ole voimassa.

Huomatus! Yhtalong) ratkaisupisteet muodostavat ellipsin tasoon. Katso I8u¥i
ei ole yksikasitteiner:n funktio.

Lause 5.30lkoon A co R"*!ja f : A — R jatkuvasti derivoituva funktio, jolle




pisteessda, b) € A C R"H!
f(@b) =0, Dpii(a,b)#0.

Talléin on olemassa:n ymparistoB(a,r) C R" ja avoin vali]b;, ba[ > b siten, etta

jokaisellaz € B(a,r) yhtalolla f(z,y) = 0 on yksikasitteinen ratkaisyu(z) € b1, ba|.

Derivaatoille patee:

D1 f(z,y(T))

Lausetta 5.3 (siv@) voidaan kayttad, kun halutaan varmistaa, etta yhtélony, z) =
0 ratkaisut muodostavat pinn&r:ssa (vertaa luku 4).

Esimerkki Yhtalo

Diy(z) = — =1,...,n.

fl@,y,2) = ze” W+ =0
maaritteleex:n muuttujienz ja y funktiona eraassg, 0, 0):n ymparistossa, silla
£(0,0,0)=0-€" =0,

eli yhtald toteutuu. Nyt

D3f(x,y,2) = T HYP 4 L 9 ent HyP 4R
Dsf(0,0,0) = 1#£0
le(.I?y, Z) — 2.’1]2’6‘%2+92+22'

Siis voidaan ratkaista = z(x,y), kun (x,y) on pisteen(0,0) jossain ymparistossa.

Derivaatalle saadaan
0z D1 £(0,0,0) 0

5-(0.:0) = D12(0,0) = ~ang = 1=
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