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6 Adriarvojen teoriaa

Tutkitaan aluksi neliémuotoja kahden muuttujan x,y tapauksessa:
P(x,y) = az® + 2bzy + ca?, (1)

missé a, b, c € R annettuja kertoimia.

Esimerkki Maaritelldan
P(z,y) = 22% — 102y + 3y°.
N#hdéan ettda P(0,0) =0

1. Jos P(z,y) # 0 aina, kun (z,y) # (0,0), niin P on definiitti.

a) Jos P(x,y) > 0 aina, kun (z,y) = (0,0), niin P on positiivisesti
definuitts.

b) Jos P(z,y) < 0 aina, kun (z,y) = (0,0), niin P on negatiivisesti
definuitts.

2. Jos P(z,y) > 0V (z,y) € R? tai jos P(x,y) < 0V (z,y) € R,
niin P on semidefiniitti. (Huomautus! Jos P on definiitti, on se myos
semidefiniitti.)

3. Jos P saa positiivisia ja negatiivisia arvoja, se on indefiniitti.

Yleisemmin, neliomuoto R™:ssd on muotoa
n
=\ _ =T A= 2
P(@) =7"AT =) azz; + > 2a5xz;,
i=1 1<i<j<n

n

missd A on n X n matriisi (a;;)} ;-

Lause 6.1 Neliomuoto (1) on
Definiitti, jos ac — b* > 0,
semidefiniitti, jos ac — b? = 0,

indefiniitti, jos ac — b* < 0.



Merkitain D := ac — b2.

Todistus. Oletetaan, ettd D > 0. Silloin a # 0 ja P(z,y) voidaan kirjoittaa
muodossa

1
P(z,y) = —[(ax +by)* + Dy?].
Jos P(x,y) = 0, niin
0 = aP(z,y) = (azx + by)* + Dy>.

Tami on mahdollista vain jos Dy? = 0 ja (az + by)> = 0 eli y = 0 ja
(ar+0)>=0¢eliy=0jax =0 (koska a # 0).

Oletetaan nyt D < 0 ja a # 0. Tallsin

P(z,y) = i((am+by)2+Dy2) = i((am%—by)—\/ﬁy) ((ax—i—by)—i-\/ﬁy).

Nahdadn, ettd P hédvidd ry-tason suorilla
ar+ (b—/|D|)y =0 ja aa:—l—(b—ir\/W)y:O.
Siis P on indefiniitti.
Tapaus a = 0, D < 0. Téll6in
P(z,y) = y(2bx + cy).
Koska D = ac — b* < 0 ja a = 0, niin tdytyy olla b # 0. Otetaan y = 1:
P(z,1) = 2bzx + ¢,

joka saa negatiivisia ja positiivisia arvoja kun x € R. P on siis indefiniitti.
Tapaus D = 0.

1. Jos a # 0, niin P(z,y) = L(az + by)?,

2. Jos a =0, niin P(z,y) =cy?> = b= 0.
Selvéstikin P on semidefiniitti. O
Esimerkki 1 Maaritellaan

P(z,y) = 2* — 6xy + 21>

Nyta=1,b=-3,c=2jaD=2—-9=—7 eli P on indefiniitti. P(z,y)

héviaa suorilla
1
= z.
/ (3 V7 )
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Esimerkiksi
P(1,1) = 1-642=-3<0
P1,-1) = 146+2=9>0.
Esimerkki 2 Mairitellaan

P(z,y) = day — 42° — 3%

Nyta=—-4,b=2 ¢c=—1jaD =4—4 =0 (semidefiniitti). Itseasiassa
P(z,y) = —(2z — y)?, mistd nihdiin

(i) P(z,y) <0V (z,y) € R?
(i) P(50,100) = —(100 — 100)% = 0.
Esimerkki 3 Madritelldén
P(z,y) = 2zy — 32° — 1%
Nyta=-3,b=1c=-1jaD=2>0 (definiitti). Esimerkiksi P(1,1) =
—2 < 0. Siis P(z,y) <0, kun (z,y) # 0.
6.1 Taylorin kaava

Olkoon A Co R?, f : A — R funktio, jolla on kaikkien kertalukujen jatkuvat
osittaisderivaatat. Olkoon T € A tarkastelupiste ja h € R? siten, etti jana

J={z+th|tel0,1]} CA

J on jana, jonka péitepisteet ovat T ja T + h. Midritelldin

g 0,1] — A
glt) = T+th
g(0) = =
g(l) = T+h

Tarkastellaan funktiota
fog:[0,1] — R,

joka on mielivaltaisen monta kertaa derivoituva yhden muuttujan funktio.

Ketjusddannon mukaan
(fog) =(Dif)og g1+ (Daf)ogy="hi(Dif)og+ ha(D2h)og.
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Huomautus

9(t) = (91(1), 92(1)) = (w1 + thy, w3 + thy),

missi T = (z1,x2), h = (h1, he) ja ¢4 = hi, g5 = hy. Edelleen

(fog) = hi(Difog)+hai(Daf og)
hy (hl(D11f> 0 g+ ha(Diaf)o g) + ha (hl(Dmf) 0 g+ ha(Daaf)o 9)
= hi(Duf)og+2hihay(Diaf)og+hi(Daf)og
= ((mDy+haDy)%f) o g,

missé, D% = D117 D1D2 = D12 = D2D1 ja D% = D22. Induktiolla voidaan
todistaa kaava
(fog)® = ((nlDl + h2D2)kf) °g.

Taylorin kaavasta yhden muuttujan funktiolle F' : B — R, missa [0,1] C
B Co R, saadaan

zmmzﬁiéFme+;FWw% (2)

missé 0 € )0, 1] (jos n = 1, tdmé on véliarvolause).

Jos F toteuttaa tietyt (ankarat) vaatimukset, sille pétee kehitelméa
=1
F(r) = > L F (),
k=0
missé x € B(0,r).

Taylorin kehitelmé (2)) péatee funktiolle F', jos se on n kertaa jatkuvasti deri-
voituva. Sovelletaan tatéd, kun F := f o g:

n=lrq )k oq)™
(fog)(l):Z(f gk?‘ <0)+(f .i?l (6)

Sijoittamalla k:nen derivaatan lauseke ja ottamalla huomioon
9(0) =7, g(1)=7+h, g(0)=7+0h,

saadaan

f@+h) = flg(1))=fog(l)
= Y05 & (hDy + haDo)* () + & (haDy + ha Do) [ (7 + 0h),
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missd 0 € ]0,1[. TAmé& kehitelmé pétee, kun f on n kertaa jatkuvasti deri-
voituva. Arvolla n = 2 kehitelmésté seuraa

Lause 6.2 Olkoon f: A — R, A Co R?, kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva.
Olkoon T € A, h € R? ja h € B(0,r), missd r on niin pieni, etd z+ B(0,r) C
A. Talloin

f@+h)—f(T) = hDif(T)+ haDyf(T)
+%(h%D11f(T) + 2h1ho Dia f(T) + thmf(f))
e

missi e(h) — 0, kun A — 0.

6.2 Adsriarvoista

Olkoon f: A— R, A Co R™, m € N. Talloin

e funktiolla f on (lokaali)maksimi pisteessd a € A, jos on olemassa sel-
lainen r > 0, ettd f(7) < f(a@), kun = € B(a,r)

e funktiolla f on (lokaali)minimi pisteessé a € A, jos on olemassa sellai-
nen r > 0, ettd f(z) > f(a), kun = € B(a,r)

e Hiriarvo on minimi tai maksimi
e ddriarvopiste on ldhtéjoukon piste, jossa dédriarvo saavutetaan

e ddriarvo on oleellinen, jos f(Z) # f(a), kun T € B(a,r) \ {a} (tédssa r
kuten maksimin tai minimin mééritrelméssa).

Lause 6.3 Olkoon f: A — R, A Co R™, kerran derivoituva. Jos @ € A on
f:m Aériarvopiste, niin D;f(a) =0, kuni=1,...,m.

Esimerkki 1 Maaritellaan

fla,y) = 2%+ 47

Nyt
Dif(z,y) = 22
Dof(z,y) = 2y
D;f(0,0) 0, kunj=1,2

Tunnetusti f:114 on lokaali minimi pisteessa 0.



Esimerkki 2 Maaritellaan

flay) =" —y"
Nyt pétee D1 f(0,0) =0 = Dyf(0,0). Toisaalta (0,0) ei ole dériarvopiste:
f(0,r) = —r*<0
f(r,0) = >0

Lauseen 6.3 (sivu 6) todistus:

Todistus. Tehdain antiteesi: Oletetaan ettd @ € A on A:n #éripiste ja
Dy f(@) # 0, jollekin k € {1,...,m}. Mééaritelladan funktio
g(x) = flay, ..., a6_1,2, A1,y Qm) (3)

missid x € B(ag,r) C R jollakin r > 0.
Nyt

(cjli(ak) = D f(a) # 0.

Néin ollen g saa ap:n ympéristossd sekd suurempia ettd pienempid arvoja
kuin g(ay). Kohdan 3 nojalla sama pétee funktiolle f, joten @ ei ole funktion
f dariarvopiste. 0O

Lause 6.4 Olkoon A Co R? f : A — R. Oletetaan ettd funktiolla f on
jatkuvat kertaluvun 1. ja 2. osittaisderivaatat. Jos pisteessd @ € A pitee

Dy f(a) =0= Dy f(a)
ja
D := Dy, f(@) Doz f (@) — Di2(@)* > 0, (4)
niin @ on oleellinen dériarvopiste;

e maksimi, jos Dy; < 0

e minimi, jos Dy; > 0.

Maaritelméa Satulapiste. Olkoon A, @, f kuten lauseen 6.4 oletuksessa.
D f(@) = Do f(a) = 0.

Jos f saa @:n mielivaltaisessa ympéristossd sekd suurempia ettd pienempié
arvoja kuin f(@), niin @ on satulapiste.



Esimerkki 1 Mairitellaan

f(l',y) = 1.2 _y2-

Derivaatat ovat

D1 = 2 D2 = —2y
DH == 2 D22 = —2
D12 - 0
joten
Dy f(z,y) = — 2r=0 <= =0

Dyf(z,y) =0 <— —2y=0 <= y=0.
Pisteessd a = (0,0)

Dllf(a)DQQf(d) — Dlgf(a)Q < 0.
Esimerkki 2 Méiaritellaan
f(z,y) =t ay+yi+x—uy.

Tehtavéané on etsid dériarvo- ja satulapisteet.

Ratkaisu. Osittaisderivaatat

Df = 2x4+y+1
Dyf = x+4+2y—1.

Jos (x,y) on kriittinen piste (eli derivaattojen nollakohta), niin

2r + y—|—1:0:> y = 1
z + 2y — 1 =0 r = —1

Pisteessa (—1,1) pétee

D11 - 2
Dy = 2 = D(—l, 1) > 0,
D12 =1

eli kyseessé on dédriarvopiste (minimi).
Esimerkki 3 Méaritelldan

fla,y) =2* =y’ + 3y,
Derivaatat ovat

Dif = 322+ 3y
Dyf = —3y*+ 3x.
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Kriittiset pisteet ovat

322 + 3y = 0 r =
{—3y2+3x20 ‘:’{yz—:ﬁ
Edelleen

Dy f =6z, Daypf=—6y, Dipf =3,
joten

D(0,0) = —9<0 (satulapiste eli ei dériarvopiste)
D(-1,1) = 6-1-(—6)-(~1)—~9=36—-9>0 (minimi.)

Lauseen 6.4 (sivu [7) todistuksesta:

Olkoon h € B(0,7), r > 0. Lauseen 6.2 (sivu |6) mukaan pétee

f@a+h)—f(@ = Dif(@hy+ Daf(a)hs
+%(D11f(5)h% + 2D1a f(@)h1hy
+ Do f(@)h3) + || (),

missi €(h) — 0, kun h — 0. Koska h on pieni ja D,f(@) = Dof(a@) = 0,
madrdd lauseke

Dy f(@)hi + 2D1a f(@)hihy + Dao f (@)l ()

erotuksen f(@+ h) — f(a) etumerkin. Lauseke (5) on nelimuoto P(hy, hs),
kertoimet a = Dy f(@), b = Diaf (@), ¢ = Das f(a@). Ylldolevista madritelmista
seuraa, ettd @ on #driarvopiste jos ja vain jos neliomuoto P on definiitti.
Huomaa, etta

D >0 <= D(a) > 0.

Yll& olevat tarkastelut olivat lokaaleja.

Esimerkki Funktion suurin tai pienin arvo joukossa B C R?2. Olkoon B
kompakti (eli rajoitettu ja suljettu). Nyt pétee: Jos f : B — R on jatkuva,
niin f saa B:ssd suurimman ja pienimmén arvon. Esimerkiksi jos C' := [0, oo,
niin funktio f(z) = X ei saa joukossa C' pieninté arvoaan. Mutta C' ei olekaan
kompakti joukko.

Huomautus Se, ettid funktio f : B — R saa pienimmén arvonsa pisteessé
Ty € B, tarkoittaa, ettd

f@) > f(@o) VyeB.
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Olkoon B kompakti, f : B — R jatkuva ja kaksi kertaa jatkuvasti derivoi-
tuva. Ainoat pisteet, joissa f voi saada suurimman tai pienimmén arvonsa
ovat

1. f:n lokaalit dariarvopisteet

2. B:n reunapisteet.

Yll4 esitettyd lokaalien ddriarvojen tarkastelua voidaan siten kayttaéd hyvéksi
myos globaalien dédriarvojen eli suurimman ja pienimmén arvon 16ytéamiseksi.
Lopuksi, ilman todistuksia esitetdédn n:n muuttujan funktioiden ddriarvojen
teoriaa.

Lause 6.5 Olkoon n € N, n > 2, A Co R", f : A — R derivoituva. Jos
funktiolla f on &dariarvo pisteessd a € A, niin

Vi@ =0 eli Dif(a)=Dyf(a)=...=D,f(a)=0.
Todistus. Sama kuin n =2. O
Lause 6.6 Olkoon A Co R", f kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja
V f(a@a) = 0 pisteessid a € A.

Muodostetaan funktion f Hessen matriisi

Dy f(@) Diof(@) ... Di,f(a)
_ Dy f(@) Dosf(a) ... Da,f(a)
Duif(@ Dusf(@ ... Dunf(@)
ja diagonalisoidaan se; saadaan muotoa
A0 .00
0 A :
0 .. A,

oleva matriisi. Seuraavat tulokset patevét:
a) Jos kaikki ominaisarvot ovat suurempia kuin nolla, on @ minimi.
b) Jos kaikki ominaisarvot ovat pienempié kuin nolla, on @ maksimi

c¢) Jos matriisilla on seké positivisia ettd negatiivisia ominaisarvoja, niin
@ ei ole dariarvopiste.
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