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6. Adriarvojen teoriaa

Adriarvojen teoriaa
Tutkitaan aluksheliomuotojakahden muuttujam, y tapauksessa:

P(z,y) = az? + 2bzy + cz?, Q)
misséa, b, c € R annettuja kertoimia.
Esimerkki Maaritelldan
P(z,y) = 22% — 10xy + 3°.
Nahdaan ett#(0,0) = 0
1. JosP(z,y) # 0 aina, kun(z, y) # (0,0), niin P on definiitti.

a) JosP(z,y) > 0 aina, kun(z,y) = (0,0), niin P on positiivisesti definiitti
b) JosP(z,y) < 0 aina, kun(z,y) = (0,0), niin P onnegatiivisesti definiitti

2. JosP(z,y) > 0V (z,y) € R? tai jos P(z,y) < 0V (z,y) € R, niin P on
semidefiniitt (Huomautus! Jo# on definiitti, on se myds semidefiniitti.)

3. JosP saa positiivisia ja negatiivisia arvoja, se imaefiniitti.

Yleisemmin, nelidmuotd™:ssa on muotoa

n
N T 2
P(z)=7" AT = E a;x; + E D558
i=1 1<i<j<n
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missaA onn x n matriisi (a;;)

=1

Lause 6.1Nelidbmuoto (L) on
Definiitti, jos ac — b* > 0,
semidefiniitti, josac — % = 0,
indefiniitti, josac — b2 < 0.

MerkitadnD := ac — b.

Todistus. Oletetaan, ettd® > 0. Silloin a # 0 ja P(z, y) voidaan kirjoittaa muodossa

1
P(z,y) = ~[(az + by)* + Dy’]
JosP(z,y) = 0, niin

0 =aP(z,y) = (azx + by)* + Dy>.

Tama on mahdollista vain jaBy? = 0 ja (az + by)?> = 0 eliy = 0ja (ax + 0)2 = 0
eliy =0jaxz =0 (koskaa # 0).

Oletetaan nyD < 0 jaa # 0. TallGin
P(z,y) = - ((ax+by)*+ Dy?) = = ((ax+by) = V[Dly) ((az+by) + VI Dy)-
Nahdaan, ett® haviaary-tason suorilla

ax+ (b—+/|D|)y =0jaaz+ (b++/|D])y = 0.
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Siis P on indefiniitti.
Tapaus: = 0, D < 0. Tallin
P(z,y) = y(2bx + cy).
KoskaD = ac — b* < 0jaa = 0, niin taytyy ollab # 0. Otetaany = 1:

P(xz,1) = 2bzx + ¢,

joka saa negatiivisia ja positiivisia arvoja kure R.. P on siis indefiniitti.

TapausD = 0.
1. Josa # 0, niin P(z,y) = %(ax + by)?,
2. Josa = 0, niin P(z,y) = cy?> = b = 0.

SelvastikinP on semidefiniitti. O
Esimerkki 1 Maaritellaédn

P(z,y) = x2 — 6zy + 242

Nyta =1,b=-3,c=2jaD =2-9 = —7, eli P on indefiniitti. P(x,y) haviaa

suorilla

o <3 ilﬁ> .
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Esimerkiksi
P(1,1) = 1-6+2=-3<0
P(1,-1) 1+6+2=9>0.

Esimerkki 2 Maaritellaéan
P(z,y) = 4zy — 42 — 2.

Nyta = —4,b=2,¢c= —1jaD = 4 — 4 = 0 (semidefiniitti). ltseasiassB(z,y) =
—(2z — y)?, mista nahdaan

(i) P(x,y) <0V (x,y) € R?
(i) P(50,100) = —(100 — 100)? = 0.
Esimerkki 3 M&aritellaan
P(z,y) = 2zy — 3z — 2.

Nyta =—-3,b=1,c=—1jaD =2 > 0 (definiitti). EsimerkiksiP(1,1) = —2 < 0.
Siis P(z,y) < 0, kun(z,y) # 0.

6.1. Taylorin kaava

Taylorin kaava
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Olkoon A co R?, f : A — R funktio, jolla on kaikkien kertalukujen jatkuvat osittais-
derivaatat. Olkoo € A tarkastelupiste ja € R? siten, etta jana

J:={z+th|te[0,1]} C A

J on jana, jonka paatepisteet ovaja = + h. Maaritellaan

g [0,1] — A
g(t) T+ th
9(0) = =
g(1) T+ h

Tarkastellaan funktiota
fog:[0,1] =R,
joka on mielivaltaisen monta kertaa derivoituva yhden muuttujan funktio.

Ketjusdannon mukaan
(fog) = (Dif)og- g1+ (D2f)ogy=hi(Dif)og+ha(Dah)o

Huomautus
9(t) = (91(1), 92(8)) = (21 + th, 22 + tho),
Miss&x = (x1,22), h = (h1, h2) jag] = h1, gb = ho. Edelleen
(fog) = mE(Difog)+hai(Dafog)
ma (B1(D1f) 0 g+ ha(Di2f) 0 g) + ha(ha(Darf) 0 g + ha(Daaf) o g)
= h3(D11f) o g+ 2h1ha(Diaf) 0o g+ h3(Daaf)og

= ((h1D1 + haDs) f) °9,
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missaD? = D11, D1Dy = D15 = D2Dq ja D3 = Das. Induktiolla voidaan todistaa
kaava
(fog)® = ((nlDl = h2D2)kf> °g.

Taylorin kaavastayhden muuttujan funktiolle” : B — R, missd[0,1] € B Co R,
saadaan

n—1
F)= 3 2 FO0) + - F™ (), @
k=0

misséf € |0, 1[ (josn = 1, tdmé on véliarvolause).
JosF toteuttaa tietyt (ankarat) vaatimukset, sille patee kehitelma

Flz)=)_
k=0

| —

- E ™) ()",

o

misséx € B(0,r).

Taylorin kehitelméa 2) péatee funktiolleF’, jos se on n kertaa jatkuvasti derivoituva.

Sovelletaan tata, kufR' := f o g:

" (fogq)k) N
(fog)(l)zz(f gk)! © gr)d (6)

k=0

Sijoittamallak:nen derivaatan lauseke ja ottamalla huomioon

g(0)=2z, g(1)=z+h, g(0) =7+ 6h,
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saadaan

f@+h) = f(g(1)=fog(1)
120 & (hD1 + hoDo)* () + L (h1 D1 + haDo)" f(T + 6h),
misséd € ]0,1[. Tama kehitelmé péatee, kyhon n kertaa jatkuvasti derivoituva. Ar-
vollan = 2 kehitelmasta seuraa

Lause 6.20lkoon f : A — R, A Co R?, kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva. Olkoon
7 € A, h € R*jah € B(0,r), miss& on niin pieni, et&r + B(0,r) C A. Tallgin

f@+h)—f@) = hDif(T)+ heDaf(T)

4 (h%an(T) + 2h1he D12 f(T) + h%DQQf(f))

+| k[ e(h), Sisalto: .
Adriarvojen teorias

missés(h) — 0, kunh — 0. Taylorin kaava
Aariarvoista

6.2. Adriarvoista S

L

Aéariarvoista « dd

Olkoonf: A — R, A Co R™, m € N. Tallgin

Sivu 8/15
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o funktiolla f on (lokaali)minimi pisteess@ € A, jos on olemassa sellainen> 0,
ettdf(z) > f(a), kunz € B(a,r)

e aariarvo on minimi tai maksimi
e aariarvopiste on lahtdjoukon piste, jossa dariarvo saavutetaan

e adriarvo on oleellinen, jog(z) # f(a), kunz € B(a,r) \ {a} (tassé&- kuten
maksimin tai minimin maaritrelmassa).

Lause 6.30lkoon f : A — R, A Co R™, kerran derivoituva. Jo8 € A on f:n

aariarvopiste, niirD; f(a) = 0, kuni =1,...,m.
Esimerkki 1 Maaritellaan
flz,y) =2 + 4. Sisélto:
Nyt Adriarvojen teoriaz
Dif(z,y) = 2z Tay!orin kaava
Dof(z,y) = 2y Aariarvoista

D;f(0,0) = 0, kunj=1,2
. Etusivu
Tunnetustif:lla on lokaali minimi pisteessa
Esimerkki 2 Maaritellaan
fla,y) =a® -y,
Nyt pateeD; f(0,0) = 0 = D2 £(0,0). Toisaalta(0, 0) ei ole aariarvopiste: SVu9 /s
f(O 7“) _ _TQ <0 Takaisin
r0) = r2>0 Koko naytto
f(r,0) w |

Lopeta

{11



Lauseen 6.3 (siv@) todistus:

Todistus. Tehdéaan antiteesi: Oletetaan eitée A on A:n &éripiste jaDy f(a) # 0,
jollekin k£ € {1, ..., m}. Maaritellaan funktio

g(flf):f(al,...,ak_l,x,(lk+1,...76Lm) (3)

misséx € B(ag,r) C R jollakin r > 0.

Nyt
d
2 (ax) = Duf(@) #0.
Nain olleng saaay:n ympéristossa seka suurempia ettd pienempia arvojaguayj).
Kohdan3 nojalla sama patee funktiollg, jotena ei ole funktionf aariarvopiste. [

Lause 6.40lkoon A Cco R?, f : A — R. Oletetaan etta funktioll on jatkuvat
kertaluvun 1. ja 2. osittaisderivaatat. Jos piste@ssaA patee

Sisalto:
Adriarvojen teoriaz
Taylorin kaava

Dif(@) =0 = Dyf(a) Aériarvoista

ja Etusivu
D := Duf(a)Dggf(a) = Dlg(a)Q > 0, (4)

niin @ on oleellinen aariarvopiste;

{11

e maksimi, josD1; < 0 Sivu 10/ 15
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Maaritelma Satulapiste. Olkood, @, f kuten lauseen 6.4 oletuksessa.
Dy f(a) = Daf(a) = 0.
Josf saaa:n mielivaltaisessa ymparistossa sekd suurempia ettd pienempia arvoja kuin
f(@), niin @ on satulapiste
Esimerkki 1 Maaritellaan
fla,y) = 2® =4,
Derivaatat ovat

D1 = 2z D2 = —2y
Dyy = 2 Dy = -2
Dy = 0

joten Sisaltd:
Adriarvojen teoriaz
Taylorin kaava
Pisteessa = (0,0) Aariarvoista
D11 f(@)Daa f(@) — Diaf (@) < 0.

Esimerkki 2 Maaritelladn

Dif(z,y) =0 <— 2x2=0 <<= z=0
Dyf(z,y) =0 <— —-2y=0 <= y=0.

Etusivu

f(:c,y):x2+xy+y2+:r—y.

Tehtévana on etsid aariarvo- ja satulapisteet.
Sivu 11 /15

le — %+ y +1 Takaisin
Dof = xz+2y—1. Koko naytto
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Jos(z, y) on kriittinen piste (eli derivaattojen nollakohta), niin

2z + y + 1 =0 y = 1
{$+2y—1:():>{

Pisteessé—1, 1) patee

Dy = 2
Doy = 2 = D(—l, 1) > 0,
Dis = 1

eli kyseessa on aariarvopiste (minimi).

Esimerkki 3 Maaritellaan

s 3 Sisalto:
f(z,y) = 2° —y° + 3xy. Aériarvojen teoria
Derivaatat ovat Taylorin kaava
Dif = 32243y Aariarvoista
Dof = —3y%+3z.
Etusivu
Kriittiset pisteet ovat
<« (13
322 + 3y = 0 r = gt
< >
{—3y2—|—3x:0<:> y = —z2 ]
<~ (z,y)=(0,0) tai (z,y) = (1,-1). S L
Edelleen Takaisin
Duf =6z, Daxaf=-6y, Dif=3, Koko néytto
Lopeta



joten

D(0,0) = —9<0 (satulapiste eli ei &ariarvopiste)
(-1,1) = 6:-1-(=6)-(-1)—9=36—9>0 (minimi.)
Lauseen 6.4 (siv0) todistuksesta:

Olkoonh € B(0,r), r > 0. Lauseen 6.2 (siv8) mukaan patee

f@+h) = f@ = Dif(@h + Daf(@hs
+1 (Duf(ﬁ)h% + 2D1a f(@)h1ha
+Daof(@)h3) + | 7| £(R),
missae(h) — 0, kunh — 0. Koskah on pieni jaD; f(a) = Dyf(a@) = 0, maaraa

lauseke
D11 f(@)hi + 2D1a f (@)h1hg + Daa f(@)h3 %)

erotuksenf(a -+ h) — f(a) etumerkin. Lausekesj on neliomuotaP (hy, hs), kertoimet
a = D11f(a), b= Diaf(a), c = Dy f(a). Ylldolevista maaritelmista seuraa, edtén
aariarvopiste jos ja vain jos neliomuotbon definiitti. Huomaa, etta

D >0 < D(a)>0.

Ylla olevat tarkastelut olivat lokaaleja.

Esimerkki Funktion suurin tai pienin arvo joukosga C R?. Olkoon B kompakii
(eli rajoitettu ja suljettu). Nyt patee: Jg5: B — R on jatkuva, niinf saaB:ssa
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suurimman ja pienimman arvon. Esimerkiksi j0s:= [0, oo, niin funktio f(x) = %
ei saa joukossé&' pienintd arvoaan. Mutt&' ei olekaan kompakti joukko.

Huomautus Se, etta funktiof : B — R saa pienimméan arvonsa pisteesgac B,
tarkoittaa, etta

f@) = f(@o)Vy € B.

Olkoon B kompakti, f : B — R jatkuva ja kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva. Ainoat
pisteet, joissg voi saada suurimman tai pienimman arvonsa ovat

1. f:nlokaalit ariarvopisteet

2. B:nreunapisteet.
Ylla esitettya lokaalien aariarvojen tarkastelua voidaan siten kayttaa hyvaksi myos glo-

baalien aariarvojen eli suurimman ja pienimman arvon loytdmiseksi. Lopuksi, ilman
todistuksia esitetéd&m:n muuttujan funktioiden &ariarvojen teoriaa.

Lause 6.50lkoonn € N, n > 2, A Co R", f : A — R derivoituva. Jos funktiollgf
on aariarvo pisteessae A, niin

Vf@ =0 eli Dif(a)=Dyf(a)=...=D,f(a)=0.
Todistus. Sama kuinn = 2. [
Lause 6.60lkoon A Co R", f kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja

Vf(a) = 0 pisteess@ € A.
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Muodostetaan funktiorf Hessen matriisi

an(a) Dlgf(a) A Dlnf(a)

D21f(6> Dggf(a) ... Dgnf(a)
H= :

Dpif(@) Dpaf(@) ... Dpnf(a)

ja diagonalisoidaan se; saadaan muotoa

A0 ..o 0
0 A2
0 ... An

oleva matriisi. Seuraavat tulokset patevat:

a) Jos kaikki ominaisarvot ovat suurempia kuin nolla,cominimi.

b) Jos kaikki ominaisarvot ovat pienempia kuin nolla,@maksimi

¢) Jos matriisilla on seka positivisia ettéd negatiivisia ominaisarvoja, di@i ole

aariarvopiste.
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