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Kuva 1: Pinta-ala

7. Käyräintegraalit

Käyräintegraalit

Olkoonf : [a, b] → R jatkuva. Sen integraalifunktiotaF : [a, b] → R merkitään

F (x) :=

x∫
a

f(t) dt,

ja sille pätee kaavadF
dx = f . Geometrinen tulkinta: Kuvan1 väritetyn alueen pinta-ala

on
b∫
a
f(x) dx.

Olkoon ϕ : [a, b] → R2 (tai Rn) jatkuva. Joukkoϕ ([a, b]) ⊂ R2 on käyrä, jota
merkitään esimerkiksiΓ. Kuvausϕ onΓ:n parametriesitys.

Jos käyrällä on parametriesitys, joka oninjektio, sitä sanotaankaareksi. Valitsemal-
la toinen päätepistealkupisteeksija toinenloppupisteeksi, saadaansuunnistettu kaari.
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Kaari onsäännöllinen, jos sillä on jatkuvasti derivoituva parametriesitys.

Määritelmä 7.1 OlkoonΓ ⊂ R2 säännöllinen suunnistettu kaari ja olkoonϕ = (ϕ1, ϕ2)
jatkuvasti derivoituva parametriesitys (siisΓ = ϕ ([a, b])). Josf : Γ → R ja g : Γ → R
ovat jatkuvia, niin määritellään

∫
Γ

fdx+ g dy :=

b∫
a

(
f(ϕ(t))ϕ′

1(t) + g(ϕ(t))ϕ′
2(t)

)
dt.

Yleisesti:

Γ ⊂ Rn, γ : [a, b] → Rn, γ([a, b]) = Γ, γ = (γ1, . . . , γn)

jatkuvasti derivoituva. Olkoonfj : Γ → R, j = 1, 2, . . . , n. Määritellään

∫
Γ

f1dx1 + f2dx2 + · · ·+ fn dxn :=

b∫
a

(
f1(γ(t))γ′1 + · · ·+ fn(γ(t))γ′n(t)

)
dt

Merkitään myös ∫
Γ

f1dx1 + f2dx2 + · · ·+ fn dxn :=
∫
Γ

f · dr,

missäf := (f1, . . . , fn) ja dr := (dx1, . . . , dxn).

LauseMääritelmän 7.1 (sivu3) käyräintegraali ei riipuΓ:n parametriesityksestä.
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Todistus.Sivuutetaan. �

Esimerkki 1 Laske ∫
Γ

x2dx+ xy dy,

kunΓ on yksikköympyrän kaari pisteestä(1, 0) pisteeseen(0, 1).

Ratkaisu. KäytetäänΓ:lle tuttua parametrisointia{
x = ϕ1(t) = cos t
y = ϕ2(t) = sin t

, 0 ≤ t ≤ π

2
.

Tällöin
ϕ′

1(t) = − sin t, ϕ′
2(t) = cos t

dx = ϕ′
1(t)dt, dy = ϕ′

2(t)dt

ja ∫
Γ

x2dx+ xy dy =

π/2∫
0

(
cos2 t · (− sin t) + cos t sin t cos t

)
dt = 0.

Toinen mahdollisuus on käyttääΓ:lle parametriesitystä{
x = −t
y =

√
1− t2

, t ∈ [−1, 0] .

Tällöinϕ : [−1, 0] → R2 ja

ϕ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t)

)
= (−t,

√
1− t2).
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Huomaa, että √
x(t)2 + y(t)2 =

√
t2 + (1− t2) = 1.

Tällä parametriesityksellä

∫
Γ

x2dx+xy dy =

0∫
−1

(
t2 · (−1) + (−t)

√
1− t2 · −t√

1− t2

)
dt =

0∫
−1

(−t2+t2) dt = 0,

silläϕ′
1(t) = −1 ja

ϕ′
2(t) =

1
2
(1− t)−

1
2 · (−2t) =

−t√
1− t2

Käyräintegraalin käsite liittyy läheisesti fysiikkaan.

Esimerkki Tarkastellaan massapistettä, joka liikkuu pitkinR3:n käyrääΓ. Kappalee-
seen vaikuttaa voima

F (x, y, z) = F1(x, y, z)i+ F2(x, y, z)j + F3(x, y, z)k

missäF : R3 → R3, F = (F1, F2, F3).

Massapisteen sijainti ajant funktiona (aikaväli ona ≤ t ≤ b) on

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k,

katso kuva2. Kun aika muuttuu (vähän) hetkestät hetkeent+∆t, massapisteen paikan
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Kuva 2: Massapisteen sijainti

muutos on

∆r = r(t+ ∆t)− r(t) =
(
x(t+ ∆t)− x(t), y(t+ ∆t)− y(t), z(t+ ∆t)− z(t)

)
∼=

(
x′(t)∆t, y′(t)∆t, x′(t)∆t

)
= ∆tr′(t).

Tällä välillä tehty työ on

∆W ∼= F (r(t)) ·∆r = F (r(t)) · r′(t)∆t.

Halutaan laskea työ, joka tehdään, kun massapiste siirtyy pisteestäA pisteeseenB.
Jaetaan aikaväli[a, b] osaväleihin[tk−1, tk], k = 1, . . . , n. Työksi osavälillä[tk−1, tk]
saadaan

∆W ∼= F (r(tk−1)) · r′(tk−1)(tk − tk−1).



Sisältö:
Käyräintegraalit
Vektorikentän
potentiaali
Integrointi kaaren
pituuden suhteen

Etusivu

JJ II

J I

Sivu 7 / 27

Takaisin

Koko näyttö

Lopeta

Koko työ on

∆W ∼=
n∑

k=1

F (r(tk−1)) · r′(tk−1)(tk − tk−1)

joka suppenee aikajaon tihentyessä kohti integraalia

b∫
a

F (r(t)) · r′(t) dt.

Tässä
b∫
a
F (r(t)) · r′(t) dt =

b∫
a

(
F1(r(t))r′1(t) + F2(r(t))r′2(t) + F3(r(t))r′3(t)

)
dt

=
∫
Γ

F1dx+ F2dy + F3 dz,

eli tehty työ on edellämainitun käyräintegraalin arvo.

Käyräintegraalit voidaan määritellä helposti myös yleisemmille integroimisteille. Ol-
koot Γi ja Γk suunnistettuja säännöllisiä kaaria siten, ettäΓi:n loppupiste onΓi+1:n
alkupiste. SilloinΓi:t muodostavat paloittain säännöllisen tienΓ. (Γ =

⋃k
i=1 Γi.) Mää-

ritellään ∫
Γ

f1dx1 + · · ·+ fn dxn :=
n∑

i=1

∫
Γi

f1dx1 + · · ·+ fn dxn.

Esimerkki Tutkitaan integraalia∫
Γ

y dx− x dy + dz.
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a)Γ on jana jonka alkupiste on(1, 0, 0) ja loppupiste(0, 1, 1). Γ:n parametrisointi:

ϕ(t) = (1− t)(1, 0, 0) + t(0, 1, 1) = (1− t, t, t) =: (ϕ1, ϕ2, ϕ3), t ∈ [0, 1] .

Nyt
ϕ′

1(t) = −1, ϕ′
2(t) = 1 = ϕ′

3(t)

joten

∫
Γ

y dx− x dy + dz =
1∫
0

(
ϕ2(t)ϕ′

1(t)− ϕ1(t)ϕ′
2(t) + ϕ′

3(t)
)
dt

=
1∫
0

(
t · (−1)− (1− t) · 1 + 1

)
dt

=
t∫
0

−t− 1 + t+ 1 dt = 0.

b) Γ on ruuviviiva

Γ =
{

(cos t, sin t,
2
π
t) | t ∈

[
0,
π

2

]}
,

Nyt
ϕ1(t) = cos t, ϕ2(t) = sin t, ϕ3(t) = 2

π t

ϕ′
1(t) = − sin t, ϕ′

2(t) = cos t, ϕ′
3(t) = 2

π
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joten

∫
Γ

ydx− xdy + dz =
π/2∫
0

(
ϕ2(t)ϕ′

1(t) + ϕ1(t)ϕ′
2(t) + ϕ′

3(t)
)
dt

=
π/2∫
0

(
− sin2 t− cos2 t+ 2

π

)
dt

=
π/2∫
0

(−1 + 2
π )dt = − 2

π + 1 6= 0.

7.1. Vektorikentän potentiaali

Vektorikentän potentiaali

JoukkoA ⊂ Rn on alue, jos se on avoin ja yhtenäinen. (Joukko on yhtenäinen, jos sitä
ei voi esittää kahden epätyhjän avoimen, erillisen joukon yhdisteenä).

Määritelmä 7.2 OlkoonA ⊂◦R2 alue jaf : A→ R2, f = (f1, f2) vektorikenttä. Jos
on olemassa differioituva funktiou : A → R (skalaariarvoinen!) siten, että∇u = f
(eli f1 = D1u, f2 = D2u) niin u on funktionf potentiaali. Sanotaan myös, että lauseke

f1dx1 + f2dx2

oneksaktija u on senintegraalifunktio.

Huomautus 1Kaikilla vektorikentillä ei ole olemassa potentiaalia.

Huomautus 2Potentiaali on yksikäsitteinen lisättävää vakiota vaille: Josu on funktion
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f potentiaali, niinv : A → R on funktionf potentiaali jos ja vain jos on olemassa
vakio c ∈ R siten, ettäv = u+ c.

Esimerkki 1 Olkoon

f(x, y) = (3x2y + cos(x+ y), x3 + cos(x+ y)), f : R2 → R2.

Tällöin
u(x, y) = x3y + sin(x+ y),

ja pätee∇u = f .

Esimerkki 2 Olkoon
f(x, y) = (10x2, cosx+ ey).

Tällä ei ole potentiaalifunktiota. Tähän tapaukseen palaamme myöhemmin.

Edellä oleva Määritelmä 7.2 (sivu9) toimii myös avaruudessaRn: Olkoon f : A →
Rn, missäA ⊂ Rn on alue. Tällöinu : A→ R on funktionf potentiaali, jos∇u = f .

Esimerkki Olkoon

f(x, y, z) =
( x
r3
,
y

r3
,
z

r3

)
, f : R3 \ {0} → R3,

missä
r = (x, y, z) = xi+ yj + zk,

r = | r | =
√
x2 + y2 + z2.

Voidaan kirjoittaaf(x, y, z) = r
r3 . Tällä on potentiaaliu(x, y, z) = −1

r , sillä

D1u =
∂

∂x

(
−(x2 + y2 + z2)−

1
2

)
=

1
2
(x2 + y2 + z2)−

3
2 · 2x =

x

r3
= f1 jne.
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Kuva 3: KaariΓ

Lause 7.3Olkoon f : A → Rn jatkuva vektorikenttä,A ⊂ ◦ Rn alue ja f =
(f1, . . . , fn). Olkoonu : A → R funktion f potentiaali. Josa = (a1, . . . , an) ∈ A,
b = (b1, . . . , bn) ∈ A ja Γ ⊂ A paloittain säännöllinen tie alkupisteenäa ja loppupis-
teenäb, niin ∫

Γ

f1 dx1 + · · ·+ fn dxn = u(b)− u(a).

Katso kuva3.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettäΓ on säännöllinen kaari, toisin sanoen, on olemassa
jatkuvasti derivoituva parametriesitys

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), ϕ : [α, β] → Rn.
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Ketjusäännöstä seuraa, että

(u ◦ ϕ)′(t) =
n∑

i=1

(Diu) (ϕ(t))ϕ′
i(t) =

n∑
i=1

fi (ϕ(t))ϕ′
i(t), t ∈ [α, β] ⊂ R.

Käyräintegraalin määritelmästä seuraa

∫
Γ

f1dx1 + · · ·+ fn dxn =
β∫
α

[f1(ϕ(t))ϕ′
1(t) + · · ·+ fn(ϕ(t))ϕ′

n(t)] dt

=
β∫
α

(u ◦ ϕ)′(t) dt = [u ◦ ϕ]βt=α

= u(ϕ(β))− u(ϕ(α)) = u(b)− u(a).

�

JosΓ on säännöllinen tie, jaetaan tarkastelu säännöllisiin osakaariin.

Esimerkki Laske ∫
Γ

yz dx+ xz dy + xy dz︸ ︷︷ ︸
(∗)

,

kunΓ on ruuviviiva, 
x = cos t
y = sin t
z = t

, t ∈ [0, 2π] .

Alkupiste on(1, 0, 0) ja loppupiste(1, 0, 2π),
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Ratkaisu. Määritelläänu(x, y, z) = xyz. Tällöin

∇u(x, y, z) = (yz, xz, xy).

Siten (∗) on eksakti funktio ja Lauseen 7.3 (sivu11) nojalla∫
Γ

yz dx+ xz dy + xy dz = u(1, 0, 2π)− u(1, 0, 0) = 1 · 0 · 2π − 1 · 0 · 0 = 0.

Lause 7.4OlkoonA ⊂◦ R2 ympyrä (kiekko),f : A → R2 jatkuvasti derivoituva ja
f = (f1, f2). Tällöin funktiollaf on potentiaali jos ja vain jos

D1f2 = D2f1 (integroituvuus ehto).

Huomautus Lause 7.4 (sivu13) ei päde kaikilla alueilleA; se voidaan kyllä yleistää
niin sanotuille yhdesti yhtenäisille alueille. Katso kuva4.

Lauseen 7.4 (sivu13) todistus. Väite: Funktiollaf on potentiaali jos ja vain josD2f1 =
D1f2.

Todistus.1. Oletetaan, että funktiollaf on potentiaaliu, eli{
D1u = f1

D2u = f2
.

Derivointijärjestys on vaihdannainen, joten

D1(D2u) = D2(D1u)
⇒ D1f2 = D2f1.
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Yhdesti yhtenäinen Yhtenäisiä, mutta eivät yhdesti yhtenäisiä

Kuva 4: Yhdesti yhtenäisyys

2. Oletetaan, ettäD2f1 = D1f2. Merkitään pisteellä(a, b) alueenA keskipistettä. Ol-
koon nyt(x, y) ∈ A mielivaltainen piste. Määritellään

u(x, y) :=

y∫
b

f2(a1, x2) dx2 +

x∫
a

f1(x1, y) dx1

=
∫
Γ

f1 dx1 + f2 dx2

 .

Lasketaan

D1u(x, y) = D1

y∫
b

f2(a, x2) dx2

︸ ︷︷ ︸
=0

+D1

x∫
a

f1(x1, y) dx1 = f1(x, y),
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ja

D2u(x, y) = D2

y∫
b

f2(a, x2) dx2 +D2

x∫
a
f1(x1, y) dx1

= f2(a, y) +
x∫
a
D2f1(x1, y) dx1

= f2(a, y) +
x∫
a
D1f2(x1, y) dx1

= f2(a, y) + [f2(x1, y)]
x
x1=a

= f2(a, y) + f2(x, y)− f2(a, y)
= f2(x, y).

Perustelu sille, että tässä voidaan derivoida integraalimerkin alla, sivuutetaan.�

Esimerkki Laske ∫
Γ

2x(1− ey)
(1 + x2)2

dx+
ey

1 + x2
dy,

kun
Γ =

{
(x, y) | x = cos t, y = sin t, t ∈

[
0,
π

2

]}
.

Tien alkupiste on(1, 0) ja loppupiste(0, 1). Merkitään

f1(x, y) = 2x(1−ey)
(1+x2)2

f2(x, y) = ey

1+x2

Tällöin
D2f1(x, y) = D2

[
2x

(1+x2)2
− 2xey

(1+x2)2

]
= − 2x

(1+x2)2
ey

D1f2(x, y) = D1
ey

1+x2 = − ey ·2x
(1+x2)2

,
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eli D2f1 = D1f2. (YhtälöD2f1 = D1f2 pätee koko tasossaR2, esimerkiksi joukossa
B(0, 106).) Siten vektorikentälläf := (f1, f2) on potentiaaliu ja Lauseen 7.3 (sivu11)
mukaan

u(0, 1)− u(1, 0) =
∫
Γ

f1 dx+ f2 dy.

Tämä voidaan tulkita myös niin, että integraalin arvo ei riipu integroimistiestä. Valit-
semme uuden integroimistieñΓ siten, että kuljetaan pisteestä(0, 1) pisteeseen(1, 0)
koordinaattiakselien suuntaisia janoja pitkin origon kautta. Lasketaan∫

Γ̃

f1 dx+ f2 dy =
∫
Γ1

f1 dx+ f2 dy +
∫
Γ2

f1 dx+ f2 dy

TässäΓ1 : ϕ(t) = (1− t, 0), t ∈ [0, 1] jaϕ′
1 = −1, ϕ′

2 = 0, joten∫
Γ1

f2 dy = 0 ja f1(x, 0) =
2x(1− e0)
(1 + x2)2

= 0.

Siten ∫
Γ1

= 0.

Γ2:n parametriesitys:ϕ(t) = (0, t), t ∈ [0, 1] jaϕ′
1 = 0, ϕ′

2 = 1.

∫
Γ2

. . . =

1∫
0

et

1 + 0
ϕ′

2(t) dt =

1∫
0

et dt = e− 1.
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Vastaus on siis−1.

Esimerkki Lause 7.4 (sivu13) ei päde kaikille alueilleA!

Olkoon

f(x, y) =
(

−y
x2 + y2

,
x

x2 + y2

)
, f : A→ R2, A = R2 \ {0, 0}.

Edelleen
D2f1 = −(x2+y2)+2y2

(x2+y2)2
= y2−x2

(x2+y2)2

D1f2 = x2+y2−2x2

(x2+y2)2
= y2−x2

(x2+y2)2

sitenD2f1 = D1f2 joukossaA. Tarkastellaan integraalia∫
f1 dx+ f2 dy,

kun
Γ = {(x, y) | x = cos t, y = sin t; t ∈ [0, 2π]}

(eli Γ on yksikköympyrän reuna).

Jos funktiollaf on potentiaaliu koko tasossaR2, niin Lauseen 7.3 (sivu11) nojalla∫
f1 dx+ f2 dy = u(b)− u(a) = 0,

koskaΓ:n loppupisteb ja Γ:n alkupistea ovat sama(1, 0).
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Lasketaan käyräintegraali suoraan:

ϕ(t) = (cos t, sin t), ϕ′
1 = − sin t, ϕ′

2 = cos t.

Näin ollen

∫
Γ

f1 dx+ f2 dy =
2π∫
0

[− sin t
1 (− sin t) + cos t

1 · cos t
]
dt

=
2π∫
0

[
sin2 t+ cos2t

]
dt

=
2π∫
0

1 dt = 2π 6= 0.

Lause 7.4 (sivu13) ei näin ollen voi päteä.

Huomautus JosΓ on suljettu (umpinainen) integroimistie (alku- ja loppupiste samat),
niin ∫

Γ

f1 dx+ f2 dy

(f kuten edellä) on "2π kertaaΓ:n kierrosluku nollan suhteen".

Lause 7.5OlkoonA ympyrä,f : A→ R jatkuva. Funktiollaf on potentiaaliu : A→
R, jos ja vain jos ∫

Γ

f1 dx+ f2 dy = 0, (pyörteettömyys)

kunΓ on mielivaltainen umpinainen paloittain säännöllinen tie.
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Potentiaalin laskeminen

Olkoonf : A→ R2 vektorikenttä, jolla on potentiaaliu : A→ R. Lauseesta 7.3 (sivu
11) seuraa

u(x, y) = −u(a, b) +
∫
Γ

f1 dx1 + f2 dx2,

missä(a, b) ∈ A on kiinteä jaΓ ⊂ A on paloittain säännöllinen tie, alkupisteenä(a, b)
ja loppupisteenä(x, y).

Jos esimerkiksi valitaanΓ:ksi murtoviiva(a, b) → (a, y) → (x, y) sekäu(a, b) = 0,
saadaanu:n arvo pisteessä(x, y) kaavasta

u(x, y) =

y∫
b

f2(a, x2) dx2 +

x∫
a

f1(x1, y) dx1.

Vaihtoehtoisesti, josΓ on murtoviiva(a, b) → (x, b) → (x, y), saadaan

u(x, y) =

x∫
a

f1(x1, b) dx1 +

y∫
b

f2(x, x2) dx2.

Katso kuva5.

Esimerkki Laske vektorikentän

f := (5x4y4, 4x5y3 + 1)
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Kuva 5: Murtoviiva

potentiaali.

Ratkaisu. 1) Tarkastellaan, onko potentiaalia: Pätee

D1f2(x, y) = 20x4y3 = D2f1(x, y), ∀(x, y) ∈ R2,

joten potentiaaliu on olemassa koko tasossa.

2) Valitaanu(0, 0) = 0 ja Γ : (0, 0) → (x, 0) → (x, y). Saadaan

u(x, y) =
x∫
0

f1(x1, 0) dx1 +
y∫
0

f2(x, x2) dx2

=
x∫
0

5x4
1 · 0 dx1 +

y∫
0

(4x5x3
2 + 1) dx2

= 0 +
[
x5x4

2 + x2

]y

x2=0
= x5y4 + y.
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Tarkistus:
∇u(x, y) = (5x4y4, 4x5y3 + 1).

Potentiaalin laskeminen avaruudessaRn

OlkoonA ⊂ Rn avoin yhtenäinen,f : A→ Rn vektorikenttä. Funktiou : A→ R on
potentiaali, jos

∇u = f eli Dju = fj , ∀ j = 1, . . . , n.

Lauseen 7.4 (sivu13) integroituvuusehto avaruudessaRn:

Difj = Djfi, ∀ i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Esimerkki Olkoon

f(x, y, z) =
(
y − sin(x+ z), x,− sin(x+ z)

)
.

Integroituvuus ehdot

D1f2 = 1 = D2f1

D1f3 = − cos(x+ z) = D3f1

D2f3 = 0 = D3f2

toteutuvat, joten
u(x, y, z) = xy + cos(x+ z).
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Tapauksessan = 3 merkitään

∇× f :=

∣∣∣∣∣∣
i j k
D1 D2 D3

f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ D2 D3

f2 f3

∣∣∣∣ + j

∣∣∣∣ D1 D3

f1 f3

∣∣∣∣ + k

∣∣∣∣ D1 D2

f1 f2

∣∣∣∣
= (D2f3 −D3f2)i+ (D1f3 −D3f1)j + (D1f2 −D2f1)k.

Integroituvuusehto pätee jos ja vain jos∇× f = 0 alueessaA.

Sanomme, että vektorikenttäf on pyörteetön, jos∫
Γ

f1 dx1 + · · ·+ fn dxn = 0

jokaiselle umpinaiselleΓ.

7.2. Integrointi kaaren pituuden suhteen

Integrointi kaaren pituuden suhteen

Olkoon Γ ⊂ R2 säännöllinen kaari,ϕ = (ϕ1, ϕ2) : [a, b] → R kaarenΓ jatkuvasti
derivoituva parametriesitys. KaarenΓ pituus on

L =

b∫
a

√
ϕ′

1(t)2 + ϕ′
2(t)2 dt.

Katso kuva6.
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Kuva 6: Kaaren pituus

Väliä [a, t] vastaava kaaren pituus

s = λ(t) =

t∫
a

√
ϕ′

1(τ)2 + ϕ′
2(τ)2 dτ.

Funktio onλ : [a, b] → [0, L] jatkuvasti derivoituva bijektio, koska

λ′(t) =
√
ϕ′

1(t)2 + ϕ′
2(t)2 > 0.

λ(t) on kaaren pituus pisteestäϕ(a) pisteeseenϕ(t) ja λ on aidosti kasvava.

Määritelläänψ := (ψ1, ψ2) : [0, L] → R2, ψ(s) = ϕ ◦ λ−1(s). Funktionψ on mitta-
tarkka parametrisaatio polulleΓ, katso kuva7.{

x = ϕ1(t) = ϕ1(λ−1(s)) = ψ1(s)
y = ϕ2(t) = ϕ2(λ−1(s)) = ψ2(s)

, 0 ≤ s ≤ L.
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Kuva 7: Parametrisaatio polulleΓ

Olkoonf : Γ → R jatkuva. Määritellään funktionf integraali kaaren pituuden suhteen

∫
Γ

f ds :=

L∫
0

f(ψ(s)) ds.

Laskujen helpottamiseksi suoritetaan muuttujan vaihto:

s = λ(t) =
t∫

a

√
ϕ′

1(τ)2 + ϕ′
2(τ)2 dτ,

ds
dt = d

dt

t∫
0

√
ϕ′

1(t)2 + ϕ′
2(t)2 :=

√
ϕ′

1(t)2 + ϕ′
2(t)2.

Saadaan

∫
Γ

f ds =

L∫
0

f(ψ(s)) ds =

b∫
a

f(ϕ(t))
√
ϕ′

1(t)2 + ϕ′
2(t)2 dt.
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Kuva 8:

Integraalin geometrinen tulkinta: se on funktionf kuvaajan jax − y-tasossa olevan
käyränΓ väliin jäävän liuskan pinta-ala. Katso kuva8.

AvaruudessaR3:

∫
Γ

f ds =

b∫
a

f(ψ(s)) ds =

b∫
a

f(ϕ(t))
√
ϕ′

1(t)2 + · · ·+ ϕ′
n(t)2 dt,

missäϕ : [a, b] → Rn, onΓ:n parametriesitys.

Esimerkki (Katso kuva9.)
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Kuva 9:

Jos kaarellaΓ on massa, jonka tiheysρ(x, y), niin painopisteen koordinaatit ovat:

X =

∫
Γ

xρ(x, y), ds∫
Γ

ρ(x, y) ds
,

Y =

∫
Γ

yρ(x, y), ds∫
Γ

ρ(x, y) ds
.

Esimerkki Oletetaan, ettäρ on vakio=: ρ ja Γ on puoliympyrä

{(x, y) | x2 + y2 = 1, y ≥ 0}.

ReunallaΓ on parametriesitys{
x = cos t =: ϕ1(t)
y = sin t =: ϕ2(t)

, t ∈ [0, π] .
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Lasketaan ∫
Γ

ρ(x, y) ds =

π∫
0

ρ0

√
sin2(t) + cos2(t) dt = ρ0π

ja

∫
Γ

xρ(x, y) ds =
π∫
0

ρ0ϕ1(t)
√
ϕ′

1(t)2 + ϕ′
2(t)2 dt =

π∫
0

ρ0 cos t dt = 0∫
Γ

yρ(x, y) ds =
π∫
0

ρ0 sin t dt = 2ρ0

eli

X =
0
πρ0

= 0, Y =
2ρ0

πρ0
=

2
π
.


	Käyräintegraalit
	Vektorikentän potentiaali
	Integrointi kaaren pituuden suhteen


