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Kuva 1: Pinta-ala
7. Kayraintegraalit

Kayraintegraalit

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Sen integraalifunktiot® : [a, ] — R merkitdan
F@)i= [ f)at

ja sille patee kaav%g = f. Geometrinen tulkinta: Kuvath varitetyn alueen pinta-ala
b

on [ f(z)dx.

Olkoon ¢ : [a,b] — R? (tai R") jatkuva. Joukkap ([a,b]) C R? on kayréa, jota

merkitaan esimerkikdi'. Kuvausy onI':n parametriesitys.

Jos kayralla on parametriesitys, joka mjektio, sitd sanotaakaareksi Valitsemal-
la toinen paatepistalkupisteeksja toinenloppupisteeksisaadaasuunnistettu kaari
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Kaari onsaanndllinenjos silla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys.

Madaritelma 7.1 OlkoonI” C R?2 saanndllinen suunnistettu kaari ja olkopr= (o1, 02)
jatkuvasti derivoituva parametriesitys (diis= ¢ ([a,b])). Josf : T' — Rjag: I' = R

ovat jatkuvia, niin maaritellaan
b
[ iz gdni= [ (Fe@)A0 +gle0)e) de.
I a

Yleisesti:
I'cR® 7v:[a,b]=>R" A([ab])=T, v=01-.-,7m)
jatkuvasti derivoituva. Olkoorf; : I' — R, j = 1,2,...,n. Maaritellaan

b

/fldﬂﬁl + fodxa + - + fndxy = / (fl(V(t))’Yi +oF fn(V(ﬂ)%@) dt
T

a

Merkitddn myos

/fldx1+f2dx2+---+fndxn :Z/f-dﬁ
r r

missaf := (f1,..., fn)jadr := (dzxy,...,dz,).
Lause Maaritelman 7.1 (sivi8) kayraintegraali ei riipd':n parametriesityksesta.
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Todistus. Sivuutetaan. [
Esimerkki 1 Laske

/ z2dx + 2y dy,
r
kunT' on yksikkdympyrén kaari pisteesté, 0) pisteeseefi0, 1).

Ratkaisu. Kaytetaah:lle tuttua parametrisointia

x:gol(t):c?st 7 Dene X
y = pa(t) =sint - T2
Tallgin
©i(t) = —sint, @h(t) = cost
dv = ¢y(t)dt, dy = @h(t)dt
ja

/2

/xQdaj+$ydy:/(coszt-(—sint)—i—costsintcost)dtzO.

r 0
Toinen mahdollisuus on kayttdalle parametriesitysta

r = —t
{y _ e te[-1,0].
Talloin ¢ : [-1,0] — R?ja

o(t) = (10, 2() = (=4, V1-2).
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Huomaa, etta

Vet)2 +yt)2 =124+ (1 —12) =1.

Talla parametriesityksella

/x2d$+xydy = /0 <t2 (=1) + (=1 —¢2- \/:7752) dt = /0(—t2+t2)dt =0,

r =1 -1
silla ) (t) = —1ja

=0

Ghlt) = (1 —0)7F - (-20) = ———

Kayraintegraalin kasite liittyy laheisesti fysiikkaan.

Esimerkki Tarkastellaan massapistetta, joka liikkuu pitRri:n kayrasl'. Kappalee-
seen vaikuttaa voima

F(l‘7 Y, Z) = Fl(xv Y, 2”)g + FQ(ij Y, 2)3 + FS(‘T7 Y, Z)E
missaF : R3 — RS, F= (Fl, Fs, Fg)
Massapisteen sijainti ajarfunktiona (aikavali oru < ¢t < b) on
7(t) = (z(t), y(t), 2(t)) = z(t)i + y(t)7 + 2()E,

katso kuva?. Kun aika muuttuu (véahan) hetkesthetkeert + At, massapisteen paikan
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Kuva 2: Massapisteen sijainti

Sisalto:
muutos on Kéayréintegraalit
_ _ _ Vektorikentan
AT = F(t+At) —7(t) = (a:(t + AL) — 2(t), y(t + At) — y(t), 2(t + At) — z(t)) potentiaali
= (x’(t)At,y’(t)At,x’(t)At) = Atr'(t). Integrointi kaaren

pituuden suhteen
Talla valilla tehty tyd on

Etusivu

AW =2 F(7(t) - AT = F(7(t)) - 7' (t) At.

Halutaan laskea tyo, joka tehd&an, kun massapiste siirtyy pistdepisteeseens.
Jaetaan aikavélu, b] osavaleihint;_1,tx], k = 1,...,n. Tyoksi osavalilldty_1, tx]
saadaan Sivu 6 /27

AW = F(7(tk-1)) - ' (to—1) (tk — te—-1)- Jakaisin
Koko nayttd
Lopeta
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Koko ty6 on
AW =3 F(F(te-1)) - 7' (te1) (tr — tr)
k=1
joka suppenee aikajaon tihentyessa kohti integraalia
b
/ F(r(t)) -7 (t) dt.

a

Tassa
b b
JEEW)-7®dt = [ (RE@® +Br@)se) + Fr@)ro) d Sisalts:
’ = af Fidx + Faody + F3dz, Kayraintegraalit
T Vektorikentan
eli tehty ty6 on edellamainitun kayraintegraalin arvo. potentiaali

Integrointi kaaren

Kayraintegraalit voidaan maaritella helposti myds yleisemmille integroimisteille. Ol- pituuden suhteen

koot I'; ja I';, suunnistettuja saanndéllisia kaaria siten, &tté loppupiste o', 1:n
alkupiste. Silloinl*;:t muodostavat paloittain saanndllisen tienl’ = Ule r;.) Maa-

ritellaan Etusivu
n
/fldwl ++fn dz, = Z/fldxl ++fn dz,,. 44« 44
r =l < »
Esimerkki Tutkitaan integraalia Sivu 7 /27

/y dr — x dy + dz. Takaisin
r Koko naytto
Lopeta



a) " on jana jonka alkupiste of1, 0, 0) ja loppupiste(0, 1, 1). I':n parametrisointi:

o(t) = (1 —1¢)(1,0,0) +¢(0,1,1) = (1 — t,t,t) =: (p1,92,p3), t€[0,1].

Nyt
P1(t) = =1, wa(t) = 1= ¥5(t)
joten

[yde —zdy+dz =

r (902(t)s0’1 (t) — p1(t)pa(t) + gog(t)) dt
(- (1) =

) — 1—t)~1+1>dt

—ii — 14 4= e = (0

I
Ot O L O—

b) I" on ruuviviiva
2 T
I'— t? i t, —t)|t |:0’ 7] )
{(COS sint, )| te 5 }
Nyt
901<t) = COSt, @Q(t) = Sint7 903(t) = %t
Yi(t) = —sint, ¢h(t) = cost, ¢h(t) = %

Sisalto:
Kayraintegraalit
Vektorikentan
potentiaali
Integrointi kaaren
pituuden suhteen

Etusivu

L

44« 44

Sivu 8/ 27
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta

BN



joten

/2
[yda —ady +dz = | (2L (8) + Pr(B)h(t) + (1) ) alt
/2
= J (—SiHQt—COSQt—F %) dt
O/
/2

= [(-1+2)dt=-2+1+#0.
0

7.1. Vektorikentan potentiaali Sisalto:
Kéayréintegraalit

Vektorikentan potentiaali Vektorikentan

JoukkoA C R™ on alue, jos se on avoin ja yhtenainen. (Joukko on yhteninen, jos sita ~~ Potentiaali

ei voi esittaa kahden epatyhjan avoimen, erillisen joukon yhdisteena). Integrointi kaaren

: : . ituud ht
Madaritelma 7.2 Olkoon A co R? alue jaf : A — R?2, f = (f1, f2) vektorikentta. Jos priuuden sunteen

on olemassa differioituva funktio : A — R (skalaariarvoinen!) siten, etu = f
(eli f1 = Dyu, fo = Dsu) niin «w on funktion f potentiaali. Sanotaan myos, etté lauseke

Etusivu

fidxy + fadzo

on eksaktija . on senintegraalifunktio

{11

Sivu 9/ 27
Huomautus 1Kaikilla vektorikentilla ei ole olemassa potentiaalia. S

Huomautus 2Potentiaali on yksikasitteinen lisattavaa vakiota vaille:«Jos funktion e
OKO naytto

Lopeta



f potentiaali, niinv : A — R on funktion f potentiaali jos ja vain jos on olemassa

vakioc € R siten, ettév = u + c.
Esimerkki 1 Olkoon
f(z,y) = (32%y + cos(x + y), 2> + cos(z +y)), f:R>— R
Talloin
u(z,y) = 23y + sin(x + y),
ja pateeVu = f.
Esimerkki 2 Olkoon
f(z,y) = (1022, cos z + e¥).
Talla ei ole potentiaalifunktiota. Tahan tapaukseen palaamme mydhemmin.

Edella oleva Maaritelma 7.2 (sivd) toimii myos avaruudessR™: Olkoon f : A —
R, missdA C R" on alue. Tall6in: : A — R on funktion f potentiaali, josVu = f.
Esimerkki Olkoon

r Yy z

f(mvyvz):(ﬁaﬁvﬁ)a f:Rg\{ﬁ}%R(g?

missa .
T = (z,y,2) =zi+yj+zk,
r o= |T|= Va2 +y?+ 22
\oidaan kirjoittaaf (x, y, z) = r% Talla on potentiaalic(x, y, z) = —%, silla

0 1 .
Diu = p <—(x2 + 9%+ 22)_%> = 5(562 +2+ 22)_% 2x = 7% = f1jne.
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Kuva 3: Kaaril Sisalto: _
Kayraintegraalit
: : y . Vektorikentan
Lause 7.30lkoon f : A — R" jatkuva vektorikenttdA C o R"™ alue jaf = potentiaali
(f1,---, fn). Olkoonu : A — R funktion f potentiaali. Jo& = (ai,...,a,) € A,

= . o . . L . Integrointi kaaren
b= (b1,...,b,) € Ajal' C A paloittain sdannollinen tie alkupistee@ga loppupis- pituuden suhteen

teend, niin
/fl dzy + -+ fadzy :U(B)*u(a)' Etusivu
I

Katso kuvas.

Todistus. Oletetaan aluksi, ett on sdannollinen kaari, toisin sanoen, on olemassa
jatkuvasti derivoituva parametriesitys Sivu 11/27

Takaisi
o= (¢1,-..,n), ¢:[a, 0] —R" akaisin
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Ketjusaannosta seuraa, etta

n

(wo o) () = Y (Diw) (p(t)) #i(t) = Y fi (¢(1)) ¢i(®), t€[a, 8] CR.
=1

=1

Kayraintegraalin maaritelmasté seuraa

I[fld$l +ot faden = [[Ale(@)P1(E) + -+ Fulo(t))@n(B)] dt

O
JosI' on saanndllinen tie, jaetaan tarkastelu saanndllisiin osakaariin.
Esimerkki Laske

/yzdx +zzdy + zydz,
r (%)
kunT' on ruuviviiva,
r = cost
y = sint , te|0,2n].

z =t

Alkupiste on(1,0,0) ja loppupiste(1, 0, 27),
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Ratkaisu. Maaritelldaan(x, y, z) = zyz. Tallin
Vu(z,y,z) = (yz,xz, zy).
Siten ) on eksakti funktio ja Lauseen 7.3 (sitd) nojalla

/yzda:—l—a:zdy—l—a:ydz:u(1,0,27r)—u(l,O,O):1'0-277—1-0-020.
r

Lause 7.40lkoon A co R? ympyra (kiekko),f : A — R? jatkuvasti derivoituva ja
f = (f1, f2). Tall6in funktiolla f on potentiaali jos ja vain jos

Difo =Dsf1 (integroituvuus ehto).

Huomautus Lause 7.4 (sivul3) ei pade kaikilla alueilled; se voidaan kylla yleistaa
niin sanotuille yhdesti yhtenéisille alueille. Katso kuia

Lauseen 7.4 (siv@i3) todistus. Vaite: Funktiollg on potentiaali jos ja vain joB, f1 =
D1 fa.
Todistus. 1. Oletetaan, etta funktiolld on potentiaalis, eli

{Dlu = f
Dou = fo

Derivointijarjestys on vaihdannainen, joten

Dy(Dyu) = Dy(Dyu)
= Di1fo = Dafr.
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Joukko B(0,11|0]

Yhdesti yhtendinen Yhtenaisid, mutta eivat yhdesti yhtenaisia

Kuva 4: Yhdesti yhtenaisyys
Sisalto:
Kéayréintegraalit

2. Oletetaan, ett®, f; = D, fo. Merkitaan pisteellda, b) alueenA keskipistetté. Ol- Vektorikentin

koon nyt(x,y) € A mielivaltainen piste. Maaritellaan

potentiaali
7 . Integrointi kaaren
i h
u(z,y) = /fg(al,xg)dafg —l—/fl(xl,y) dxzq ( /f1 dzry + fo dm) ) pituuden suhteen
b a r

Etusivu

Lasketaan

Yy

Diu(z,y) = Dl/fz(a,ﬂfz)dl‘z +D1/f1(x1,y) dzy = fi(z,y),

b Sivu 14/ 27

=0 Takaisin
Koko nayttd
Lopeta
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ja
Yy x
Dou(z,y) = D [ fala,x2)dxs + Do [ fi(z1,y) dzy
b a

= faa,y) + fDQfl(l’l,y) dry

= fa(a,y) +fD1f2($1,y) dxy
fa(a,y) + [f2(21,9)]5,—a
= fg(a,y)—l—fg(x,y)—fg(a,y)

= fa(z,y).

Perustelu sille, ettd tdssa voidaan derivoida integraalimerkin alla, sivuutetaan.

Esimerkki Laske

2x(1 —eY) ey
———dr+——d
/(1—!—932)2 x+1+:p2 v

kun

I'= {(%Z/H:L‘:cost,y:sint,te [O’g”

Tien alkupiste or{1, 0) ja loppupiste(0, 1). Merkitaan

fl@y) = &
falz,y) = 15
Talldin
D2 fi(z,y) = Do (1f§2)2_(12f§§)2]:_(1f$2)26y
Difa(z,y) = Dites :_(fifzx)m
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eli Do f1 = D fo. (Yhtalo Do f; = D f» patee koko tasosda?, esimerkiksi joukossa
B(0,109).) Siten vektorikentall& := (f1, f2) on potentiaali: ja Lauseen 7.3 (siviil)
mukaan

u(0,1) — u(1,0) = / frde+ fody
T

Tama voidaan tulkita myds niin, etta integraalin arvo ei riipu integroimistiesta. Valit-
semme uuden integroimistidn siten, etta kuljetaan pisteest@ 1) pisteeseeril,0)
koordinaattiakselien suuntaisia janoja pitkin origon kautta. Lasketaan

/f1d:v+f2dy=/fldx+f2dy+/f1d:v+fzdy
f Iy I's

Tassdl'; : p(t) = (1 —1¢,0),t €[0,1] jayp) = —1,¢5 = 0, joten

_ .0
/fzdyzo 2 fiwo=220"¢) _
I

(1+a2)2
/ 0.

N1
I'y:n parametriesitysp(t) = (0,t),t € [0,1] jay] = 0,95 = 1.

1 1
et
/...:/1+0g0’2(t)dt:/etdt:e—l.
s 0

0

Siten
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Vastaus on siis-1.
Esimerkki Lause 7.4 (sivil3) ei pade kaikille alueilled!
Olkoon

_ -y £ . 2 _ D2
f<m’y)_(x2+y27x2+y2>7 fAHRaA_R\{(LO}

Edelleen o o
=@+ Y o
D2f1 — (24y2)2 — @%4y2)2
22442 222 2 g2
D1f2 - @222 — (@2+y?)2

Sisalto:
Kayraintegraalit
Vektorikentan

/f1 dzx + fa dy, potentiaali
Integrointi kaaren
kun pituuden suhteen
I'={(z,y) | ® = cost,y =sint;t € [0,27]}

sitenDs f1 = D; f> joukossaA. Tarkastellaan integraalia

Etusivu

(eli I" on yksikk6ympyran reuna).

Jos funktiollaf on potentiaali. koko tasoss®?, niin Lauseen 7.3 (siviil) nojalla

/fl dz + fo dy = u(b) — u(@) = 0,

Sivu 17/ 27

{11

koskal':n loppupisteb ja I':n alkupistea ovat samd1, 0). &I

Koko nayttd
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Lasketaan kayraintegraali suoraan:

@(t) = (cost,sint), ¢ = —sint, gy = cost.
Nain ollen
2m )
[ fide+ fady = [ [—_Slmt(— sint) + %St . COSt} dt
r 0
2
= [ [sint + cos?t] dt
0
2
= [1dt=2n#0.
0

Lause 7.4 (sivlL3) ei nain ollen voi patea.

Huomautus JosI" on suljettu (umpinainen) integroimistie (alku- ja loppupiste samat),
niin

/f1dw+f2dy
T

(f kuten edelld) on27 kertaal:n kierrosluku nollan suhteen".

Lause 7.50lkoon A ympyra, f : A — R jatkuva. Funktiollaf on potentiaali, : A —
R, jos ja vain jos

/ fidx + fody =0, (pyOrteettdémyys)
r

kunT on mielivaltainen umpinainen paloittain sdanndllinen tie.
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Potentiaalin laskeminen

Olkoon f : A — R? vektorikentt4, jolla on potentiaali : A — R. Lauseesta 7.3 (sivu
11) seuraa

u(z,y) = —ula,b) +/f1 dxy + fodzo,
r

missé(a,b) € A on kiinted jal' C A on paloittain s&anndllinen tie, alkupistegfaéb)
ja loppupisteenéz, y).
Jos esimerkiksi valitaah:ksi murtoviiva(a,b) — (a,y) — (z,y) sekéu(a,b) = 0,
saadaam:n arvo pisteessgr, y) kaavasta Sisalto:

y ) Kéayréintegraalit

Vektorikentan

b a Integrointi kaaren

Vaihtoehtoisesti, jo§ on murtoviiva(a, b) — (z,b) — (z,y), saadaan RlieEn St

Y Etusivu

u(z,y) :/fl(xl,b)dﬂfl+/f2(33,562)d$2. A1 s

b

L

Katso kuvab.
Esimerkki Laske vektorikentan

Sivu 19/ 27
Takaisin
N 4,4 5,3
fi= 27y 2%y + 1) Koko naytto

Lopeta
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la, ¥ (x, )

Kuva 5: Murtoviiva

Sisalto:
Kéayréintegraalit
potentiaali. Vektorikentan
Ratkaisu. 1) Tarkastellaan, onko potentiaalia: Patee potentlgal_l
Integrointi kaaren
Dy fo(,y) = 202y = Dafi(x,y), V(z,y) € R?, pituuden suhteen
joten potentiaali, on olemassa koko tasossa. Etusivu

2) Valitaanu(0,0) =0jaI : (0,0) — (z,0) — (x,y). Saadaan

{11

u(z,y) = ffl(ffl,o)dﬂﬂl+fyf2($,$2)d$2
0 0

Sivu 20/ 27

x Y
=[5z 0dzy + [(42523 + 1) dxo Takaisin
0 0
Y
= 0+ [2°25 + x2]x2:O =2y +y. Koko néytts
Lopeta



Tarkistus:
Vu(z,y) = (5a'y*, 42y + 1).

Potentiaalin laskeminen avaruudess®™

Olkoon A C R™ avoin yhtenainenf : A — R"™ vektorikenttd. Funktia: : A — R on
potentiaali, jos
Vu=f eli Dju=f;, Vji=1,...,n.

Lauseen 7.4 (sivil3) integroituvuusehto avaruudesBé:
Sisalto:
Dif;=Djf;, Vi,j=1,....,n, i#]j. Kayraintegraalit
Vektorikentan
Esimerkki Olkoon potentiaali
Integrointi kaaren
flx,y,2) = (y —sin(z + 2), z, —sin(z + z)) pituuden suhteen
Integroituvuus ehdot

Etusivu

L

Difs = 1=Dyfy < >
D1 f3 —cos(z + z) = D3 f1
Dyfs = 0= Dsf>

Sivu 21/ 27

toteutuvat, joten
Takaisin

u(z,y, z) = zy + cos(z + z).
Koko nayttd

Lopeta
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Tapauksessa = 3 merkitaan

7T

-\ Dy D -\ Dy D — | Dy D

Vxf = |Diu Dy Dy| =i\t WO HG I R
fi fo f3

= (Da2fs — D3fa)i+ (D1fs — D3f1)j + (Dif2 — Dafi)k.

Integroituvuusehto patee jos ja vain [Osx f = 0 alueessal.
Sanomme, etta vektorikentfaon pyo6rteeton, jos

/fldx1++fndxn:0
r
jokaiselle umpinaisell®'.

7.2. Integrointi kaaren pituuden suhteen

Integrointi kaaren pituuden suhteen

OlkoonT c R? saanndéllinen kaarip = (1, ¢2) : [a,b] — R kaarenl' jatkuvasti
derivoituva parametriesitys. Kaarémpituus on

b
L= / (02 + oh()2 dt.

a

Katso kuvab.
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Kuva 6: Kaaren pituus

Valia [a, t] vastaava kaaren pituus

s =0 = [\ + (e

Funktio onA : [a, b] — [0, L] jatkuvasti derivoituva bijektio, koska

N(t) = /¢1 (1) + ¢5(t)> > 0.

A(t) on kaaren pituus pisteestda) pisteeseerp(t) ja A on aidosti kasvava.

Maaritellaany = (11,2) : [0, L] — R2, 9(s) = ¢ o A~1(s). Funktions) on mitta-
tarkka parametrisaatio polullg katso kuva/.

{:E = oi(t) = (A7) = V(s

)
y = @a(t) = pa(A7(s)) = a(s) ’ 0<s<L.
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Kuva 7: Parametrisaatio polulle

Olkoon f : T' — R jatkuva. Maaritellaén funktiorf integraali kaaren pituuden suhteen
Sisalto:

L
B Kayraintegraalit
/fds = /f(w(S)) ds. Vektorikentan
4 0 potentiaali
Laskujen helpottamiseksi suoritetaan muuttujan vaihto: integroint kaaren

pituuden suhteen

Etusivu

t
& = & Ve®2+ ()2 = Vel ()7 + eh()2.
0

Saadaan
Sivu 24 [ 27

L
/fds = /f(@[)(s)) ds = /f(%p(t)) Spll(t)Z + 80,2(75)2 dt. Takaisin
r 0 @ Koko naytto
Lopeta
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Kuva 8:
Integraalin geometrinen tulkinta: se on funktignkuvaajan jax — y-tasossa olevan

kayranl valiin jaavan liuskan pinta-ala. Katso ku@a
Avaruudess®R?:

b b
[ras= [swnas= [ fe@nferwr+-+enera,
r a a

misséy : [a,b] — R™, onI':n parametriesitys.
Esimerkki (Katso kuved.)

Sisalto:
Kayraintegraalit
Vektorikentan
potentiaali
Integrointi kaaren
pituuden suhteen

Etusivu

L

44« 44

Sivu 25/ 27
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta

HHRAE



Kuva 9:

Jos kaarelld” on massa, jonka tiheysx, y), niin painopisteen koordinaatit ovat:

x =

Esimerkki Oletetaan, etta on vakio=: p jaI' on puoliympyra

{(z,y) | 2* +y* =1,y > 0}.

Reunallal’ on parametriesitys

{x = cost=: p1(t)

y = sint =: @a(t) 7 E [Tl

Sisalto:
Kéayréintegraalit
Vektorikentan
potentiaali
Integrointi kaaren
pituuden suhteen

Etusivu

{11

Sivu 26 / 27

Takaisin
Koko nayttd
Lopeta



Lasketaan

/p(x, y)ds = /po\/sinQ(t) + cos?(t) dt = pom
0

I
ja
[zp(z,y)ds = [ pop1(t)/¥) ()2 + ph(t)2dt = fpocostdt =0
I 0
Jyp(z,y)ds = [ posintdt =2pg
I 0
eli Sisalto:
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