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Kuva 1: Hila

8 Pintaintegraalit

Olkoon R C R? suljettu suorakulmio
[a,0] x [e,d] ={(z,y) [a <z <bec<y<d}
ja a,b,c,d € Z. Olkoon n € N ja D, joukko tason suljettuja neliviti:
D, = {[k-27 (k+ 127" x 127", (1 +1)27"] | k.1 € Z}.
Merkitaéan
Quis = (k27" (k+1)27"] x 127", (1 +1)27"]
Urtez@nis = R2 Katso kuvat 1l ja 2.

Olkoon f : R — R jokin funktio. Haluamme mééritelld sen integraalin yli
joukon R. Merkitaian

Grry =supl f(z,y) | (z,y) € Quurs}
ja
Inkl = lnf{f(mv y) | ({L‘,y) € Qn,k,l}

(médrittely: jos Qnii TR = Gnrignry = 0). Médritelldén lukua n vastaavat

ylé- ja alasummat:
M, = 33,Gnpi-272"

_ —2
my, = Zk7lgn,k,l'2 "
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Kuva 2: Pinta

Huom! 272" on Qn k0 pohjan pinta-ala, joten esimerkiksi luku G, - 2-2n
on kuvassa 2l olevan sdrmion tilavuus. Luku ¢, 4 - 272" on hieman pienemmén
sarmion tilavuus; luku M,, on siten (hieman liian suuri) approksimaatio funk-
tion f méarddméan pinnan ja x — y-tason suorakulmion R viliin jadvan kap-
paleen tilavuudelle.

Maéaritelma 8.1 Jos lim, ., M, ja lim,_,., m, ovat olemassa ja

lim M, = hm My

n—oo

niin sanotaan, ettd f on integroituva joukossa R ja kyseinen raja-arvo on
funktion f pintaintegraali yli suorakulmion R, merkitdan

/ﬁyﬁfwwm@,ZﬁmemU

Huomatus Voidaan osoittaa, ettd jos f : R — R on jatkuva, se on aina
integroituva.

Olkoon A C R? rajoitettu, f : A — R. Méiéritelldin funktio f koko joukossa
R kaavalla

f(z,y) =0, kun (x,y) ¢ A.
Merkitédén fa:lla funktion f jatketta. Valitaan suorakulmio R (reunat koko-
naislukujen kohdalla kuten edelld) siten, ettd A C R. Maaritelldén

/f /m



Kuva 4:

maédritelmé ei riipu suorakulmion R valinnasta. Katso kuva 3.
Jos A ei ole rajoitettu, voidaan mééritella

[r=Jm [ 1

A ANB(0,m)
mikéli kyseinen raja-arvo on olemassa. Katso kuva 4l

Olkoon A C R? rajoitettu. Madritelldsin joukon A karakteristinen funktio

kaavalla ( )
1, (zy) eA
"W’y)—{o, (2,) ¢ A.

Maédritelma A on mitallinen, jos X4 on integroituva A:ssa. Katso kuva 5.

Huomatus Itse asiassa

/XA = A:n "pinta-ala”.
A
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Kuva 5:

Kuva 6: Kochin lumihiutalek&yra

[ X4 = Am pintamitta =: m(A). Jos m(A) = 0, niin sanotaan, ettd A on
A

nollamittainen.

Lause 8.2 Jos joukon A reuna on nollamitallinen, niin A on mitallinen.

Lause 8.3 Jos kaari on sddnnollinen tai muotoa

{(z,9) | €la,0],y = P(x)},
missd ¢ : [a,b] — R on jatkuva, niin se on nollamittainen.

Huomautus 1 Nollamittaisten joukkojen dérellinen yhdiste on nollamittai-
nen. Kochin lumihiutalekéyré (katso kuva 6) on esimerkki monimutkaisesta
tason osajoukosta, ns. fraktaalista. Fraktaalireunaiset joukot eivét yleensé
ole mitallisia edell& esitetyssd mielessé, eikéd niiden yli voida integroida talla
tekniikalla.

Lause 8.4 Jos funktiot f1,..., f,, ovat integroituvia A:ssaja Ai,..., A\, € R,
niin funktio

AMfit ot Anfm

on integroituva A:ssa, ja

ZA1f1+~"+Amfm:>\1A/f1+~~+)\m/fm.

A
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Lause 8.5 Olkoon A C R? m(d(A)) = 0. Olkoon f : A — R sellainen
funktio, ettd f on jatkuva lukuunottamatta mahdollisesti jotain A:n nolla-
mittaista osajoukkoa B. Silloin f on integroituva A:ssa.

Esimerkki. Olkoon A = B((3,4),100) ja

| sin(z+y), kuny>0
f(xay)_{ —1, kuny <0.

Téama ei ole jatkuva z-akselilla (=L), mutta L N A on nollamittainen(jana).

Lause 8.6 Olkoon A joukko, joka on jaettu osiin A;, ¢ = 1,...,n, missi
m(d(4;)) = 0. Funktio f on integroituva joukossa A jos ja vain jos f on
integroituva jokaisessa joukossa A;. Télloin

[5=frssfs-5[s
A Ay An, =14,

Lause 8.7 Oletetaan ettd f on integroituva joukossa
R={(z.y)|a<z<be<y<d,

ja jokaisella kiintealla x € [a,b], funktio y — f(z,y) on integroituva (y:n
suhteen) vililld [c, d]. Silloin funktio

on integroituva vélilla [a, b], ja patee

/fz/bg(x)dxz/b(/df(x,y)dy) d.

Merkitaan

bd bd
/f(x,y)dxdy (tai joskus myos /f(x,y)dydx).

/1—6:)3y
R

kun R =1[0,2] x [-1,1] ={(z,y) |0 <2z <2,—1

Esimerkki Laske
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Kuva 7:
Ratkaisu.
1
/ = (1—6xy dwdy—/( (1 — 62%y) dy)dx
R 1

[y — 3x2y2} _1> dr = [ (1 —-32*-1) — (=1 —32*(—~1)*) dx

O\w

2dx = 4.

I
o\wo/\\w ?\w

Lause 8.8 Olkoot ¢; : [a,b] — R, ¢9 : [a,b] — R jatkuvia funktioita, joille

61(2) < da(x), ¥ 7 € Ja, b] sekii pn(a) < ¢a(a), 61(b) < ¢a(b). Oletetaan, etti
f : A — R on integroituva, missé

A={(z,y) |z clab],p(r) <y < daa)}-

Oletetaan, etté integraali
$2(x)

| fay)dy
¢1(z)

on olemassa kaikille « € [a, b]. Silloin

e /b ij)f(m, y) dy) dr.

A a \p1(x)

Katso kuvat [7 ja 8.
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Kuva 8:

Kuva 9: 2.ratkaisu

Esimerkki Olkoon ¢;(z) =0, ¢o(x) = x ja f(z,y) = 3—x—y. Nyt x € [0, 1],

joten
1 T 1 1 z
/= / /S—x—ydy dx:/{?)y—xy—yQ dz
A 0 2 y=0

3 1
= / {x2 — x‘ﬂ =1.
2 2 =0

Katso kuva 9.

Erityisesti siinéd tapauksessa, ettd f on jatkuva, edelld mainitut integraalit
ovat olemassa ja kaava péatee.



Vastaavasti: Jos integroimisalue A on muotoa

A={(z,y) | c <y <d,Pu(y) <o <aly)}
ja f on jatkuva A:ssa, niin
d [ ¥2(y)
[
¢ Wiy
(Téassé 1 (y) < ¥2(y) kaikilla y € [c,d] jne.)
Edellinen esimerkki voidaan siis laskea my06s seuraavasti:

fley) =3 -2 -y, y € 0,1 jath(y) <z < Pa(y). Nyt y <z < 1eli
1(y) =y ja ia(y) = 1. Saadaan

[ fay) = j(/lﬂx,y)d:c) dyz/l
1

f(z,y) da:) dy.

Esimerkki Integroimisjérjestyksen vaihtaminen (katso kuva [10). Tarkastel-

laan integraalia
2 T
/ (W (4x 4 2) dy) dz, (1)
0 2

Tassi z € [0,2], 2% := ¢1(x) < y < ¢o(x) := 2x; huomaa, ettd kun z < 2,

niin 22 = o - v < 2. Tehtévini on lausua integraali (I muodossa

d [ ¥2(y)
/(/ (4:c+2)da:> dy,

¢ \hi(y)
missid y € [0,4], siis ¢ = 0, d = 4. Mutta mita ovat funktiot ¢, 1?

Reunakéyrilld ¢, pétee eli y = ¢1(x) = 22 jos \/y = x; siten o(y) =
(katso kuva [10). Reunakéyrdlld ¢o on y = ¢o(z) = 2z eli x = ¥; siten

1/}1(y) = % SiiS,
4
/(V/ (4x + 2) dx) dy.
0



Kuva 10: Integrointijérjestys

8.1 Muuttujien vaihto pintaintegraaleissa

Lause 8.9 Olkoon A C R? rajoitettu, ja §(A) nollamittainen ja f: A — R
jatkuva. Oletetaan, ettd on olemassa jatkuvasti derivoituva bijektio g : R —
A, missi. R C R? on suorakulmio. T#lloin

[1=[to)-1al.

missé J, on funktion g funktionaalideterminantti eli jakobiaani,

Dygi Dagy
Dygs  Dago

g:‘

= (D191)(D292) — (D2g1)(D1g2),

missd g = (g1, g2). Katso kuva [11l
Esimerkki Olkoon

A= {(z,y) | 2® +y* < a’}.
Huomaa, etti ylla z € [—a,d] ja
o1(x) = —Va? — 2?2 <y < Va®— 12 = ¢y(x).

Tamé saattaa johtaa vaikeaan z-integraaliin. Tarkastellaan sen vuoksi funk-
tiota g: R — A,
g(r, @) = (rcosp,rsin ),
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Kuva 11: Pintaintegraali

missd r € [0,a] ja ¢ € [0,27] eli (r,¢) € R := [0,a] x [0,27]. Tadmi g on
surjektio.

Huomautus Jos 1. ¢ : R — A on injektio ja m(A \ ¢g(R)) = 0 tai 2.
g : R — A on surjektio, ja ne pisteet, joilla on enemmén kuin yksi alkukuva
muodostavat nollajoukon, niin Lause 7.9 (sivu ??) péatee edelleen.

Nyt
Ty = D191 Dags—Dagi D1 ga = cos @r cos p—r(—sin p) sin ¢ = r(cos® p+sin® ) = r.
Siis,

/f://f(rcosgp,rsinw)rdrdgo.
A 00

Huomautus Lause 8.9 (sivu 10) pétee yleisimmillekin joukoille R kuin suo-
rakulmioille.
8.2 Kayri- ja pintaintegraalien yhteys

Lause 8.10 (Eriis Greenin kaavoista) Olkoon A C R? on rajoitettu ja §(A)
Jordanin-kéyréd joka koostuu #drellisestd méadrédsta sddnnollisia kaaria. Ol-
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koon f: A — R? on jatkuvasti derivoituva. Silloin
/(lez —Dyf1) = /fldw + f2 dy.
A 5A

Oletetaan myos, ettd 6(A):lla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys ¢ :
A — §A siten, ettd ¢ (t) # 0 kaikilla ¢t € A. Talloin

/(lel + Dafy) = /(f‘ﬁ) ds, (2)
A sA

missd 7 on reunakdyran ulkonormaali: 7| =1, || L6(A):n tangentti.

8.3 Integrointi yli pinnan

Olemme késitelleet edellé, kuinka integroidaan yli tasoalueiden. Téllaista in-
tegraalia sanotaan pintaintegraaliksi, ja se palautuu kaksinkertaiseen yhden
muuttujan funktion integrointiin.

Seuraavaksi otetaan hiukan yleisempi tapaus: integroidaan yli pinnan, joka
ei enéé olekaan xy—tason alue, vaan pinta

E:={(z,y,2) R’ | z = h(z,y), (x,y) € A},

missd A on joku sopiva xy-tason osajoukko. Joukko E on siis R3m osa-
joukko, pinta, joka on kahden muuttujan funktion h kuvaaja (esimerkiksi
A:n ylapuolella). (Piirrd kuva, kun esimerkiksi A on tason yksikkonelio, ja h
on funktio h(z,y) = 1+ z?).

Oletamme, ettéd kolmen muuttujan funktio f on mééritelty joukossa E. Silloin
sen integraalia yli pinnan £ merkitdan

| 3)

ja se méadritellaan kaavalla

/f = /f(x, y, h(x, y))\/l + Dih(x,y)? + Daoh(x,y)? dedy. (4)
B A

Huomautus Siind tapauksessa, ettd f on vakiofunktio 1, tdmé integraali
antaa pinnan FE pinta-alan.

Esimerkki Tarkastellaan funktion h(z,y) := /1 — 22 — y> madrddméé pin-
taa E joukossa R?, kun (z,y) € A, ja A on zy-tason yksikkokiekko (siis
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joukko {z? + y* < 1}). Piirrd kuva: Pinta E on avaruuden yksikkopallon
kuoren ylempi puolikas.

Laskemme E:n pinta-alan, eli integroimme vakiofunktiota (1)) yli pinnan E.

Saamme ensinnékin (laske!)

2 X
Dlh(aj7y> - 1_x2_y2 (5)
ja
2 y?
DQh(’I" y) = 1 — xg N y2 . (6)

Edelleen kaavassa (4)

22 y?
1+ Dih 2+ Dyh 2 = 4/1
\/ + D1 (x,y,) + Dy ('T7y) \/ +1—x2—y2+1—1‘2—y2

B 1
N 1—a2—92

Siirtymélla napakoordinaatteihin saadaan (4) muotoon

1 _ 1
1{ (e dxdy A[ = dzxdy

Stokesin kaavan késittely joudutaan jattdmédn ajan puutteen vuoksi pois.
Katso tarvittaessa kirjallisuudesta.
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