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8. Pintaintegraalit

Pintaintegraalit
Olkoon R C R? suljettu suorakulmio

[a,b] X [c,d] ={(z,y) |a <z <bc<y<d}
jaa,b,c,d e Z. Olkoonn € N jaD, joukko tason suljettuja neligita:
Do ={[k- 27, (k+1)27"] x 27, 1+ 1)27] | kL€ Z}.
Merkitaan
Qniy = [k27", (k+1)27"] x [127™, (1 +1)27"]

Uk.1ezQn.x, = R?. Katso kuvatl ja 2.

Olkoon f : R — R jokin funktio. Haluamme maéaritelld sen integraalin yli joukBn
Merkitaan

Grgy =sup{f(z,y) | (z,y) € Quri}
ja
Ink,l = lnf{f(xa y) ’ (JZ‘, y) € Qn,k,l}

(maarittely: josQ,, 1 ZR = Gy ki9nk; = 0). Maaritellaan lukuan vastaavat yla- ja

alasummat: )
M, = 34;Gngl-27"

_ —2
Mp = D1 9nki 27"
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Huom!2=2" on@Q,, ;:n pohjan pinta-ala, joten esimerkiksi luki, ;. ;- 272" on kuvas-
sa2 olevan sarmion tilavuus. Lukg, . ;-2~2" on hieman pienemman sarmion tilavuus;
luku M,, on siten (hieman liian suuri) approksimaatio funktibmé&araddman pinnan ja
x — y-tason suorakulmioR. valiin jadvan kappaleen tilavuudelle.

Maéritelma 8.1 Joslim,, .., M, jalim,_ .., m, ovat olemassa ja

lim M, = lim m,,
n—od n—od

Sisalto:
niin sanotaan, ettd& on integroituva joukoss# ja kyseinen raja-arvo on funktiofi Pintaintegraalit
pintaintegraaliyli suorakulmionR, merkitaén Muuttujien vaihto
pintaintegraaleissse
b4 Kayra- ja
/f7 //f(l’vy) dzdy, //f(l’vy) dxdy. pintaintegraalien
R R ac yhteys
Integrointi yli
Huomatus Voidaan osoittaa, ettd jo56: R — R on jatkuva, se on aina integroituva. pinnan
Olkoon A C R? rajoitettu, f : A — R. Méadritellaan funktiof koko joukossaR.
kaavalla Etusivu

f(z,y):=0, kun(z,y) ¢ A.

Merkitaan f 4:lla funktion f jatketta. Valitaan suorakulmi® (reunat kokonaislukujen

kohdalla kuten edelld) siten, etthC R. Maaritellaan
Sivu 5722

/f = /fA, Takaisin
A R Koko nayttd
Lopeta
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Kuva 3:

F
i
E.

maaritelma ei riipu suorakulmioR valinnasta. Katso kuva.

JosA ei ole rajoitettu, voidaan maaritella
[r=gm [
m—00
A ANB(0,m)

mikali kyseinen raja-arvo on olemassa. Katso kdva

Olkoon A C R? rajoitettu. Maaritellaan joukor karakteristinen funktickaavalla

|1, (z,y)eA
a(@y) = { 0 () ¢ A
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Kuva 4:

Maaritelma A onmitallinen jos X4 on integroituvaAd:ssa. Katso kuva.
Huomatus Itse asiassa
X4 = A:n"pinta-ala”.
A
[ X4 = A:n pintamitta=: m(A). Josm(A) = 0, niin sanotaan, ettd on nollamittai-
fien.
Lause 8.2Jos joukonA reuna on nollamitallinen, niial on mitallinen.
Lause 8.3Jos kaari on saénndllinen tai muotoa
{(@,y) |2 € [a,b],y = (=)},

misséy : [a,b] — R on jatkuva, niin se on nollamittainen.
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Sisalto:
A Pintaintegraalit
Muuttujien vaihto
pintaintegraaleissse

Kuva 5: K_ayrg- ja .
pintaintegraalien
o e : o : yhteys
Huomautus 1 Nollamittaisten joukkojen aarellinen yhdiste on nollamittainen. Kochin Integrointi yli
lumihiutalekayra (katso kuvé) on esimerkki monimutkaisesta tason osajoukosta, ns. pinnan

fraktaalista. Fraktaalireunaiset joukot eivat yleensa ole mitallisia edella esitetyssé mie-
lessa, eika niiden yli voida integroida talla tekniikalla.

Etusivu
Lause 8.4Jos funktiotfy,..., f,, ovat integroituviad:ssa ja)i,..., A\, € R, niin
funktio

Afi+ -+ Anfm

on integroituvaA:ssa, ja Sivu 8/22

/>‘1f1+"'+)‘mm:)\l/f1+"'+)\m/fm. Takaisin
A A A Koko naytto
Lopeta
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Kuva 6: Kochin lumihiutalekayra

Lause 8.50lkoon A ¢ R?2, m(6(A4)) = 0. Olkoon f : A — R sellainen funktio,
ettd f on jatkuva lukuunottamatta mahdollisesti jotadnn nollamittaista osajoukkoa
B. Silloin f on integroituvaA:ssa.

Esimerkki. Olkoon A = B((3,4),100) ja

_ [ sin(z +y), kuny>0
f(fﬁay)—{ —1, kuny <D0.

Tama ei ole jatkuva-akselilla (=L), muttaL N A on nollamittainen(jana).

Lause 8.60lkoon A joukko, joka on jaettu osiitd;, i = 1,...,n, missam(d(4;)) =
0. Funktio f on integroituva joukossa jos ja vain josf on integroituva jokaisessa

joukossaA;. Talloin
A/szf+-~+A{f:;Zf

Lause 8.70letetaan ettd on integroituva joukossa

R={(z,y)|a <z <bc<y<d}

Sisalto:
Pintaintegraalit
Muuttujien vaihto
pintaintegraaleissse
Kayra- ja
pintaintegraalien
yhteys
Integrointi yli
pinnan

Etusivu

Sivu 9/ 22

Takaisin
Koko nayttd
Lopeta

{11



ja jokaisella kiintedlldr € [a,b], funktio y — f(z,y) on integroituva ¢:n suhteen)

valilla [c, d]. Silloin funktio
d

g@%=/f@wﬂy

on integroituva valillda, b], ja patee

/f—jd@m
R a

I
m\@
~
0\&

g
i3
3
QU
<
N— —
IS
8

Merkitaan

/b/df(x,y) dxdy (tai joskus myds /b/d f(z,y) dydx) ‘

Esimerkki Laske

kunR=10,2] x [-1,1] ={(z,y) |0 <2 <2,—-1 <y < 1}.

Sisalto:
Pintaintegraalit
Muuttujien vaihto
pintaintegraaleissse
Kayra- ja
pintaintegraalien
yhteys
Integrointi yli
pinnan

Etusivu

L

44« 44

Sivu 10/ 22
Takaisin
Koko nayttd

Lopeta

HHRAE



Ratkaisu.

/ _

R

(1 — 62°%y) dedy = /(/(1 — 62%y) dy) dx

0 1
2

_ 32%2]" de = [(1—32%-1) — (=1 —32%(-1)?) dz
(N

y=—1

\»wlo\.m

2dx = 4.

Il
o\wo

Lause 8.80lkoot ¢; : [a,b] — R, ¢3 : [a,b] — R jatkuvia funktioita, joille¢; (z) <
¢2(x), Vx € |a, b seképi(a) < ¢a(a), ¢1(b) < ¢2(b). Oletetaan, ettd : A — R on
integroituva, missa

A= {(‘T’y) | WS [avb] 7¢1($) S Yy S ¢2(x)}

Oletetaan, etta integraali

¢2(x)
[ sy
¢1(x)
on olemassa kaikille € [a, b]. Silloin
b [ $2(x)
[i=]| [ tewiv|a.
A a \g1(z)
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s Pintaintegraalit
Muuttujien vaihto
pintaintegraaleissse
Kuva 7: Kayra- ja
pintaintegraalien
. yhteys
Katso kuvat7 ja 8. Integrointi yli
Esimerkki Olkoon¢;(z) = 0, ¢p2(x) = zja f(z,y) = 3 —x —y. Nytx € [0, 1], joten pinnan
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Kuva 8:

Katso kuvaO.

Erityisesti siind tapauksessa, eftan jatkuva, edella mainitut integraalit ovat olemassa
ja kaava patee.

Vastaavasti: Jos integroimisalieon muotoa
ja f on jatkuvaA:ssa, niin

d [ ¥2(y)

[t=]| [ tewiz|a
A ¢ \¢1(y)
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Sisalto:
Pintaintegraalit
Muuttujien vaihto
pintaintegraaleissse

Kuva 9: 2.ratkaisu Kayra- ja
pintaintegraalien
(Tassé) (y) < vo(y) kaikilla y € [c, d] jne.) yhteys
Integrointi yli

Edellinen esimerkki voidaan siis laskea myds seuraavasti:
fl@,y) =3 -2 —y,ye0,1]javi(y) <z <tho(y). Nyty <z < leligi(y) =y

pinnan

Etusivu

Sivu 14/ 22

Takaisin
Koko nayttd
Lopeta

{11



jas(y) = 1. Saadaan

/f(:c,y) =

A

1 1
1 1
/f(x,y) dx dy:/[?):c—2x2—xy} dy
y 0 Y
———y— -~y — d
<3 5 Y (33/ 5Y y>) Y

3, 5
Syt —dy+ o )dy=...=1.
(2y y+2> y

I
OO O

Esimerkki Integroimisjarjestyksen vaihtaminen (katso kuM@. Tarkastellaan inte-
graalia

I:/2 7(4:1:+2)dy dz, (1)
AW

Tassar € [0,2], 22 = ¢1(z) < y < ¢o(x) := 22; huomaa, ettd kun < 2, niin
z? = 2 - < 2z. Tehtavana on lausua integraalinuodossa

d [ ¥2(y)
/ / (4z + 2)dz | dy,
¢ \i(y)

missédy € [0, 4], siisc = 0, d = 4. Mutta mita ovat funktiot), 12?
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Reunakayrallas, patee eliy = ¢1(z) = z? jos VY = x; siteniys(y) = /y (katso
kuva10). Reunakéayrallé, ony = ¢o(x) = 2z eli x = §; siteny (y) = §. Siis,
4 (VY
:l/1 t/k4z—%2)dm dy
0 \y/2

8.1. Muuttujien vaihto pintaintegraaleissa

Muuttujien vaihto pintaintegraaleissa

Lause 8.90lkoon A C R? rajoitettu, jas(A) nollamittainen jaf : A — R jatkuva.
Oletetaan, ettd on olemassa jatkuvasti derivoituva bijektidcR — A, missaR C R?
on suorakulmio. TallGin

[1= w9151,
A R
miss&.7, on funktiong funktionaalideterminantti ejakobiaani

Digv Dagi

Js = ‘ Da2ga  D2go

= (D191)(D2g2) — (D2g1)(D192),

misség = (g1, g2). Katso kuvall.

Esimerkki Olkoon
A= {(z,y) |2 +4* < a?}.
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Kuva 11: Pintaintegraali
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Huomaa, etta yll& € [—a, a] ja

d1(x) = —va?2 — 2?2 <y < va?—x%2=py(x).
Tama saattaa johtaa vaikeaamtegraaliin. Tarkastellaan sen vuoksi funktigtaR —
A,
9(r,p) = (rcos g, rsingp),
missér € [0,a] jay € [0,27] eli (r,¢) € R := [0, a] x [0,27]. Tamég on surjektio.

Huomautus Jos 1.g : R — A on injektio jam(A \ g(R)) =0tai2.¢g: R — Aon
surjektio, ja ne pisteet, joilla on enemman kuin yksi alkukuva muodostavat nollajoukon,
niin Lause 7.9 (sivi??) patee edelleen.

Nyt
Jg = D1g1D2g2—D2g1D1g2 = cos pr cos p—r(—sinp) sing = r(cos? p+sin? ) = 7.

/f://f(rcosgo,rsingp)rdrdgp.
A 00

Huomautus Lause 8.9 (sivi.7) patee yleisimmillekin joukoille? kuin suorakulmioil-
le.

Siis,

8.2. Kayra- ja pintaintegraalien yhteys

Kéayra- ja pintaintegraalien yhteys
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Lause 8.10(Eras Greenin kaavoista) Olkooh ¢ R? on rajoitettu jas(A) Jordanin-
kayra joka koostuu aarellisesta maarasta saannollisia kaaria. Ofkooh — R? on
jatkuvasti derivoituva. Silloin

/(D1f2 — Do f1) = /fldx + fody.
A

A

Oletetaan myos, ett&(A):lla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys: A — JA
siten, ettdy’(t) # 0 kaikilla t € A. Talléin

/ (D1fy + Dafs) = / (f ) ds, @

A 0A

missén on reunakayran ulkonormaaliz | = 1, || Lé(A):n tangentti.

8.3. Integrointi yli pinnan

Integrointi yli pinnan

Olemme kasitelleet edelld, kuinka integroidaan yli tasoalueiden. Tallaista integraalia
sanotaan pintaintegraaliksi, ja se palautuu kaksinkertaiseen yhden muuttujan funktion
integrointiin.

Seuraavaksi otetaan hiukan yleisempi tapaus: integroidaan yli pinnan, joka ei enéé ole-
kaanxzy—tason alue, vaan pinta

E = {(x,y, Z) cR3 | Rz = h(a:,y), (ZL‘,y) € A}v
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missaA on joku sopivary—tason osajoukko. Joukki on siisR3:n osajoukko, pinta,
joka on kahden muuttujan funktioh kuvaaja (esimerkiksi:n ylapuolella). (Piirrd
kuva, kun esimerkiksi on tason yksikkonelio, ja on funktioh(z,y) = 1 + 22).

Oletamme, ettd kolmen muuttujan funkfamn maaritelty joukoss&'. Silloin sen inte-
graalia yli pinnanE merkitaan
|1 ®
E

ja se maaritellaan kaavalla

/ - / f(@, 9, h(z,4))VI+ Dih(@, ) + Doh(z,g)P dedy.  (4)
E A

Huomautus Siina tapauksessa, etféon vakiofunktio 1, tdma integraali antaa pinnan
E pinta-alan

Esimerkki Tarkastellaan funktioh(x,y) := /1 — 22 — y?> maaraamaa pintaa joukos-
saR?, kun(z,y) € A, ja A on zy—tason yksikkokiekko (siis joukkéz? + y? < 1}).
Piirra kuva: PintaE’ on avaruuden yksikkdpallon kuoren ylempi puolikas.

LaskemmeF':n pinta-alan, eli integroimme vakiofunktiota)(yli pinnan E.
Saamme ensinnakin (laske!)

2 a?
Dih(z,y)” = T—a2— 2

(5)
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ja

Y
Dyh Y= : 6
2 (l‘,y) 1—$2—y2 ()
Edelleen kaavassd)(
72 Y2
R
V1+ Dih(z,y,)% + Dah(z,y)? = 1Jr1_$2_y2+1_902_y2 |
1 Sisalto:
= 4/ [ Pintaintegraalit
Muuttujien vaihto
Siirtymalla napakoordinaatteihin saadadhrouotoon pintaintegraaleisse
. . Kayra- ja
{ —a?—g? drdy = 1{ (22157 dxdy pintaintegraalien
j 7 . yhteys
= rdrdf Integrointi yli
0o Vi-r? [ Y
1 pinnan
= 27rbf 117T27“d7“ =27
Etusivu
Stokesin kaavan kasittely joudutaan jattamaan ajan puutteen vuoksi pois. Katso tarvit- <

taessa kirjallisuudesta.
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