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9. Avaruusintegraalit

Avaruusintegraalit

Siirrymme tarkastelemaan kolmen muuttujan funktioiden integrointia yli avaruRden
osajoukonA. Ajatus on siis se, ettd yleistetaan aiempi tasoalueiden yli integrointi (ei
ylla oleva "integrointi yli pinnan”, vaan sita edeltava tarkastelu) tapaukseen jossa on
yksi muuttuja enemman.

Integraalin kasite ja siihen liittyvat mittateoreettiset kasitteet maaritellaan analogisesti
kahden muuttujan funktion tapauksen kanssa. Jatamme tassa yksityiskohdat valiin.

Avaruusintegraalia merkitdan esim.

[r e [[[ e
A A

Kuten arvata saattaa pintaintegraalien tapauksesta, avaruusintegraalin laskeminen pa-
lautuu kolminkertaiseen integrointiin. Olkoon ensilktikoordinaattiakselien suuntai-
nen suuntaissarmio

A={(z,y,2) a1 < v < az,by <y<by,cr <2< e}

eli A = [a1, ag] X [b1,be] X [c1, c2], MiSséa; jne. ovat jotain reaalilukuja. Talldin

az [ b

[-1(]

al il

/f(:v,y,z)dz dy | dx. 1)
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Olettaen ett& on riittavan siisti, esimerkiksi jatkuva, joukosdaintegroinnit kaavassa
(1) voi suorittaa missa jarjestyksessa tahansa:

ba ) as & by as
/f:/ / /f(x,y,z)d:c dz dy:/ / /f(:v,y,z)dx dy | dz. ..
A b1 C1 ai & b o

Integraalit yli monimutkaisempien joukkojen lasketaan kuten kahden muuttujan ta-
puksessakin. Oletetaan, ettd on annettu kahden muuttujan fugktif@ oo, missa
o1(z,y) < pa(z,y), kuna; < x < agjab; <y < be. Olkoon nyt
Sisélto:
= <z< <y< <z< . :
Al {(137?/72) ‘ a; = > a27b1 SY> b27901(x7y) S22 QOQ(IE,y)} AV&rUUSIntegraaIlt

(Hahmottele kuva joukostd, kun ¢, ja ¢, ovat jotain sopivia funktioita.) Talléin Muuttujan vaihto
as [ by [ p2(z,y) avaruusintegraalis
Pinta—ja
/f B / f(@,y,2)dz | dy | da. avaruusintegraalie
A “ \br (@) vélinen yhteys
Tassé&e— jay—integrointien jarjestyksen voi vaihtaa.
Viela yleisemmin, jos Etusivu

A={(z,y,2) | a1 <z < ag,¥1(x) Sy < P2(x),01(2,9) < 2 < po(a, )} e
joillekin sopiville funktioille +; jne., niin < »
ay [ Y2(z) [ p2(zy) Sivu3/5
/f :/ / f(z,y,2)dz | dy | dz. Takaisin
A o \(z) \pa(zy) Koko naytto
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9.1. Muuttujan vaihto avaruusintegraalissa

Muuttujan vaihto avaruusintegraalissa

Olkoon R C R3 koordinaattiakselien suuntainen suuntaissarmia; R> kuten ylla
sekdg : R — A jatkuvasti derivoituva bijektio. Olkoorf joukossad maaritelty funk-
tio, jota halutaan integroida. Pintaintegraalien tapaan voidaan suorittaa muuttujanvaihto

kaavalla
[1= [0,
. 4R - N Sisalto:
miss&J, on kuvauksemy Jacobin determinantt(x 3—determinantti, jonka:nnen rivin Avaruusintegraalit
i:s alkio onDg;). Muuttujan vaihto
Tarkastellaan tapausta, ett&alittaa siirtymisen pallokoordinaatteihin, eli: R — A, avaruusintegraalis
Pinta—ja
g(r, 0, ) := (rcospcos ), cos psiny, rsinp) avaruusintegraalie

valinen yhteys
R:={(r,p,¥)|0<r<a,—n/2 <o <7m/2,0<vy <27}

ja A on avaruuden O—keskinem;-séateinen pallo Etusivu

L

A={(z,y,2) | 2° +y* +2* < a?}, “«  »

Talldin J, on
Ty (r,0,%) = r? cos . Siu4/5s
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9.2. Pinta—ja avaruusintegraalien valinen yhteys

Pinta—ja avaruusintegraalien valinen yhteys

Olkoon A C R? suljettu ja rajoitettu joukko, jonka reuna muodostaa pin§ia@®lkoon
f: A — R? maaritelty jatkuvasti derivoituva vektorikentta sek#innansS ulkonor-
maali(vektori). Divergenssikaava yhdistda avaruus— ja pintaintegraalit seuraavasti:

A/V-fzs/f-ﬁ.

Sisélto:
Mikali vektorikentéllaf on potentiaalis, eli f = Vu, saadaan erikoistapauksena Gaus- Avaruusintegraalit
sin kaava Muuttujan vaihto
/ Au = / Onl. avaruusintegraalis
y 4 Pinta—ja
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