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1 Vektoriavaruudet R?, R?, R*

Merkitédan
R* = {(z,y) |z €R,ycR}
R? = {(v,9,2) | z,y,2 € R}
R" = {(z1,...,2,) |z €R, Vj=1,...,n} (tdssdé n € N)

Niiden joukkojen alkioita sanotaan pisteiksi tai vektoreiks: ja niitd merkitdan
esimerkiksi
== (ZEh Ig) S R2

- (ylvaay?)) € R3
= (a17a27a3aa4) € R4

Q < &

Lukua x; sanotaan pisteen Z:n 1. komponentiksi/koordinaatiksi, lukua
pisteen T:n 2. komponentiksi/koordinaatiksi, jne. Nollavektori on 0 = (0,0) €
R? 0 =(0,0,0) € R3... sitd sanotaan my6s origoksi.

Tarkastellaan avaruutta R?. Vektorien T = (1, 22) ja ¥ = (y1,¥2) yhteenlas-
ku maéritelldan kaavalla

T+7y=(x1+ 1,22+ y2).
Esimerkki 1.0.1

(1,10)+ (3,7) + (—4,0) = (1 + 3+ (—4),10+ 7+ 0) = (0,10 + ).

Vektorin T = (1, x2) kertominen reaaliluvulla @ mééritelldan
aT = (axy,axs).
Esimerkki 1.0.2
5(e, €?) = (5e, 5e?).
Vektorien T ja 7 erotus méaaritelldin
T-y=7+(-9)

missd —y = —1- (y1,%2) = (—=y1, —¥2)-
Merkitéan e; = (1,0), €2 = (0,1) (kantavektorit). Jos vektori T = (z1,x2) €
R?, niin se voidaan kirjoittaa muodossa

T = x1€1 + X9€s
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Siis myos

Jos n € N, niin méaéritelmét ovat analogisia. Olkoon a € R ja

T = ([EI,CEQ,...,ZL'”)ERTL
y - (y17y27'-'7yn) ERn
Maaritelladn
T4+7y = (r1+y1,22+ Y2, 2y +yn) € R
at = (axy,axs,...,ax,) € R,
—T = (—1‘1,—1'2,...,—1'”) eR"
ja kantavektorit
e; = (1,0,0,...,0),
es = (0,1,0,...,0),

Jos T = (z1,...,x,), niin
n
T=018 4+ Tply = Y T;€;.

Olkoon T = (x1,...,2,) € R", ¥ = (y1,...,yn) € R™ Niiden sisétulo
(skalaari-, pistetulo) maéritelladan

T-Y:=x1Y1 + 2oy + - + 2y, € R.
Esimerkki 1.0.3 Tapauksessa n = 4, lasketaan sisdtulo
(1,0,—2,;)-(1,0,1,0) =1-140-04(-2)- 1+§ 0=-1.
Lause 1.0.4 Jos 7,7 € R" ja a,b € R, niin
a) T-Y=7-T
b) Z-(ay+bz) =aT -y +0bT -2



¢) T-T>0 (jaT-T =0 jos ja vain jos T = 0).

Esimerkki 1.0.5 Josn=3,7=(1,1,0),7=(0,3,—-1),z=(0,1,2),a=1
ja b= 2, niin

Z-(ay+bz) = (1,1,0) - [(0,3,—1) + (0,2,4)] = (1,1,0) - (0,5,3) = 5.
Toisaalta

ar-y+br-z=(1,1,0)-(0,3,—-1) 4+ 2(1,1,0) - (0,1,2) =3+ 2 = 5.

Vektorin T € R" pituus eli norm: méaaritelladn

|T|:\/T-T:\/x%+x§+~-~x%.

Lause 1.0.6 a) |T|>0

b) |az|=|a||Z|, VaeR

(pisteiden T ja 7 etéisyys).

Jos 7,y € R" ja T -y = 0, niin sanotaan, ettd ¥ ja 7 ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, merkitdén TL7.

1.1 Geometrinen havainnollistus

Taso R?: Katso kuvat [ ja 2. Avaruus R?: Katso kuva 3.



0= (0, 0) | 21
|
(1,0 -
-& 37
3y _ 57 37
(2-3)=21-3]
Kuva 1: Taso R?
A
o (1.9
b=(-2 3)
(3,2)=1a
| -
i
a+b=(3-2,2+3)
=(1,95)
|a|=4/(3?+2%) =13

Kuva 2: Taso R?



R3 A7
k:=(0,0,1) =&,
N
j:=(0,1,0)=&,
ik y
i:=(1,0,0) =¢;
X
a =(3,1,-1)

Kuva 3: Avaruus R?

1.2 Tason topologiaa

Maééritelma 1.2.1 Olkoon (Zy)52; jono vektoreita R?:ssa. Jono suppenee
kohti pistettd 7 € R2, jos

lim |7, —Z| =0 (1)

k—oo

TAalloin merkitaan

k—o00

Ehto (1) tarkoittaa: Kaikilla r > 0 voidaan 16ytdad luku N € N seuraavasti:

| Ty —T| <r, josk>N.

Esimerkki 1.2.2 Olkoon

1 k-3
xk:<2+k,k>, k € N.

Suppeneeko jono



Ratkaisu.

fl — (2 + ia i) = (371_2)1 (7é xl)

Ty = (21—'— §a%) = (257_5)

T3 = (2§a0)

Ty = (2%7 é)

75 = (25,%)
Viite:

lim 7, = (2,1) =: T

Todistus.

[Tk —T| =

Téama ldhestyy nollaa, kun k ldhestyy dédretonta. O

Lause 1.2.3 Olkoon (74)52; C R? jono vektoreita, z = (211, 7o) ja T =
(1’1,$2) € R?. Tallsin

limg oo 21 = 21

lim 7, =T <— i
limy oo o, = Zo.

Esimerkki 1.2.4 Olkoon

1 1
Ty = (sin <k> , COS <k>) , VkeN.

Tassd xy = sin(%) ja xop, = cos(%).

Pétee:
limy oo 21 = limp_oo sin(%) =0
limp_oo o, = limp_oo cos(%) =1,

joten lauseen [1.2.3 nojalla

lim 7, = (0,1) € R*.

k—oo

Lause 1.2.5 Jos limy o T = T, limy o0 U, = 7 ja (ax)52; C R on sellainen
jono, ettd limy_. o, ar = a, niin

a) limy_ oo (Tk + yk) = iMoo T + liMg 0§, =T + 7,



B(a, r)

v

Kuva 4: B(a,r)

b) limy_. a7, = av,

¢) limyoo(Tk - Jp) =T - 7.
Olkoon @ := (a1, az) € R*, 7 > 0.
Maéritelmi 1.2.6 a-keskeinen r-siteinen avoin pallo (kiekko) on joukko
B(ar)={geR||g-a|<r}.

Huomaa, etta

y—al = \/(3/1 —a1)? + (y2 — a2)?
on pisteiden 7 ja @ etiisyys! Katso kuva 4. Joukkoa B(a,r) sanotaan myos
a:n (r-siteiseksi) palloympéristoksi.

Vastaavasti médritelladn suljettu kiekko
B(a,r)={7| |lg—a|<r}
(siséltad kiekon reunan) ja punkteerattu kiekko
B(ar)={g|0<|g—a|<r}.
Vield toistamme, etté

Yy E B(a’ T) < (yl - a1)2 + (yz — CZQ)Z < 7’2.



\J

X
-

N_-___________-_

Kuva 5: Avoin joukko

Mairitelmé 1.2.7 Joukko A C R? on avoin, jos jokaista T € A kohti on
olemassa sellainen kiekko B(Z, ), ettd B(Z,r) C A.

Esimerkki 1.2.8 Osoitetaan ettd joukko
A= {(azl,xg) €R*| x> 2}

on avoin. Katso kuva 15l

Ratkaisu. Olkoon = € A. Silloin x; > 2. Valitaan r := “262. On osoitettava,
ettd jos ¥ € B(Z,r), niin j € A. Pétee

ZL‘1—2

|y1 - ’ - \/(yl _x1)2 < \/(Z/l _1’1)2 + (Z/Q —1’2)2 <r= 50

Tarkastellaan kahta tapausta 1. Jos y; > xy, niin y; > 2 (silld z; > 2), eli
yeA

2. Jos y; < x1, niin

lyp — x| < 52
= 1 — 52 < oy
= 24 (-2 -2 < gy
= 2+[1-g5l-(11-2) < m
= 2 < i,

eli taas y € A.
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Kuva 6: Avoin suorakulmio

\J

Kuva 7: Suljettu joukko

Lause 1.2.9 Avoin pallo on aina avoin joukko. Avoin suorakulmio
{T€R2|a<x1<b,c<x2<d}

on avoin joukko.
Tésséd a,b,c,d € R,a < b, c < d. Katso kuva 6.

Miéritelmé 1.2.10 Joukko A C R? on suljettu, jos (komplementti) R*\ A
on avoin. Katso kuva [7.

Jana

{(z,0) [0 <2 <10} = A
on suljettu. Merkitdéin B := R?\ A. Joukko B sisiltdd kahdenlaisia pisteité
U= (Y1, 42):

11



1) y2 #0
2) yo = 0, mutta y; ¢ [0, 10].

Todistetaan, ettd joukko B on avoin. Olkoon 5 € B.
Tapaus 1° Valitaan esimerkiksi r = ‘y—22| Talloin B(y,r) C B.

Tapaus 2° Pitee y; < 0V y; > 10. Jos y; < 0, valitaan r = ‘1’71 ista seuraa

m
B(y,r) C B. Jos y; > 10, valitaan r = “21% misti seuraa B(y,r) C B.

Esimerkki 1.2.11 Joukko
A:={(z,0) | 0 <z <10}

ei ole avoin eiké suljettu.

Selitys. Joukko A ei ole avoin, koska jos valitaan T = (5,0) ja r > 0 mie-
livaltainen, niin B(x,r) ¢A. Joukko A ei ole suljettu koska jos merkitédén
B = R*\ A, piste (0,0) € B. Nyt B ei ole avoin. Olkoon r > 0 mielival-
tainen. Joukko B(0,r) sisaltdd A:n pisteitda B(0,7) B joten B ei ole avoin.
Néin ollen A ei ole suljettu.

Heuristisesti: Katso kuva &l

Esimerkki 1.2.12 Olkoon
A::{x:(xl,x2)6R2|O§x1§1,0<x2<1}.

Joukko A ei ole avoin eiké suljettu. Katso kuva 9.

Miiritelmé 1.2.13 Olkoon A C R?, 7 € R?. Piste T on joukon A kasaan-
tumispiste, jos jokainen T:n ympéristo sisédltdd vihintdan yhden A:n pisteen
Y, y#T

Esimerkki 1.2.14 Olkoon

a={(12) wen)

Piste 0 on A:n kasaantumispiste. Katso kuva [10.
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siséltyy A:han

=> A ei avoin eika suljettu
ei sisally A:han

K on suljettu, jos paatepisteet siséltyvat K:hon

Kuva 8: Joukot A ja K

siséltyy

ei sisally

\J

Kuva 9: Joukko A

13
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N R TP )

Kuva 10: Kasaantumispiste

Lause 1.2.15 Jos T on A:n kasaantumispiste, niin jokainen B(T,r) sisiltda
ddrettomin monta A:m pistettéd. Liséksi on olemassa jono (Tx)52, C A siten,
ettd limy_ oo Tr, = T.

Maéaritelma 1.2.16 Joukon A sulkeuma on joukko

A:={7 € R?| 7 € A tai 7 on A:n kasaantumispiste}.

Lause 1.2.17 Jos A C R2, niin A on suljettu joukko. Jos B on suljettu
joukko, niin B = B.

Seuraus 1.2.18 A on suljettu, jos ja vain jos A sisdltéda kaikki kasaantumis-
pisteensa.

Esimerkki 1.2.19 Joukko
1
B = {(1’3+k> | kEN}

C:=BU{(13)}

ei ole suljettu. Joukko

on suljettu.

Maiaritelma 1.2.20 Piste T on joukon A sisdpiste jos on olemassa ympéristo
B(z,r), r > 0 siten, ettd B(z,r) C A.

14



Piste Z on joukon A ulkopiste, jos T € R*\ A ja on olemassa s > 0 siten, etti
B(z,s) C R*\ A.

Piste T on joukon A reunapiste, jos sen jokainen ympéristdo B(T,r), r > 0
siséltidd sekid A ettd R? \ A:n pisteiti.

Esimerkki 1.2.21 Olkoon joukko
C:={(z,y) |1 <z <3,2<y<4}
Piste (1 + 45,2 + 1555) € C on siséipiste, (2,4) € C ei ole sisépiste. Piste

(31,3) on joukon C' ulkopiste, (2,2) € R?\ C ei ole ulkopiste. Pisteet (2,2)
ja (2,4) ovat joukon C' reunapisteita.

Todistus. Tapaus (2,2): Olkoon r > 0 mielivaltainen.

1° Joukko B((2,2),r) siséltdd C'n pisteitd: médritelliin +' = min(1,7) ja
b=(2,2+7%). Tillsin b € B((2,2),7);

\(2,2)—1)’:‘(2,2)— (2,2+g>|:|<0,g>‘: 02+<7;)2:;/§;

Toisaalta b € C, koska b = (2, 2+ %/)
2° Joukko B((2,2),r) siséltdid joukon R?\ C pisteiti, esimerkiksi

c= (2,2— ;) e (R*\ C) N B((2.2),7).

Todistus harjoitustehtdva. O

Joukon A reuna on se joukko
OA := {7 € R? | 7 on A reunapiste}.

Jos T ¢ A, niin T on joukon A reunapiste jos ja vain jos T on joukon A
kasaantumispiste.

Seuraus 1.2.22 A = AU 0A.

Joukko A on suljettu jos ja vain jos se sisiltédé kaikki reunapisteensa.

15



2 Useamman muuttujan funktiot

Olkoon m,n € N, A C R™. Funktiota f : A — R sanotaan m:n muuttujan
reaalifunktioksi.

Funktio f : A — R"™ on m:n muuttujan vektoriarvoinen tai R™-arvoinen
funktio. (Jos m =n > 2, niin f on vektorikentté.)

Esimerkki 2.0.23 Kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita:

f(z,y) = sin(z,y)
fle,y) = 2° +32%y —y°
_ 1 1
9(z,y) = 22y
h(z,y) = tanz; -sinzy
hw) = |z|+3|zf
L, Tl 2> Lo
g(xlva) =

sinzy, 1 < T9

misséd z,y € R ja x1, 22 € R.

Esimerkki 2.0.24 Kahden muuttujan R2-arvoisia funktioita:
fA=R? (@)= (@), (7)) = 1@ + f2(2)],
missi fi : A — R, fo: A — R jaT € R? Esimerkiksi

flry) = @ +y* 1+, in,y€R 2,y #0
g(x1,25) = (sinzy + cosxg,sinzy — cosxy).

Esimerkki 2.0.25 Kahden muuttujan R3-arvoisia funktioita:
f@ = (@), f2(Z), f3(T), € ACR? fj: A—-R,j=1,2,3,...

Esimerkiksi
9(z,y) = 2z +y,3y% 227%)
f(@) = (sinzy,cos(zy + x2),tanxs).

Yleisesti: Funktio f: A — R", A C R™ on muotoa

f(T) = (fl(f)va(T)a s >fn(T))a

missd T € A C R™, ja f; : A — R on funktion f j:s komponenttifunktio.

16



Esimerkki 2.0.26 Ratkaise yht&lo
f@) =0, kun f: R® = R, f(x1,79,23) = 25 + 27 — 323
siis yhtalo
z3+ 1] — 335 =0 <= x3 =315 — 25 (pinta R*:ssa)

Ratkaisu on pintal!

Esimerkki 2.0.27 Ratkaise yht&lo

9(z) = (1,2,0), g¢g:R*—R? ¢(@) = (2, + 23,25, 2

Ratkaisu. Yhtalot:

Ty + ZL‘% = 1 l‘% = 2 ry = 0
w3 = 2 = { 2y 2 = { oz = V2
T =0 ry = 0 Ty = +1

Yhtalolla ei siis ole ratkaisua.

Miiritelmé 2.0.28 Olkoon A C R?, @ € R? siten, ettd B'(a,r) C A. Luku
b € R on funktion f: A — R raja-arvo pisteessi @, jos jokaista r > 0 kohti
voidaan 10ytédéd s > 0 siten, etté

| f(@) =b] <,
jos |T —a| < s, T # a. Merkitdén

b= lim f(T).

Tr—a

Maésritelmé 2.0.29 Olkoon joukko B C R? ja piste @ joukon B kasaantu-
mispiste. Luku b € R on funktion g : B — R raja-arvo pisteessd a joukossa
B, jos jokaista r > 0 vastaa s > 0 siten, ettd

[9() =b] <,
kun 7 € B ja |T —a| < s, T # a. Merkitaén

b= lim f(7).
T
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Esimerkki 2.0.30 Olkoon funktio
22y
f(x>y) T .1’2 +y2

mééritelty joukossa R?\ {(0,0)}. Miki on funktion f raja-arvo pisteessi 07
Vastaus: 0.

Todistus. Olkoon r > 0. Arvioidaan lauseketta

[ f@) =bl=1f@)]

On néaytettava, ettd tdmé on pienempi kuin 7, kunhan 7 on riittdvén ldhelld
origoa. Arvioidaan

o (I’2 +y2)2
| f(l’) ‘ - xQ + yg

$2y2
ZEQ + y2

< =(* +¢*) =z’ (2)

Valitaan s = min (3,1). Olkoon |T —@| < s eli | 7| < s. Silloin

[# =1zl 17| <7l <5 <

[\

O

Esimerkki 2.0.31 Maaritelldan funktio

2 2
fla) = L0 (@) £ 00)
Jos x = y2, niin , o
_ W=y
f<x7y)_ y4+y4 =0

Jos y = kx, k € R, niin
Eix* — 2k%a3 + 2% 1+ k*2? — 2k%x
_ 1,
kixt + 22 1+ k22

flz,y) =

kun z — 0.

Lause 2.0.32 Olkoon @ joukon A kasaantumispiste, sekd joukko B C A ja
oletetaan, ettd @ on myo6s joukon B kasaantumispiste. Olkoon f : A — R.
Jos on olemassa luku b € R siten, etté

lim f(7) = b,
TeA

niin patee myos
lim f(z) = b.
Teb

18



Esimerkki 2.0.33 Raja-arvon laskeminen kiyrié pitkin. Olkoon g : R? \
{(0,0)} — R ja tarkastellaan raja-arvoa joukossa A C R?\ {(0,0)}, eli

lauseketta
lim ¢(z) (3)
T—0,7€EA
a) A:={(t,kt) | t € R,t > 0} (k kiinted). Silloin
(3) = lim g(t, kt)

(katso esimerkki 2.0.31).
b) A:={(t*,t) | t € R} Silloin

N _ 1s 2
(3) = lim g(¢°, 7).

Esimerkki 2.0.34 Olkoon funktio

W=
g(xay) - y4+x2
Nyt
' - - ) (2 —2)?
lim () = lim (17, t) = limg == =

T—A

Huomautus 2.0.35 Lauseen 2.0.32 seurauksena funktiolla

(y* — )

f(z,y) = "

ei ole raja-arvoa pisteessi 0.

Maééritelmé 2.0.36 Olkoon A C R" ja @ € R" siten, ettd B'(a,r) C A
jollakin r > 0. Funktiolla f : A — R™ on raja-arvo b = (by, ..., b,) pisteessi
a jos jokaista r > 0 vastaa s > 0 siten, etté

f@) -b|<r km [T-a|<s, TEAT£a

Vastaavasti médritelldén raja-arvo joukossa A, jos piste @ on joukon A ka-
saantumispiste.

Lause 2.0.37 Olkoon 4, a, b, f:=={f1,..., fm}, kuten Misritelmissi 2.0.36.
Piste b on funktion f raja-arvo pisteessd @, jos ja vain jos

r—a

19



Todistus. Oletetaan
lim f(7) = b. (4)

T—a

Olkoon k € {1,...,m}. On osoitettava etta

lim fi(Z) = by

T—a

Olkoon 7 > 0. On loydettdvd s > 0 siten, ettd | fx(T) —bx| < 7, kun
|7 —a| < s. Koska (4) pétee, niin on olemassa s > 0 siten, etté ‘ f(@) — 5‘ <
r, kun |T —a| < s. Talloin

| fo(@) = b | = /| fu(@) = by | JZU} ‘f(f)—5‘<r.

Oletetaan toisaalta, etté

T—a

pitee kaikille k. Olkoon r > 0. Valitaan s, > 0 siten, etté | f(T) — by | < 5,
kun |Z —@| < s. Valitaan s = minj<x<y, sx. Jos | T —a| < s, niin

\f(x)—b\zJim(aﬁ)—bkfSkim(x)—bk!<§f;=mr=7“-

k=1 m

O

Esimerkki 2.0.38 Olkoon joukko A =R\ {(0,1,0)}, m = 2, ja

. xd(za—1)*ad
flzy, 20, 23) = <x1 + sin(xox3), —x?i(%fl)agxg)

fi(zy,x9,23) = x1+ sin(ngd) (A—R)

m‘ll(mg 1) 13

f2($1,$2,903) = PZr(@-1)24al (A—>R)-

Tassé fi ja fo ovat kuvauksia A — R. Laske limz_, 0 1,0) f(7).

Lauseen 2.0.37 mukaan on syytéa tarkastella komponenttifunktioita erikseen:

xl%(l;% 0 fi(zy, z9, x3) = xJ%(I)ﬂ,o) x1 + sin(zax3) = 0+ sin0 = 0.

Voidaan olettaa, ettd |x; | <1, |zo — 1| < 1ja|z3| < 1. Tésta seuraa

’ff%(@ - 1)4$§‘ = a1 | fwo = 1| s [* < [ 2 = 17 23 |* < (a3 (2—1)"+a3))".

20



Siis,

x‘ll(mzfl)‘lxg
2 +(z2—1)%+a3

224 (x2—1)2422))3
U | = (4 (22— 1)? + 23))°

= ’f—(()»lao) ’4_>07

kun 7 — (0,1,0), eli | — (0,1,0) | — 0. Néin ollen

Lause 2.0.39 Oletetaan, ettd kuvauksille f, g : A — R" pétee

lim f(z) =b, limg(T) ="z

T—a T—a

I(
g(

8|
=

b
o

—
o
n
S
|
“H
<
—~
)
RIS
o
=
E.
B
8|
|
Sl

8|

)

Maaritelma 2.0.40 Olkoon A C R™ja f : A — R". Sanotaan, etti funktio
f on jatkuva pisteessd @ € A, jos annetulle mielivaltaiselle » > 0 voidaan
loytad s > 0 seuraavasti:

| f(@)— f@)]|<r, kun |T—a| < s,T € A.

Funktio f on jatkuva joukossa A jos se on jatkuva jokaisessa joukon A pis-
teessé.

Esimerkki 2.0.41 Funktio f(z,y) = 2?+3yz+%', f : R* — R on jatkuva.
Yleisesti n:n muuttujan reaaliarvoinen polynomi on jatkuva.

Esimerkki 2.0.42 Funktio

 3ay +y+ wa?
9= 2 — g2

, g:A—=R, A={(z,y) | 2* # ¢’}

on jatkuva joukossa A.
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Lause 2.0.43 Kuvaus f = (f1,..., f,) : A — R™ on jatkuva pisteessé @ jos
ja vain jos fr : A — R on jatkuva pisteessa a kaikilla k = 1,... n.

Esimerkki 2.0.44 Olkoon funktio f(x,vy, z) = (2%, y+3z). Téssi fi(z,y, 2) =
122% on jatkuva ja fo(z,y,2) = y+ 3z on jatkuva, joten funktio f on jatkuva
R:ssé.

Analogisesti Lauseen 2.0.39 kanssa, kahden jatkuvan funktion summa, ska-
laaritulo, jne...ovat jatkuvia.

Huomautus 2.0.45 Olkoot f : A — B, g : B — C, missia A, B,C ovat
joukkoja:

go f(x):=g(f(x)),
kun x € A. Siisgo f: A — C.

Lause 2.0.46 Olkoon A C R", BC R", f: A — R" siten, ettd f(A) C B
ja ¢ : B — R*. Oletetaan edelleen etti joukko B on avoin, piste @ € A,
funktio f on jatkuva pisteessd @ ja funktio g on jatkuva pisteessi f(a). Silloin
funktio g o f on jatkuva pisteessi @.

Esimerkki 2.0.47 Mairitellddn funktio f(z,y) = (22,y), R*> — R? Se on
jatkuva ja sen iteraateille pétee

Fzy) = foflxy) = fla*y) = (z*,y)
Pzy) = fofof(zy) = f(f22%y) = flz',y) = («%,y)

fn(x7y) = fo...of (x,y)
—_——
n kappaletta

Kaikki ndmé ovat jatkuvia.

Esimerkki 2.0.48 Méiritelldéin funktio f(z,y) = (v, z*), R* — R? joka on
jatkuva.

fz,y) = fly, 2*) = (2%, %)
F(x,y) = f(F(2,y) = f(2,97) = (v*, 2%)

fHa,y) = ... = (24, 9y*) jne. ..
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3 Differentiaalilaskenta

3.1 Osittaisderivaatta

Miiritelma 3.1.1 Olkoon @ = (ay,as) € R? ja f reaaliarvoinen funktio,
joka on médritelty ainakin @:n jossakin ympéristossé. Jos on olemassa raja-

arvo
lim flar + h,az) — f(a,a2)
h—0 h

Y

niin tata sanotaan funktion f osittaisderivaataksi 1. muuttujan suhteen (tai
x:n suhteen) pisteessi a. Merkitddn
of

af a a T ! (=
871(‘”)’ 5@, fn(@), £, (@)

Vastaavasti mééritelldan f:n osittaisderivaatta toisen muuttujan suhteen raja-

arvona
lim flar,az +h) — f(as,az)

h—0 h

0 0
Dof (@), agﬁ;m), ai@ ine.

Dy f(a),

Tata merkitaan

Sanotaan, ettd funktio f on derivoituva pisteessi @, jos derivaatat Dy f(a)
ja Dyf(@) ovat olemassa. Jos funktio f on derivoituva joukon A jokaisessa
pisteessé, niin f on derivoituva joukossa A.

Esimerkki 3.1.2 Olkoon

) {0 kun (z,y) = (1,0)
x, = Ty
Y (x_l)%yz, kun (z,y) # (1,0)
Télloin

D1f(1,0) = Jim h =
ja

Daf 0 = iy = = i gy~

Olkoon f kuten ylla. Pitden muuttujaa y kiintedna mééaritellaén x:n funktio

g(x) := f(x,y). Silloin
(@) = im SEER Y —9@) @t hy) = floy)  OF

h—0 h h—0 h ox

(z,9).
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Néemme siis, ettéd osittaisderivaatta z:n suhteen voidaan muodostaa tuttuja
derivoimissdantoja kayttden (pitamélla y vakiona).

Esimerkki 3.1.3 Jos
f(z,y) = 2*y* + 2*siny,
on osittaisderivaatta
Dy f(z,y) = 3y*x® + 42° siny.

Jos
g(z,y) =y* + €,

on osittaisderivaatta

0
Dig(z,y) =0+€"- (;j) = e™y.

Vastaavasti 8% muodostetaan pitdmalld z:44 vakiona (f ja g kuten yll&):

Dyf(x,y) = 2a% + 2" cosy,
Dog(x,y) = 2y+ ze™.

Useamman muuttujan funktion osittaisderivaatat

Olkoon funktio g mééritelty pisteen @ = (ay,...,a,) € R" ympiristossi, ja
j €{1,...,n}. Raja-arvot
@ - hmg(al,...,ay‘—l-h,...,an)—g(al,...,aj,...,an)

aflfj h—0 h

on osittaisderivaatta j:men muuttujan suhteen, ja sitd merkitdan D;g(a).

Esimerkki 3.1.4 Maaritellaan funktio

f(l'h T2, T3, ZU4) = :E%$3 + Sin(;UQ + $4) + eP1taa

Sen osittaisderivaatat ovat

Dif = 2x1234+ 0+ e . Dy(xq + x4) = 20723 + 17744
-1

Dyof = 04 cos(xg+ x4) + 0 = cos(zy + x4)
Dgf = l’%
Dyf = cos(zg+ xy) + 1174,
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Huomautamme, etté derivoituvan funktion ei tarvitse olla jatkuva.

Esimerkki 3.1.5 Funktio
1, kitnx=0Vy=0

0, muulloin

flz,y) :{

ei ole jatkuva pisteessi 0 = (0,0), mutta

f(h,O);f(0,0) :}1%1;1:07 D, f(0,0) = 0.

3.2 Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos derivaatta D; f on olemassa pisteen @ ympéristossé ja D; f on derivoituva
k:nen muuttujan suhteen, saadaan 2. kertaluvun osittaisderivaatta

Djif (@) = (Di(D; 1)) (@)
(4,k € {1,...,n}, kun f on n:n muuttujan funktio). Merkitdan myos

O*f

Ox;0xy, @

Vastaavasti méaéritelladn funktion f korkeamman kertaluvun osittaisderivaa-
tat

Djkif = Di(Djkf)
ja niin edelleen. Sanotaan, ettd f on m kertaa jatkuvasti derivoituva, jos

kaikki enintédén kertalukua m olevat osittaisderivaatat ovat olemassa ja jat-
kuvia.

Esimerkki 3.2.1 Funktion
f(z,y,2) == 2°y® + 2 siny + cos(zz)
osittaisderivaatat ovat

Dif = 3y*x?+ 4x’siny — zsin(z2)
Dof = 223y + zcosy
Dsf = —uzsin(zz).
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Péateeko D12 = D21?

Dy f = 6xy*+ 122%siny — 22 cos(xz)
Doy f = 22% —ztsiny
Ds3f = —x%cos(xz)

Diof = Do(D:if) = 62%y + 423 cosy

Doy f = Dy(Dyf) =62y + 423 cosy

Dysf = Ds3(D.f) = —sin(zz) — zzcos(xz)
D31 f = Dy(Dsf) = —sin(zz) — xz cos(xz)
Dysf = 0

Dspf = 0

Esimerkki 3.2.2 Maaritellaan funktio

T .%27 2 —
fog) o | S (1) £0
’ 0 kun (z,y) = 0.
Kun (z,y) # (0,0)
Dyf = D (xy(f”Q - 92)> _ B2’y — 9@ + o) — 2u(a’y — 2y)
vy o+ ¥y (©
_ 4228 + oty — o
(22 + y2)?
ja
x® — 4a3y? — 2yt
Dof =...= 7
! (22 +y?)? ")
Tuloksesta (6) seuraa
0-y’+0-y—y>  —¢°
le(07y) = (02 + yg)g = y4 =Y kun Yy 7é 07 (8)
ja tuloksesta (7)
Dyf(z,0)=...=xz, z#0. 9)

Osittaisderivaatat origossa ovat

D, f(0,0) = lim 1(h,0) = £(0,0) = lim —hAO.’EZ‘EO?)_O—th—O (10)
! ’ —h—>0 h _h—>0 h —h—>0h o
ja
0,h) — f(0,0
D.£(0,0) = lim 7% )hﬂ’):...:o. (11)
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Nyt tuloksien (8) ja (10) avulla saadaan

. Dif(0,h) = Dif(0,0) . —h—0
D12f(0,0) = Do(D1£)(0,0) = lim 1S )h At ):}336 oo
ja tuloksista (9) ja (11))

. Dyf(h,0) = Dyf(0,0) . h—=0
D21 £(0.0) = Dy(Daf)(0.0) = im 22 (.0 % efl )Z%li% o

On kuitenkin vain erikoistapaus, ettd osittaisderivaatat saavat eri arvot.

Lause 3.2.3 Olkoon funktio f reaaliarvoinen kuvaus, joka on mééritelty
pisteen (a,b) € R? ympéristossi. Oletetaan, ettd Dyo f ja Do f ovat olemassa
pisteen (a,b) ympéristossa ja jatkuvia ainakin pisteessi (a, b). Silloin

Dlgf(a, b) = Dlgf(a, b)

Todistus sivuutetaan.

Esimerkki 3.2.4 Olkoon

f(z,y) =2’y + €.

Osittaisderivaatat
Dy = 2xy+ ye™

2% + ze™
2z + (1 4 zy)
D12 = 20+ €xy(]. + .Ty)

S5
Il

Olkoon f = (fi,...,fn) pisteen @ € R™ ympéristossd mééaritelty vekto-
riarvoinen kuvaus. Mééritelladn funktion f osittaisderivaatta x;:n suhteen
pisteessé @ raja-arvona

Djf(a)Zflliil})f<al’“"aj+h’...;bam)_f(al’“"&m)

mikéli raja-arvo on olemassa. Ei ole vaikea osoittaa, ettd osittaisderivaatta
saadaan derivoimalla komponenttifunktiot:

D;f(@) = (D; (@), ..., D;fo(a)).
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Esimerkki 3.2.5 Olkoon m =2, n =3 ja
flz,y) = (sin(m +y), 2%, ezy).
Osittaisderivaatat ovat
Dif(x,y) = (cos(x+y),?2x, yel’y)
Dyf(x,y) = (cos(x+y),0, :Be‘”y>.

Lause 3.2.6 Olkoon funktio f maééritelty pisteessd @ € R™, reaaliarvoi-
nen. Jos osittaisderivaatat D;;f ja Dj;f, © < j, ovat olemassa pisteen @
ympéristossa ja jatkuvia pisteessd @, niin

D;;f(@) = Djif(a), i,j€{l,...,m}.
Todistus. Olkoon @ = (ay, ..., a,). Mééritellddn

g(z,y) = flar, ..., ¢i—1,%,Qix1, o, Qj_1, Yy Qjtt, - - -, Qi)

joka on kahden muuttujan funktio. Funktiolle g patee: x on méadritelty pis-
teen @ = (a;,a;) € R? ympéristossd, D1g, Dog médritelty @’:n ympéristossi
jne...Sovelletaan lausetta [3.2.3.

D;;f(@) = Di2g(a;,a;) = Dag(a;,a;) = Dy f(a).
O

Esimerkki 3.2.7 Jos h : R* — R ja kaikki osittaisderivaatat kertalukuun
5 asti ovat jatkuvia, niin

D1234h - D4321h = D1432h = ..

Mutta tietenkédin ei pade esimerkiksi Doj3h = Daosh.

3.3 Differentioituvuus

Yhden muuttujan funktio f on derivoituva pisteessd xg € R jos ja vain jos
on olemassa a € R siten, etta

f(zo+ h) — f(xo) = ah + he(h),

missi € on reaalimuuttujan funktio, mééritelty 0:n ympéristossi ja e(h) — 0,
kun A — 0. Silloin a = D f(x).

Tutkitaan samaa asiaa kahden muuttujan funktioille. Olkoon @ = (ay,as)
tarkastelupiste ja oletetaan, ettd funktio f on maéaardtty pisteen @ jossakin
ympéristossi U. Oletetaan, ettd h € R siten, ettd a + h € U.
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Maaritelma 3.3.1 Funktio f on differentioituva pisteessa @, jos on olemas-
sa luvut a; ja as siten, ettd

F@+h) — f(@) = arhs + ashy + | | e(R), (12)

missd € on jossain origon ympéristossd V' maééritelty funktio V. — R ja
e(h) — 0 kun h — 0. Jos merkitddn @ = (a1, ag), niin (12) voidaan kirjoittaa
muodossa

f@+h) - f@=a-h+|h|en).

Maisritelmé 3.3.2 Olkoon A € R?. Funktio f : A — R on differentioituva
joukossa A, jos se on differentioituva jokaisessa pisteessd a € A.

Lause 3.3.3 Jos funktio f on differentioituva pisteessé @, niin se on jatkuva
pisteessa a.

Todistus. Olkoon s > 0. On 16ydettava r» > 0 siten, etté
| f(Z) — f(a)]| <s, kun |Z—a| <.

Olkoon ¢ kuten kaavassa (12), samoin @ = (aq, az). Voidaan 16ytaa s siten,

ettd |e(h)| < 1, kun ’E‘ < §'. Valitaan r = min (s’, ﬁ) Olkoon nyt T

sellainen, ettd |T —a| < r. Talldin (merkitééin h =T — @)

[f@ — f@| = |f@+h) - f@]|=|a-h+|h|e®)]

< |a-n|+|n||m]| < |R|(la]+]e®m)|)

< [z-al(lal+1) <r(lal+1) < Fral+1) =s
O

Lause 3.3.4 Jos funktio f on differentioituva pisteessé @, niin f on derivoi-
tuva ja
Djf(a) = O{j, j = 1,2

Todistus. Tapaus j = 1.

f@+h) = f(@ = arhy + ashs + | B| (h),
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missi e(h) — 0 kun A — 0. Tamé piitee, kun h on jossakin 0:n ympiristossi.
Erityisesti voidaan tarkastella tapausta h = (hq,0), missd h; > 0. Muodos-
tetaan

f@+hn) — f(a flay 4 hi,a2) = f(ar,a2) ol @

= = E
n o oo e
]z
= o+ —¢e(h) — o,
ha
kun A — 0. Tdmi todistaa, ettd D, f(a@) = «, koska osittaisderivaatan

maaritelman mukaan on toisaalta

lim flar + hy,a2) — f(ay, az)
h1—0 hl

= D, f(a).

Toinen muuttuja kéasitelladn vastaavasti. O

Differentioituvuus ja muut edelld mainitut tulokset méaéritelldén ja todiste-
taan samalla tavalla n:n muuttujan funktioille.

Esimerkki 3.3.5 Funktion

=L kun (z,y) # (0,0)
e~ | Vi
f(z,y) { 0, kun (z,y) = (0,0).

molemmat osittaisderivaatat D;f(z,y), Dof(x,y) saavat origossa arvon 0.
Voidaan kuitenkin osoittaa, ettei f ole differentioituva origossa.

Lause 3.3.6 Jos funktio f on derivoituva jossakin pisteen @ ympéristossé
ja osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteessd @, niin f on differentioituva pis-
teessa a.

Esimerkki 3.3.7 Onko funktio f(z,y,z) := 2%y|z| + xy differentioituva
pisteessi (2,0,0)7

Ratkaisu.
Dif(z,y,2) = 2ay|z|+y
Dof(w,y,2) = 2°|z|+x
D3f(z,y,2z) = limy_g —f@’o’n);f(Q’O’O) =limyo 52 =0
le(Q,0,0) =0
Dgf(Q,0,0) = 2
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Funktio f on siis derivoituva pisteessi (2,0,0). Funktio f on differentioituva
pisteessi (2,0,0), jos

F(2+ha, ha, hg) = £(2,0,0) = D1 £(2,0,0)h1+D5 f(2,0,0)ha+Ds £ (2,0,0)hs+| | (R),
missid € — 0 kun ‘ h ‘ — 0. Ratkaistaan tésté € ja tutkitaan sen kdyttaytymisté,
kun ‘E‘ — 0.

e(h) = f(2+h1,h2,h3Th—‘f(270,0)_2h2

(2+ hy)?hy | hs | + (2 + hi)hy — 2hy

\/hi+ h3+Rh3

h h
= (24 m)?|hs| 2 2

+h

1
\/h? + h3 + h3 \/h2+ h3+ h3

< 24h)?hs|+hi]| =0

kun h — 0. Tasséa

h
| ha | <1,
\/h?+ h3+h3
joten funktio f on differentioituva.

Lauseke
le(a)hl + DZf(a)hQ + e an(a>h’n

on nimeltddn funktion f differentiaali pisteessd @, merkitaéan df (@)(h). Patee
siis
Af = f(@+h)— f(@) = df(@)(h),
kun A on ”pieni”.
Esimerkki 3.3.8 Funktion f(z,y) = z3y? osittaisderivaatat ovat
Dif =32%° ja Dof =2a%.

Kun @ = (a1,a2) = (1,2) ja h = (hy,ha) = (—0.04,0.05) on funktion f
differentiaali

df (@)(h) = Dy f(1,2) - (—=0.04) + Dy f(1,2)-0.05 = ... = —0.28
ja

Af = £(0.96,2.05) — f(1,2) = 0.96° - 2.05 — 4 ~ —0.2819. ..
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Esimerkki 3.3.9 (Virhearviointi) Pyritdén médradméaan maan vetovoiman
kiihtyvyys (g) kokeellisesti, mittaamalla putoamisaikaa t ja putoamismatkaa
s.

1 5 2s

S==gt°' = g= —.

2
Mittaustulokset s ja t eroavat jonkin verran todellisista arvoista s+hy, s+ hs.
Téll6in g:n virhe
dg dg 2 4s
—Zhi+ —hy = —hy — —ho.
s T T Em T
Jos tiedetddn mittaustarkkuudet eli | by | < § (jokin vakio) ja | he | < 7 (my0s
jokin vakio), niin

Ag = g(S+h1,t+h2) —g(S,t) ~ dg(87t)(ﬁ) =

- 2 4]s]|
‘dg(s,t)(h)‘ < t—25+ 5T

(Huomatus! Osittaisderivaatan jatkuvuudesta seuraa siis differentioituvuus,
josta taas seuraa osittaisderiviutuvuuden olemassaolo.)

3.4 Gradientti ja suunnatut derivaatat

Mairitelmé 3.4.1 Olkoon A Co R%ja f : A — R, differentioituva. T&ll6in
funktion f gradientti on vektoriarvoinen funktio A — R?, Merkitdin

gradf = Vf := (Dif, Daf) = D1 fi+ Dsf].
Yleensi, jos A Co R”, f: A — R niin midritelliin
Vf:=(Dif,Daof,...,Dpnf).
Pétee
4f(@)(R) = Dy f(yahs + Daf(@)hs = (D1 f(@), Daf (@) - (hi, ha) = V(@) -,
missi b = (hy, ho). My6s avaruudessa R™

df (@)(h) = Vf(@) - h.

Olkoon @ = (g, ap) € R? siten, ettd |a| = 1 = /a2 + a3. Olkoon funktio f
pisteen @ = (a1, a) ympéristossid mééritelty reaaliarvoinen funktio. Joukko

{a+ta]|teR}

on pisteen a kautta kulkeva a:n suuntainen suora.
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Maiaritelma 3.4.2 Jos on olemassa raja-arvo

o J@+ @) — (@

t—0 t ’

niin sitd kutsutaan derivaataksi suuntaan @ (pisteessi @), merkitadn Ogf(a).
Huomautus 3.4.3 Jos @ = (0,1) = J, niin d5f (@) = Dy f.
Huomautus 3.4.4 Maéritelmé [3.4.2 on sama R":ssé.

Lause 3.4.5 Jos f on differentioituva pisteessa @, niin 0z f (@) on olemassa
jokaiseen suuntaan @ ja

Of(@) = D1f(@on + Dz f(@az + -+ + Duf(@)an = Vf(a) - @.
Lause todistetaan myohemmin.

Esimerkki 3.4.6 Laske funktion
f(z,y,2) = o* + 2y + 2272

derivaatta pisteessi (1,2,5) vektorin (4, —2,2) suuntaan.

Ratkaisu. Lasketaan vektorin (4, —2,2) = v suuntainen yksikkovektori

‘@\

T (422 _(2—11)
Tl v+ \VETVET VG

Osittaisderivaatat ovat

S

Dif = 423+ 32%y+4zz; Dif(1,2,5) = 30
Dof = % Dof(1,2,5) = 1
Dsf = 2a% D3f(1,2,5) = 2,
mista seuraa
V£(1,2,5) = (30,1,2)
= 2 1 1Y) _ 61
0sf(1,2,5) = (30,1,2)- (&, —% &) =%

Lauseen 13.4.5 todistus:
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Olkoon @ tarkastelupiste, jossa funktio f on differentioituva ja olkoon @ € R",
|@| =1 jat € R. Koska funktio f on differentioituva, niin

f@+ta) — f(a) = Dif(a)taq + - - - + D, f(@)to, + | ]| @ | e(ta).

Siis erotusosamaara

fa+ta) — f(a)
t

]

=D f(@oq + -+ Dpf(@an + Te(ta)

— Dif(@)as + -+ D, f(a)ay,

kun ¢ — 0. Raja-arvo on siis olemassa, joten on olemassa suunnattu deri-
vaatta, joka on

D, f(@ay+---+ D,f(@)a, = Vf(a)-a. O

Huomautus 3.4.7 Suunnatulle derivaatalle saadaan arvio
|0sf(@)| = |V[(@)-a
< [Vi@llal=[V/(@)]
VD1 f@an)? + -+ (Duf(@)an)?.
Erityisesti, jos V f(a@) = 0, niin dgf(@) = 0 kaikkiin suuntiin a. Jos V f(@) #

0, niin voidaan kysyé, mihin suuntaan @ saadaan suurin derivaatta. Vastaus:
Kun @ 17 Vf(a) eli

Vi@

Vi@ |

silloin pétee

Vi@ _ Vi@
[Vi@]| V@]

Osf(a) =V f(a) -a=Vf(a) =|Vi@].

3.5 Yhdistettyjen kuvausten derivoiminen
Maaritelma 3.5.1 Vektoriarvoista funktiota
9:2(917"'7971)7 ng_)Rnaijm_)R

sanotaan differentioituvaksi pisteessé @, jos jokainen komponenttifunktio g;
on differentioituva pisteessi @.
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Lause 3.5.2 (Ketjusdénto) Olkoon g : R™ — R™, g = (g1, ..., gn) pisteessé
@ differentioituva funktio ja f : U — R, g(a) € U Co R" pisteessi ¢(a)
differentioituva funktio. T&ll6in f o g on differentioituva pisteessa @ ja

Di(fog) = 2 (D;f)(9@)(Dig;) @),
i=1
missd 2 =1,...,m.
Esimerkki 3.5.3 Olkoot funktiot f: R — R jag: R — R. Nyt
D(f o g)(a) = f'(g(a)) - g(a).
Esimerkki 3.5.4 Olkoot m=1,n=2, f:R* > R, g: R — R?, f(z,y) =
22+ el e ja g(t) = (11— ) = (g1(t), (1)) Nyt
fog:R—R, fog(t)=t>+et40Y

ja

D(fog)(t)=2t—e'™" + (1 —2t)e" .
Lauseen [3.5.2 avulla:

{le(fv,y) = 2z +ye™ {Dgl(t) =1
Dof(ry) = ev+ze™ ) = -1,

joten
D(fog)t) = (D1if) (g ) Dg1 () + sz)( ())'(D92)(t)

= (2t+(1 £et=0) 14 (el + tef-0) - (—1)
2t — et +(1 2t)e! 2t

Jos g (sisdfunktio) on yhden muuttujan funktio, niin f o g on myos yhden
muuttujan funktio ja

D(fog) = (DN (s0)g(0):

Jj=1

Esimerkki 3.5.5 Oletetaan ettd n = 1, n € N ja funktio f on yhden muut-
tujan funktio, g skalaariarvoinen funktio. T&lloin f o g on m:n muuttujan
funktio,

fog(xy,...,xp) = f(g(:rl,...,xm)>
ja

D;fog(T) = f’(g(T)) -Dig(x), i=1,....,m7T=(x1,...,2,) € R™.
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Esimerkki 3.5.6 Miaritelldan funktiot f ja g siten, etté

f:R—R, f(r) = 2*+sinx
g:R*—=R, ¢g(T) = x1— 22+ 13

Nytn =1, m =3jaT = (x1, 79, 23) € R?. Yhdistetty kuvaus fog: R* = R
on
fog(@) = (x1 — 29+ 3) + sin(z; — 29 + 3).

Lasketaan tdmén osittaisderivaatat:

f'(z) =2z + cosx

ja
Dlg(T) = 1, DQQ(T) =—1 ja DgQ(T) = 2%37
joten
Di(fog)(m) = (2(3;1 — 9 + 23) + cos(x1 — @2 + :c%)) -1
Dy(fog)(T) = —2(z1 —x9+ 22) — cos(z — @9 + 73)
D3(fog)(®) = 2x3-2(x1 — 29+ 23) + 223 cos(x1 — T2 + 23).

Lauseen 3.5.2 todistuksen idea:

Valitaan @ € R™ tarkastelupiste, ~ € R™ ”pieni muutos”.
(fog)@+h)—(fog)@ = f(9@+h) —f(9@) = f(9@+%k) - f(9(@),
(13)

missid k = g(a@+ h) — g(a). Kaikilla j = 1,... n:

Koska g; on differentioituva

kj = Digj(@h + -+ + Dug;(@hum + | 7 |£;(h) = 3. Dig;(@hi + | | &;(R).
i=1

(14)
Toisaalta myos f on differentioituva pisteessi g(@), joten

(9@ +&) — f(9(@)

Dyf(g(@) k1 + -+ Duf (9(@))kn + | B | E(F)
?zl(Djf)(g(d))k:j + \E\ (k).
(15)
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Yhdistamilla kaavat (13), (14) ja (15) saadaan

m n

fog@+®) ~ fog(@ =3 (3 Dif (9(a) Digy(@) )i+

i=1 \j=1

()
Pitkdhko tarkastelu osoittaa, ettd n — 0 riittdvin nopeasti, kun h — 0 (tar-
kemmin sanoen % — 0 kun h — 0). Témiin jilkeen Differentioituvuuden
madritelmésta seuraa

(x) = Di(f o g)(@).

Esimerkki 3.5.7 Olkoon f(z,y) = 2%y — y>. Laske funktion t — f(2t3 —
5t,t* + 3t + 7) derivaatta, kun t = —2.

Ratkaisu. Merkitadn
h(t) = f(2t* = 5t,t* + 3t +7) = fog(t),

misséa

g(t) = (26° = 5t,t' + 3t + 7) = (a(t), g2(1)).

Lauseesta [3.5.2 seuraa

W (t) = Dif(g(t))gi(t) + Daf (9(t)) g5 (t).

Nyt
g, = 6t2—5; gy = 4343
Dif(x,y) = 2wy Dof(x,y) = a* =3y
9(=2) = (-6,3)
91(=2) = 19; 95(—2) = —29
Joten

W(—2) = —36-19+9- (—29) = —945.

Esimerkki 3.5.8 Olkoon f : R® — R differentioituva ja h : R> — R
maéadritelty kaavalla

hz,y) = f(2® —y* 2y*, 2y); z,y €R.

Laske Dih ja Dyh funktion f derivaattojen avulla.
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Ratkaisu. Péatee h = f o g, misséd

9(@y) = (&% — v, 2y, 29).
Ketjusdénto: (h:n osittaisderivaatta x:n suhteen ¢ = 1 ketjusddnnossa)
Dlh(x7 y) = le(g(xa y)>Dlgl($7 y) + D2f(9($, y))Dlg2($’ y)

+Dsf (g(w,y)) Drgs(,y)
= 22D:f(g(x,y)) +y*Daf (9(x,9))-

Vastaavalla laskulla kun ¢ = 2

Dh(w,y) = =2yD1 f(9(2,9)) + 22y D f (g(x,y)) +2Ds f (9(2,)).

4 Kayrit, tasa-arvopinnat ja tangenttitaso

Maiaritelmi 4.0.9 Olkoon A C R vili (rajoitettu tai rajoittamaton) ja
A — R? jatkuva. Silloin joukko I' := f(A) on jatkuva kdyri. Yhtilopari

r = fi(?)
{y = fot) rea

on kdyran I' parametriesitys, t parametri.

Esimerkki 4.0.10 Maaritellaan

fit) = 2+3t

fo(t) = 1+2t° tel0,1] = A.

Sillon I on jana, katso kuva [11. Jos

fit) = x4 (22 —a1)t
La(t) = i+ (2 — )i,

niin I" on jana, jonka péétepisteet ovat (x1,y1) ja (22, ya).

Esimerkki 4.0.11 Maaritellaan

fi(t) = 10cost

£(#) = 10sing  LE€10:27]

Nyt I" on ympyri jonka keskipiste on 0 ja séide 10.

38



N (5, 3)

o

(

7

Kuva 11: jana I’

N

(1, 1)

A\ 4

Kuva 12: kayra f(t) := (t, %)

Huomautus 4.0.12 Sanotaan, ettd I' on rajoitettu, jos se siséltyy johonkin
kiekkoon B(0, R) (jollekin R € R*), muuten I' on rajoittamaton.

Jos A on suljettu ja rajoitettu, niin f:n jatkuvuudesta seuraa, ettd I' on
rajoitettu. (TAmén asian todistus jatetdéan véliin.)

Esimerkki 4.0.13 Maaritellaan

filt) =

hit) - ja A=10,1]

=

Katso kuva [12.

Olkoon A = [a,b]. Jos f(a) = f(b), niin kdyrd on umpinainen. Jos f on
injektio, niin kdyraéd ' sanotaan kaarekss.
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Olkoon 7 := [a, 5] — [a,b] sellainen jatkuva surjektio, ettd 7(a) = a ja
7(5) = b. Silloin
' = g([a, B]),

missd g := f o 7. Sanotaan, ettd kdyrélle I on tehty parametrin vaihto.

Esimerkki 4.0.14 Maaritellaan

fi(t) = 10cost

h#) = 10snt > €027

ja
7:10,1] — [0, 27] 7(s) = 2ms.
Téll6in
g=for:[0,1] — R?
ja

g1(s) = 10cos2ms

fa(s) = 10sin2ms ’ s€0.1].

Parametrin vaihto on sallittu muulloinkin kuin suljetun vélin tapauksessa.

Vastaavasti méadritelladn avaruuskayrat: Jos

f:A—R?
on jatkuva, niin kiyréd I" on joukko I' = f(A). Edelld mainitut termit kayvt
myos tassa.
Olkoon

{:c = x(t)

y = y(t)

Maiéritelmé 4.0.15 Olkoon L pisteen f(s) kautta kulkeva suora, suunta-
vektori @. Télloin L on I':n tangentti pisteessd f(s), jos pisteiden f(s) ja f(r)
kautta kulkevan suoran L, suuntavektorille 3(r) pétee:

lim 3(r) = a.

Lause 4.0.16 Ylla olevassa tilanteessa
a= (m'(s),y'(s)),

(mikali ainakin toinen komponenteista # 0).
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Todistus.

r—s r—s

B0) 1T (a0 = o(0)0(r) = (o)) = B 11 (=20 202000,
ja viimeksi mainittu vektori ldhestyy vektoria

(2/(5),9/(s)),
kanr —s. O

R3:ssa T on pisteen Ty kautta kulkevan suoran S piste jos ja vain jos T =
ta 4+ Ty, missd @ # 0 on suoran suuntavektori.

Avaruuskdyrin ¢ — T(t) tangentti(suora) méadritelladn kuten méiritelméassa
4.0.15! ja pisteessd Z(s) tangentti on vektorin

(2 (5), b (s), 24(s))

suuntainen.

Esimerkki 4.0.17 Olkoon ¢ € [1,10] ja Z(t) := (¢,¢*t*). Kun t = 2, on
tangentin suuntavektori

(v1(2), 25(2), #4(2)) = (1,4,12).

Katso kuva [13.

Palataan tasokayriin. Jatkuva kéyra esitetddn usein muodossa

f(z,y) =0,

missd piste (z,y) € R? kuuluu kiyrille ja funktio f on jossain A C R?
maéaaritelty jatkuva funktio.

Esimerkki 4.0.18 Nollakeskeinen R-sédteinen ympyré tasossa:
a) 22 +y* — R*=0
b) z(t) = Rcost

y(t) = Rsint, t € [0, 27].
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A X3

X1

Kuva 13: Tangentin suuntavektori

Vastaavasti, jos f : A — R, A C R? jatkuva, niin joukko

{(.y) e R | fle.y) =

on kayrd, kun ¢ € R ja f toteuttaa tiettyja ehtoja. Naitd kayrid sanotaan
funktion f tasa-arvokayriksi.

Osoitamme seuraavaksi, ettd funktion f gradientti on kohtisuorassa tasa-
arvokayrdd vastaan:

Oletetaan, ettd ¢ € R on kiinted ja ettd vastaavalla tasa-arvokayralla on
parametriesitys

t— (x(t),y(t)), teA.
Oletetaan, ettd x(t) ja y(t) ovat derivoituvia. Koska

f(z®),yt)) =c VteA,
df (= (1), y(1))
dt
= (Duf)(w(8), ()2 (1) + (Do) (), (1)) y/ (1)
= (VNH(e0y() - (20,5 0)).
Néin ollen tangenttivektori on kohtisuorassa funktion f gradientti vektoria
vastaan (jos '(0) # 0 tai y/'(t) # 0). Katso kuva [14.
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X(t), y(t) tai f(x,y)=c

Kuva 14: Gradientti

4.1 Pinnat

Maéritelmé 4.1.1 Avaruuden R? suljettu osajoukko S on pinta, jos jokai-
sella@ € S on ympéristé V joka on homeomorfinen nelién |0, 1[x 0, 1[ (=: I?)
kanssa. On olemassa jatkuva bijektio V — I2.

Tarkastellaan nyt pintoja, jotka voidaan esittdd muodossa

S=A{(z,y,2) | f(z,y,2) =0},
missé f: A — R jatkuva, A C R?.

Esimerkki 4.1.2 Ellipsoidi

Katso kuva [15.

Esimerkki 4.1.3 Jos g : B — R, B C R?, niin yhtilo
g(@,y) =2
maédrittelee pinnan. TAmé& voidaan néet kirjoittaa muodossa

g(x,y) —z=0.
—f

Pinta on nimeltdén g:n kuvaaja.
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S

Kuva 15: Ellipsoidi

4.2 Tangenttitasot

Olkoon S pinta
{f(z,y,2) =0}.

Olkoon (a, b, ¢) € S pinnan piste. (Huom! f(a, b, ¢) = 0). Tarkoituksemme on
johtaa téssé pisteessd olevan pinnan S tangenttitason yhtéls. Tarkastellaan
kdyrad I' C S, joka kulkee pisteen (a,b,c) kautta. Oletetaan, ettd I":lla on
derivoituva parametriesitys

t— < y(t) , teA.

Olkoon t; € A sellainen piste, etté

((to), y(to), =(to)) = (a,b,<).

Koska I' C S, niin
(), y(t),2(1) =0V t € A,
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ja tistd saadaan

Kun t = ty, saadaan

(V) (a,b,e) - (2/(0),5/(5), (1)) = 0

joten kaikkien ylld mainittujen kdyrien tangentit ovat kohtisuorassa gradient-
tia (Vf)(a,b, c) vastaan.

Tangenttitason yhtilo

Merkitaéan
7o := (a,b,c) = ai + bj + ck.
Olkoon 7 = (z,y, z) tangenttitason T piste. Siis

(x,y,2) €T <= T—T¢LVf(a,b,c)
< Vf(a,bc) (F—Tg) =0
< Dif(a,b,c)(x —a)+ Dyf(a,b,c)(y —b) + Dsf(a,b,c)(z—c) =0.

Taméa on T:n yhtalo.

Esimerkki 4.2.1 Maiéritelladn pinta

{E2 ,y2 IL‘2
Etata-1=0

Haluamme muodostaa tangenttitason yhtélon pisteessé (a,b,c¢) = (2,1, %)

(V.9,2) = E)
©HELE) = (L2,
T:n yhtalo
_ _2 - 1 Ve 3 B
1=+ 5 -1+ ( ﬂ) .
eli .
r Yy 2 B



Kuva 16: Taso T

Esimerkki 4.2.2 Olkoon g : A — R, A € R?, g differentioituva. Tarkastel-
laan pintaa S, joka on funktion g kuvaaja,

( )
=:f(z,y,z

Nyt
(Vf)(a, b> C) = ((Dlg)(av b)’ (D29>(a, b)7 _1)'

Pisteen (a, b, g(a, b)) kautta kulkevan tangenttitason yhtalo on néin ollen

Dig(a,b)(x —a) + Dag(a,b)(b—y) =2z —c.

Tason T yht#ld R?:ssa yleisesti
T:n maaraa:
e annettu piste @, joka kuuluu tasoon

e normaalivektori 7, joka on kohtisuorassa jokaista tasossa T kulkevaa
suoraa vastaan.

Oletetaan ettd niamé annettu: Olkoon T € R? mielivaltainen tason 7T piste.
Silloin T toteuttaa yhtélon:

(T—a)-m=0
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eli
€R
~
T1n1 + Tong + x3ng —a -1 = 0.

Yleisesti siis tason yhtélo on muotoa
Ax+ By +Cz+ D =0,
missid A, B,C,D € R.
Esimerkki 4.2.3 Méiritelliin @ = (2,2,1) jan = k = (0,0,1). Nyt n; =

ny =0, @-n = 1. Yhtilo:
z=1.

(Piste (x,y, z) kuuluu tasoon, jos ja vain jos z = 1).

Suoran yhtilé R3:ssa

Pisteen @ kautta kulkevan, vektorin 3 suuntaisen suoran L yht&lé on
T=t+a, tcR. (16)

Toisin sanoen, T € L jos ja vain jos on olemassa luku ¢ siten, ettd (16)

toteutuu.

Voidaan kirjoittaa myos muodossa

Ty — 0 XTo — Qg xr3 —ag

1 C2 C3

jollekin ¢; € R.

5 Vailiarvolause

Lause 5.0.4 Olkoon A Co R? ja f : A — R differentioituva, ja olkoot
a,b € A sellaisia pisteitd, ettd niiden yhdysjana sisiltyy A:han. Talléin on
olemassa 0 € [0, 1], jolle

f0) - f@=Vf(@a+opb-a)- (b-a. (17)

Huomautus 5.0.5 1) Lause 5.0.4/ piitee, kun R?* muutetaan R™:ksi.

2) Jos merkitdin b — @ = h, niin (17) pitee jos ja vain jos

f(@—h)— f(a) =Vf(@+0h)-h.
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Lauseen 5.0.4! todistus:
Todistus. Olkoon pisteiden @ ja b yhdysjana
J={a+th|0<t<1}.
Maéritellaan derivoituva funktio g : [0,1] — R,
g(t) = f@+th) (= f@+td-a)).
Ketjusddnnon mukaan
g (t) = Dif(@+ th)hy + Do(@ + th)hy = Vf(@+th) - h.
Toisaalta viliarvolauseesta seuraa, ettd on olemassa 6 € |0, 1], jolle
9(1) = g(0) = g'(6)(1 — 0) = g'(6).

Saamme

f@@+h) = f(@=g(1) — g(0) = g'(0) = Vf(@+0h) - h.
O

Esimerkki 5.0.6 Jos | Vf(a)| < M tarkastelualueessa (ainakin janalla .J),
missd M on jokin positiivinen vakio, niin

f0) - f@)| = Vf(a+9(b—a))-(b—a)‘]
b

IN N
=
=

|
s

Kaavaa voidaan soveltaa fysiikan virhearvioinneissa: b on jokin mitattu suu-
re, a sen tarkka arvo, |b— 6’ mittausvirhe (josta on jonkinlainen kisitys

olemassa). Lauseke f(a@) on etsitty suure, ja edelld mainitun kaavan mukaan
M ‘ b— a‘ on yliraja arvio virheelle, joka tehddin, kun f(a)m likiarvo f(b)

lasketaan mittaustuloksen b perusteella.

5.1 Implisiittifunktiolause

Lause 5.1.1 Olkoon A Co R? ja f: A — R jatkuvasti derivoituva. Olkoon
(a, b) piste, joka on f:n nollakohta, f(a,b) = 0. Oletetaan, ettd Do f(a,b) # 0.
T&ll6in on olemassa sellainen suorakulmio

D ={(z,y) | a1 <o <asb <y<b}CR?
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y(x)

(a b)

S X

ap do

Kuva 17: Suorakulmio D

(a,b) € D, etté jokaista = € |ay, as[ kohti yhtalolla

f(z,y) =0

on yksikésitteinen ratkaisu y(x) € ]by, by[. Funktio z — y(z) on jakuvasti
derivoituva valilla |ay, as].

Huomautus. Siis funktio = — y(z) toteuttaa f(z,y(z)) =0, V x € Jay,aq|.
Katso kuva [17.

Esimerkki 5.1.2 Funktion

fly)=9y"+ay—4=0

ratkaisupisteet tasossa: Katso kuva [18.

Yhtélon koko ratkaisu ei ole minkdéan yhden muuttujan funktion kuvaaja!
Lauseen 5.1.1! todistus.

Todistus. Oletetaan ettéd Do f(a,b) > 0. Koska Dy f on jatkuva, tésti seuraa
ettd on olemassa r > 0 siten, ettd Dof(z,y) > 0, kun (z,y) € B(a,r) (tédssa
@ := (a,b)). Tarkastellaan funktioita y — f(a,y); ylla olevan nojalla se on
aidosti kasvava b:n n-ympéristossi. Olkoon by, by € R sellaisia, ettéi

T r
b—§<b1<b<b2<b+§.
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N
7

~~_ Implisiittifunktiolause "l6ytaa
taman ratkaisun"

Kuva 18: Ratkaisupisteet

Téll6in
f(au bl) <0= f(a’7 b) < f(aa b2)

Koska f jatkuva, niin on olemassa sellaiset luvut aq, as,

T r
a—§<a1<a<a2<a+§,

etta
f(flf,b1><0, f('rub2>>07

kun a; < x < ay. Olkoon x € |ay, as[. Nyt pitee
L. f(xa bl) < 07 f(vaQ) >0
2. ¢y f(x,y) on jatkuva valilla by, b

3. ¢:yr— f(x,y) on aidosti kasvava.

Téastd seuraa, ettd on olemassa y = y(x) € |by, by, jolle p(y(z)) = 0 eli
f(z,y(x)) = 0. Todistus sille, ettd y(z) on derivoituva, sivuutetaan. O

Olkoon f: A — R, A Co R?, f(a,b) = 0 ja Dyf(a,b) # 0. Implisiittifunk-
tiolauseesta siis seuraa, ettd yhtalolla f(z,y) = 0 on yksikésitteinen ratkaisu
y(x) jokaista = € |ay, as| kohti. Funktio x — y(z) on jatkuvasti derivoituva.
Derivaatan y'(x) laskeminen:

Pétee f(x,y(x)) =0, joten
0= ddwf(x,y(x)) = Dif(z,y(x)) - 14 (D2f)(x,y(x)) -/ (z)

50



mista seuraa Dy flab)
/ — 4 a,
)= ——~"7.
Y = 510, b)

Esimerkki 5.1.3 Tarkastellaan yhtaloa
xy —sin(z +y) =0 (18)

Télla on ratkaisu x = y = 0. Osoitetaan, etté kyseessé oleva yhtidlo méaarittelee
y:n x:n funktiona jossakin pisteen nolla ympéristossi ja lasketaan y'(0).

Ratkaisu. Patee f(0,0) = 0 (Lause 5.1.1 kun @ = 0,b = 0) ja Dyof(z,y) =
x — cos(x 4+ y), Daf(0,0) = —1 # 0. Lause [5.1.1 soveltuu, joten yhtélo (18)
médrittedee y:n z:n funktiona.

o le(0,0) —1

YO=bfon -1 ="

ja
Dif =y — cos(x +y).
Tapaus, jossa implisiittilause EI toimi:

Tarkastellaan yhtéloa
x

2
(2) +y*=9=0 (19)
pisteessi (z,y) = (6,0). Nyt

D2f(x7y) :2y7 D2f(67 0) 207

joten implisiittifunktiolauseen oletukset eivét ole voimassa.

Huomautus 5.1.4 Yhtdlon (19) ratkaisupisteet muodostavat ellipsin ta-
soon. Katso kuva 19. Eli y ei ole yksikésitteinen x:n funktio.

Lause 5.1.5 Olkoon A Co R"*! ja f: A — R jatkuvasti derivoituva funk-
tio, jolle pisteessi (a,b) € A C R™!

f(@b) =0, D,1(a,b)#0.
Talloin on olemassa a:n ympéristé B(a,r) C R™ ja avoin véli by, by > b

siten, ettd jokaisella T € B(a,r) yhtalolla f(Z,y) = 0 on yksikésitteinen
ratkaisu y(7) € |by, by
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Kuva 19: Ellipsi

Derivaatoille pétee:

Dy(z) = — Dif (@, y(z)) i=1,...,n.

Dy f(7,y(T))

Lausettal5.1.5 voidaan kayttéé, kun halutaan varmistaa, ettd yhtélon f(x,y, z) =
0 ratkaisut muodostavat pinnan R?:ssa (vertaa luku 4).

Esimerkki 5.1.6 Yhtalo
flz,y,2) = 25 T =

méadrittelee z:n muuttujien x ja y funktiona erdédssi (0,0,0):n ympéristossa,
silla
£(0,0,0)=0-¢"=0,

eli yhtalo toteutuu. Nyt

D3f(ZL‘, Y, Z) = 6x2+y2+22 +z- 22612+y2+z2
Dsf(O, 0,0) = 10
(:L“, Y, Z) = 2$z312+y2+z2.

Siis voidaan ratkaista z = z(x, y), kun (z, y) on pisteen (0, 0) jossain ympéristossa.
Derivaatalle saadaan

9% 4 oy = _ D000 0 _
ax(ovo) - Dlz<070) - D3f(0,070) - 1 = 0.
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6 Adriarvojen teoriaa

Tutkitaan aluksi neliémuotoja kahden muuttujan x,y tapauksessa:
P(x,y) = ax® + 2bzy + ca?, (20)

missé a, b, c € R annettuja kertoimia.

Esimerkki 6.0.7 Maaritelldan
P(z,y) = 22% — 102y + 3y°.

Néhddan etta P(0,0) =0

1. Jos P(z,y) # 0 aina, kun (z,y) # (0,0), niin P on definiitti.

a) Jos P(z,y) > 0 aina, kun (z,y) = (0,0), niin P on positiivisesti
definiitti.

b) Jos P(z,y) < 0 aina, kun (z,y) = (0,0), niin P on negatiivisesti
definiitti.

2. Jos P(z,y) > 0V (x,y) € R? tai jos P(z,y) < 0V (x,y) € R?
niin P on semidefiniitti. (Huomautus! Jos P on definiitti, on se myos
semidefiniitti.)

3. Jos P saa positiivisia ja negatiivisia arvoja, se on indefiniitti.
Yleisemmin, neliomuoto R™:ssd on muotoa

P(f) = fTAT = Z a“x? + Z 2CLiinl’j,

i=1 1<i<j<n

missi A on n X n matriisi (ai;) ;-

Lause 6.0.8 Neliomuoto (20)) on
Definiitti, jos ac — b* > 0,
semidefiniitti, jos ac — b* = 0,
indefiniitti, jos ac — b* < 0.

Merkitain D = ac — b2.
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Todistus. Oletetaan, ettd D > 0. Silloin a # 0 ja P(z,y) voidaan kirjoittaa
muodossa

1
P(z,y) = —[(ax +by)* + Dy?].
Jos P(z,y) = 0, niin
0 =aP(x,y) = (azx + by)* + Dy>.

Taméi on mahdollista vain jos Dy* = 0 ja (ax +by)> = 0 eli y = 0 ja
(ar+0)>=0¢eliy=0jax=0 (koska a # 0).

Oletetaan nyt D < 0 ja a # 0. Tallsin
P(x,y) = i((ax+by)2+Dy2) — i((aﬂby) ~IDIy)((az+by)+/| D y).
Néhdaan, ettd P hiavida xy-tason suorilla
ar 4+ (b—+/|D|)y =0 ja a:c—l—(b—irm)yzo.
Siis P on indefiniitti.
Tapaus a = 0, D < 0. Téalloin
P(z,y) = y(2bx + cy).
Koska D = ac — b* < 0 ja a = 0, niin tdytyy olla b # 0. Otetaan y = 1:
P(z,1) = 2bzx + ¢,

joka saa negatiivisia ja positiivisia arvoja kun = € R. P on siis indefiniitti.
Tapaus D = 0.

1. Jos a # 0, niin P(z,y) = L(az + by)?,

2. Jos a =0, niin P(z,y) = cy?> = b= 0.

Selvastikin P on semidefiniitti. O

Esimerkki 6.0.9 Méaritellaan
P(z,y) = 2* — 6xy + 21>
Nyta=1,b=-3,c=2jaD=2-9= -7 eli P on indefiniitti. P(z,y)

héaviaa suorilla
1
= z.
/ (3 I ﬁ)

Esimerkiksi
) = 1-64+2=-3<0
P1,-1) = 146+2=9>0.
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Esimerkki 6.0.10 M4iaritelldan
P(z,y) = 4oy — 42* — 12

Nyta=—-4,b=2c=—1jaD =4—4=0 (semidefiniitti). Itseasiassa
P(x,y) = —(2z — y)?, mistd nihdiin

(i) Plz,y) <0V (z,y) € R?
(i) P(50,100) = —(100 — 100)? = 0.
Esimerkki 6.0.11 Maéritelldéan
P(z,y) = 2zy — 32 — 2.
Nyta=-3,b=1,c=—1ja D =2 >0 (definiitti). Esimerkiksi P(1,1) =
—2 < 0. Siis P(z,y) <0, kun (x,y) # 0.
6.1 Taylorin kaava

Olkoon A Co R?, f : A — R funktio, jolla on kaikkien kertalukujen jatkuvat
osittaisderivaatat. Olkoon Z € A tarkastelupiste ja h € R? siten, ettid jana

J={z+th|tel0,1]}C A

J on jana, jonka péitepisteet ovat T ja T + h. Médritelliin

g 0,1] — A
g(t) = T+th
9(0) = =
g(l) = T+ h.

Tarkastellaan funktiota
fog:[0,1] =R,

joka on mielivaltaisen monta kertaa derivoituva yhden muuttujan funktio.

Ketjusddnnon mukaan
(fog) =(Dif)og-gi+ (D2f)o gy =hi(Dif)og+ha(Dsh)og.
Huomautus 6.1.1
9(t) = (91(1), 92(1)) = (w1 + thy, x5 + thy),
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missii T = (w1, 13), h = (hy, he) ja g} = hy, g5 = hy. Edelleen

(fog)" = g (Dif og) +hagy(Daf o g)

1( (D11f) o g+ ha(Diaf) o 9) + h2(h1<D21f) 0 g+ ha(Dxaf)o 9)
= h(Duf)og+2hihy(Diaf)og+h3(Daaf)og

= ((h1D1 +haDy)*f) 0 g,

missii D} = Dyy, DiDy = Dyy = DyD; ja D3 = Dyy. Induktiolla voidaan
todistaa kaava
(fog)® = ((n1D1 + hQDQ)kf> °g.

Taylorin kaavasta yhden muuttujan funktiolle F' : B — R, missé [0,1] C
B Co R, saadaan

n—1
! Lo ), (21)

ZMF +ﬁ

missé 0 € |0, 1] (jos n = 1, tdmé& on véliarvolause).

Jos F toteuttaa tietyt (ankarat) vaatimukset, sille pétee kehitelméa
> 1
k=0

missd x € B(0,r).

Taylorin kehitelmé (21) pétee funktiolle F', jos se on n kertaa jatkuvasti
derivoituva. Sovelletaan taté, kun F':= f o g:

n=1 (¢ o o)) )
Foq =5 U0V (£o00)

k=0

Sijoittamalla k:nen derivaatan lauseke ja ottamalla huomioon
9(0) =7, g(1)=T+h, g()=7+0h,

saadaan

f@+h) = flg(1)) = fog(1)
= XiZg H(a Dy + ha Do) F(T) + (i Dy + ha D) f(% + OR),

missd 6 € ]0,1[. TAmé& kehitelmé pétee, kun f on n kertaa jatkuvasti deri-
voituva. Arvolla n = 2 kehitelmésta seuraa
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Lause 6.1.2 Olkoon f : A — R, A Co R?2, kaksi kertaa jatkuvasti deri-
voituva. Olkoon Z € A, h € R? ja h € B(0,r), missi r on niin pieni, eti
Z+ B(0,r) C A. Téllsin

f@+h) = f(@) = mDif(T)+ haDsf(Z)
+1 (WD f (@) + 201 haD1o f (%) + h3Dos f (7))
+| [ <),

missi (h) — 0, kun h — 0.

6.2 AéAriarvoista

Olkoon f: A— R, A Co R™, m € N. Télloin

e funktiolla f on (lokaali)maksimi pisteessd a € A, jos on olemassa sel-
lainen r > 0, ettd f(Z) < f(a@), kun = € B(a,r)

e funktiolla f on (lokaali)minimi pisteessd a € A, jos on olemassa sellai-
nen r > 0, ettd f(z) > f(a), kun = € B(a,r)

e #driarvo on minimi tai maksimi
e diriarvopiste on ldhtojoukon piste, jossa dédriarvo saavutetaan

e ddriarvo on oleellinen, jos f(Z) # f(a), kun T € B(a,r) \ {a} (téassa r
kuten maksimin tai minimin méaéritrelméssi).

Lause 6.2.1 Olkoon f: A — R, A Co R™, kerran derivoituva. Jos @ € A
on f:n ddriarvopiste, niin D;f(@) =0, kuni=1,...,m.

Esimerkki 6.2.2 Maaritelldan

fl@,y) =a* + 9"

Nyt
le(flf, ) = 2z

Yy
Dyf(z,y) = 2y
D;f(0,0) = 0, kunj=1,2

Tunnetusti f:114 on lokaali minimi pisteessi 0.
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Esimerkki 6.2.3 Maaritellaan

flz,y) =2® =y,
Nyt péatee Dy f(0,0) = 0 = D5 f(0,0). Toisaalta (0,0) ei ole dariarvopiste:
f0,r) = —r*<0
f(r,0) = >0

Lauseen 6.2.1! todistus:
Todistus. Tehdddn antiteesi: Oletetaan ettd @ € A on A:n dédripiste ja
Dy f(@) # 0, jollekin k£ € {1,...,m}. Mééritellidn funktio

g(x) = flar, ..., Qr_1,%, Q1. -, Q) (22)

missd x € B(ag, ) C R jollakin r > 0.
Nyt

Y (@) = Duf (@) £0.

Néin ollen g saa aj:n ympéristossa sekd suurempia etté pienempié arvoja kuin
g(ay). Kohdan 22 nojalla sama pétee funktiolle f, joten @ ei ole funktion f
adriarvopiste. 0O

Lause 6.2.4 Olkoon A Co R?, f: A — R. Oletetaan etté funktiolla f on
jatkuvat kertaluvun 1. ja 2. osittaisderivaatat. Jos pisteessd @ € A pitee

Dy f(@) = 0= Dyf(a)
ja
D := Dy, f(@) Dy f(a) — Di2(@)? > 0, (23)
niin @ on oleellinen &dériarvopiste;
e maksimi, jos Dy; < 0
e minimi, jos Dy; > 0.

Maaritelmi 6.2.5 Satulapiste. Olkoon A, @, f kuten lauseen 6.4 oletukses-
sa.

Dif(a) = D> f(a) = 0.

Jos f saa @:n mielivaltaisessa ympéristossi sekd suurempia ettd pienempié
arvoja kuin f(@), niin @ on satulapiste.
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Esimerkki 6.2.6 Maaritellaan

fla,y) =2 —y"

Derivaatat ovat

D1 = 2 D2 = —2y
Dll = 2 D22 = =2
D12 - 0

joten
Dif(z,y) =0 <= 22=0 <= =0
Dyf(z,y) =0 <— —2y=0 <= y=0.

Pisteessa a = (0,0)

D11 f(@) Dy f (@) — Diaf(a)? < 0.
Esimerkki 6.2.7 Maaritelldan

fla,y) =2* +ay+y* +a—y.
Tehtdvana on etsid dédriarvo- ja satulapisteet.

Ratkaisu. Osittaisderivaatat

Dyf = x+2y—1.

Jos (z,y) on kriittinen piste (eli derivaattojen nollakohta), niin

2v + y+1:0:> y = 1
r + 2y — 1 =0 r = —1

Pisteessa (—1, 1) pétee

Dy, = 2
Dy = 2 = D(—l, 1) > 0,
Dy, =1

eli kyseessé on #dériarvopiste (minimi).
Esimerkki 6.2.8 Madéritelldan
flo.y) =2" -y’ + 3y,
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Derivaatat ovat
Dif = 322+ 3y

Dyf = —3y*+ 3x.

Kriittiset pisteet ovat

322 + 3y = 0 r = at

{—3y2—|—3x:() <:>{y:—a:2
Edelleen
Dy f =6x, Dof =—06y, Dif =3,

joten

D(0,0) = —9<0 (satulapiste eli ei dériarvopiste)

D(-1,1) = 6:1-(=6)-(-1)—=9=36—9>0 (minimi.)

Lauseen 6.2.4] todistuksesta:

Olkoon h € B(0,r), r > 0. Lauseen [6.1.2 mukaan pétee

fl@a+h)—f@ = Dif(@)hi + Dyf(a)hy
+3(Duf(@h? + 2D1af (@ hahy
+Dar f(@h3) + | | e(h),

missé €(h) — 0, kun b — 0. Koska h on pieni ja D,f(a) = Dyf(a) = 0,
madrad lauseke

Dy f(@)hi + 2D1of(@)hihy + Do f(@)hs (24)

erotuksen f(a+ h) — f(@) etumerkin. Lauseke (24) on neliomuoto P(hy, hs),
kertoimet a = Dq1 f(@), b = Diaf (@), ¢ = Do f(a@). Ylldolevista madritelmista
seuraa, ettd @ on &ariarvopiste jos ja vain jos neliomuoto P on definiitti.

Huomaa, etta
D >0 < D(a) > 0.

Ylla olevat tarkastelut olivat lokaaleja.

Esimerkki 6.2.9 Funktion suurin tai pienin arvo joukossa B C R2. Olkoon
B kompakti (eli rajoitettu ja suljettu). Nyt péatee: Jos f : B — R on jatkuva,
niin f saa B:ssd suurimman ja pienimmén arvon. Esimerkiksi jos C' := [0, oo,
niin funktio f(z) = % ei saa joukossa C' pienintéd arvoaan. Mutta C' ei olekaan
kompakti joukko.
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Huomautus 6.2.10 Se, ettd funktio f : B — R saa pienimmén arvonsa
pisteessd Ty € B, tarkoittaa, etté

f@) = f(@o) VyeB.

Olkoon B kompakti, f : B — R jatkuva ja kaksi kertaa jatkuvasti derivoi-
tuva. Ainoat pisteet, joissa f voi saada suurimman tai pienimmén arvonsa
ovat

1. f:n lokaalit dariarvopisteet

2. B:n reunapisteet.

Ylla esitettyé lokaalien ddriarvojen tarkastelua voidaan siten kayttad hyvéksi
myos globaalien dédriarvojen eli suurimman ja pienimmén arvon 16ytéamiseksi.
Lopuksi, ilman todistuksia esitetddn n:n muuttujan funktioiden &ériarvojen
teoriaa.

Lause 6.2.11 Olkoonn € N, n > 2, A Co R", f: A — R derivoituva. Jos
funktiolla f on dédriarvo pisteessi a € A, niin

Vf@=0 ei Df(a)=Dsyf(a)=...=D,f(a)=0.
Todistus. Sama kuin n =2. O

Lause 6.2.12 Olkoon A Co R", f kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja
V f(@) = 0 pisteessd a € A.
Muodostetaan funktion f Hessen matriisi

Dy f(@) Diof(@) ... Di.f(a)
Dorf(@) Dexf(@) ... Donf(a)

H =
Dyif(@) Dpof(@) ... Dunf(@)
ja diagonalisoidaan se; saadaan muotoa
A 0 .0
0 X :
0 ... An

oleva matriisi. Seuraavat tulokset patevét:
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f(x)

AN
7

)
b

Kuva 20: Pinta-ala

a) Jos kaikki ominaisarvot ovat suurempia kuin nolla, on @ minimi.
b) Jos kaikki ominaisarvot ovat pienempié kuin nolla, on @ maksimi

c¢) Jos matriisilla on seké positivisia ettd negatiivisia ominaisarvoja, niin
a ei ole adriarvopiste.

7 Kayriintegraalit

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Sen integraalifunktiota F' : [a,b] — R mer-
kitdan

F() = [ f(t)dt,

ar

jasille pétee kaava %~ = f. Geometrinen tulkinta: Kuvan 20 véritetyn alueen

b
pinta-ala on [ f(z)dz.
Olkoon ¢ : [a,b] — R? (tai R") jatkuva. Joukko ¢ ([a,b]) C R? on kiiyré,
jota merkitdin esimerkiksi I'. Kuvaus ¢ on I':n parametriesitys.

Jos kéyrilla on parametriesitys, joka on injektio, sitd sanotaan kaareksi. Va-
litsemalla toinen pédtepiste alkupisteeksi ja toinen loppupisteeksi, saadaan
suunnistettu kaari. Kaari on sddnndllinen, jos silla on jatkuvasti derivoituva
parametriesitys.
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Maiéritelmé 7.0.13 Olkoon I' ¢ R? sddnnollinen suunnistettu kaari ja ol-
koon ¢ = (1, ¢2) jatkuvasti derivoituva parametriesitys (siis I' = ¢ ([a, b])).
Jos f:T'—= Rjag:T" — R ovat jatkuvia, niin méaritellaan

b

[ rdz+gdy = [ (Fe@)eh®) + g(e®)eh(0) dt.

T a
Yleisesti:
F'cR", ~v:lab]—=R", y(a,b]) =T, v=(v,....7)

jatkuvasti derivoituva. Olkoon f; : I' = R, j = 1,2,...,n. Méaéritelladn

b

/fld:cl + fodzs + -+ fodry, = / (RO + -+ ar(O)(8)) dt

a

Merkitadn myos

/f1d$1+f2d$2+"‘+fndl’n Z:/?'df,
I

r

missi [ = (f1,..., fn) ja dF == (dxq, ..., dz,).

Lause 7.0.14 Mééritelmén 7.0.13 kdyréintegraali ei riipu [':n parametriesi-
tyksesta.

Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 7.0.15 Laske

/x2dx + xy dy,

r

kun I" on yksikkdympyran kaari pisteesté (1,0) pisteeseen (0, 1).

Ratkaisu. Kéaytetéaan I":lle tuttua parametrisointia

xz@l(t):cgst’ 0<t< T
Yy = pa(t) =sint - =2

Talloin
Oi(t) = —sint, @h(t) = cost

dx

ei(t)dt,  dy = y(t)dt
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ja

/2
/:Ede—l—xydy: / (cos2t-(—Sint)—l-costsintcost) dt = 0.
r 0

Toinen mahdollisuus on kéiyttda [:lle parametriesitystéa

{;j _ \_/tl——t? . tel-1,0].
Talléin ¢ : [—1,0] — R? ja
() = (p1(8), 02(t)) = (—t, V1= 1)

Va2 +ytR =2+ (1-) =1

Télla parametriesityksella

Huomaa, etté

F/xde—i-xydy:/l <t2-(—1)+(—t)\/1—t2-\/1__t_tz> dt:/l(—t2+t2) dt =0,
silld ¢} () = —1 ja

L) = S(1— 1) F - (=2t) = ——"

902(>_§(_) '(_ >_\/1Tt2

Kayridintegraalin késite liittyy ldheisesti fysiikkaan.

Esimerkki 7.0.16 Tarkastellaan massapistetti, joka liilkkuu pitkin R?:n kéyria
I'. Kappaleeseen vaikuttaa voima

F(l’?y, Z) = Fl(l’,y,Z)g—F FQ(I’,?J,Z)}‘F F3<I,y,Z)E
missé, F : R3 — R3, F = (Fl,FQ,Fg).

Ratkaisu. Massapisteen sijainti ajan ¢ funktiona (aikavili on a <t < b) on

(1) = (x(t),y(t), 2(t) = x(t)i +y(t)j + 2(t)k,
katso kuva 21.

Kun aika muuttuu (vdhén) hetkestd t hetkeen t + At, massapisteen paikan
muutos on

AT = T(t+ At) = T(t) = (2t + At) — x(t), y(t + A) — y(t), 2(t + At) — 2(t))
= (2/()ALY ()AL 2 (H)AL) = At (t).
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Kuva 21: Massapisteen sijainti

Talla valilla tehty tyo on
AW = F(7(t)) - A7 = F(7(t)) - 7' (t) At.

Halutaan laskea tyo, joka tehddén, kun massapiste siirtyy pisteestid A pis-
teeseen B. Jaetaan aikavéli [a,b] osavileihin [ty_q,tx], K = 1,...,n. Tyoksi
osavlilld [ty_q, tx] saadaan

AW = F(?(tk_l)) : ’I"/(tk_l)(tk — tk—1)~
Koko ty6 on
AW = Z F(T(tk_l)) . T/(tk_l)(tk — tk—l)

k=1
joka suppenee aikajaon tihentyessé kohti integraalia

b

[Faw) -7 wa

a

Téassé

[RG0) - 7@ = [ (REOIE) + B0 + o)) d
= fFldI+F2dy+F3dZ,

eli tehty tyo on edellamainitun kdyradintegraalin arvo.

Kayrédintegraalit voidaan maéritelld helposti myos yleisemmille integroimis-
teille. Olkoot I'; ja I'y suunnistettuja sddnnollisid kaaria siten, ettd I';:n lop-
pupiste on I';;1:n alkupiste. Silloin I';:t muodostavat paloittain sddannollisen
tien I'. (I' = U%_, I';.) Maéritelldsn

/fldxl—l—”-—i-fndxn ::Z/fldx1+--~+fndxn.
r

=1 I
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Esimerkki 7.0.17 Tutkitaan integraalia
/ydx —xdy+ dz.
r
a) I' on jana jonka alkupiste on (1,0,0) ja loppupiste (0,1, 1). I':n paramet-
risointi:
o(t) = (1—=1)(1,0,0) +¢(0,1,1) = (1 — t,t,t) =: (p1,p2,p3), t€][0,1].

Nyt
Oi(t) = =1, y(t) =1 = p4(t)

joten

[yde—wdy+dz = [ (o)1) = p(B)eh(t) + (1)) dt
(t-(-1) = (1=t - 1+1)dt

—t—14+t+1dt=0.

Il
O O L O— .

b) I' on ruuviviiva

2 T
I'= t,sint,—t) | ¢ —
{(cos,sm,w)| 6[0,2}},

Nyt
SO]- (t) = COSt’ SOZ(t) - Sint7 903({:) = %t
pi(t) = —sint, @h(t) = cost, @h(t) = 2
joten
w/2
Jyde —wdy+dz = | (£2(8) 1 () + o1 (£)h(t) + (1)) dt
w/2
= [ (—sith—cos%—i—%) dt
0
w/2
= [(=1+2)dt=—-2+1%#0.
0

7.1 Vektorikentin potentiaali

Joukko A C R™ on alue, jos se on avoin ja yhtenéinen. (Joukko on yhtenéinen,
jos sité ei voi esittdd kahden epétyhjén avoimen, erillisen joukon yhdisteend).
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Miiritelmé 7.1.1 Olkoon A Co R? alueja f : A — R?, f = (fi, f2) vekto-
rikenttd. Jos on olemassa differioituva funktio u : A — R (skalaariarvoinen!)
siten, ettd Vu = f (eli f{ = Dyu, fo = Dou) niin u on funktion f potentiaali.
Sanotaan myos, ettéd lauseke

fidxy + fodxs

on eksakti ja u on sen integraalifunktio.
Huomautus 7.1.2 Kaikilla vektorikentilld ei ole olemassa potentiaalia.

Huomautus 7.1.3 Potentiaali on yksikasitteinen lisdttavaa vakiota vaille:
Jos u on funktion f potentiaali, niin v : A — R on funktion f potentiaali jos
ja vain jos on olemassa vakio ¢ € R siten, ettd v = u + c.

Esimerkki 7.1.4 Olkoon
f(z,y) = (32%y + cos(x +5),2* + cos(z +y)), f:R?*— R
Talloin
u(z,y) = 2°y +sin(z + y),
ja pitee Vu = f.
Esimerkki 7.1.5 Olkoon
f(z,y) = (102* cosx + €¥).

Télla ei ole potentiaalifunktiota. Tahén tapaukseen palaamme myohemmin.
Edelld oleva Méaéritelmé [7.1.1 toimii my6s avaruudessa R™: Olkoon f: A —
R™, missd A C R" on alue. Talloin u : A — R on funktion f potentiaali, jos

Vu=f.

Esimerkki 7.1.6 Olkoon

(T Yy =z M3\ A 3
f(xay7z)_<7137r3ar3)a fR\{O}_)Ra
missa o
T = (v,y,2) =xi+yj+ zk,
ro= |7 = V2T +y? + 22
Voidaan kirjoittaa f(z,y,z) = 5. Tilld on potentiaali u(x,y, z) = —1, silld

Njw

x
20 = — = fi jne.
r

NI

0 1
Diu= — (—(x2 + 9% 4 2%)” ) = 5(352 + 9% 4 2%)”

ox
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Kuva 22: Kaari I

Lause 7.1.7 Olkoon f : A — R" jatkuva vektorikenttd, A Co R™ alue
ja f = (fi,.--, fa). Olkoon u : A — R funktion f potentiaali. Jos @ =
(ai,...,a,) € A, b= (by,...,b,) € AjaT C A paloittain sifinnéllinen tie

alkupisteend @ ja loppupisteend b, niin

/f1 dovy + -+ + fodr, = u(b) — u(a).
r

Katso kuva 22.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd I' on sddnnollinen kaari, toisin sanoen, on
olemassa jatkuvasti derivoituva parametriesitys

©="(01,--,0n), ©:la,pB] = R"

Ketjusddannosta seuraa, etté

n n

(wop)'(t) =D (D) (p(t) ¢i(t) = >_ fi (p(t)) i(t), t€[a, 8] CR.

i=1 =1

Kéyriintegraalin méaritelmésta seuraa

ffldxl++fndxn =
I



O

Jos I' on sddnnollinen tie, jaetaan tarkastelu sddnnollisiin osakaariin.

Esimerkki 7.1.8 Laske

/yzdm +zzdy + xydz,
r (*)
kun I' on ruuviviiva,
T = cost
y = sint , te€]0,2n].
z =1

Alkupiste on (1,0,0) ja loppupiste (1,0, 27).

Ratkaisu. Maaritelladan u(zx,y, z) = xyz. Télloin
Vu(z,y,z) = (yz, zz, xy).

Siten (x) on eksakti funktio ja Lauseen [7.1.7 nojalla

/yzdw+$zdy+xydz:u(1,0,27r)—u(l,O,O):1-O~27T—1-0-O:().
r

Lause 7.1.9 Olkoon A Co R? ympyri (kiekko), f : A — R? jatkuvasti
derivoituva ja f = (f1, f2). Télloin funktiolla f on potentiaali jos ja vain jos

Dy fy = Do f (integroituvuus ehto).

Huomautus 7.1.10 Lause 7.1.9 ei péde kaikilla alueille A; se voidaan kylla
yleistéd niin sanotuille yhdesti yhtenéisille alueille. Katso kuva 23.

Lauseen [7.1.9 todistus. Viite: Funktiolla f on potentiaali jos ja vain jos
D f1 = D1 fo.

Todistus. 1. Oletetaan, ettd funktiolla f on potentiaali u, eli

{Dlu = fi
Dyu = fo °

Derivointijéarjestys on vaihdannainen, joten

Dl(DQU) = Dg(Dlu)
= Difs = Dafr.
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Joukko B(0,1)\{{ 0}
A

NV
N

Yhdesti yhtenédinen Yhtendisia, mutta eiviat yhdesti yhtenéisia
Kuva 23: Yhdesti yhteniisyys

2. Oletetaan, ettd Do f; = D fo. Merkitddn pisteelld (a,b) alueen A keskipis-
tettd. Olkoon nyt (z,y) € A mielivaltainen piste. Mééritelldén

U(l',y) = /fg(a1,$2> dl’g +/f1(l'1,y) dl’l (I /f1 dl’l +f2 dl‘g) .
b a r

Lasketaan

Y

Dyu(z,y) = Dl/f2(@> T2) dy +D1/f1(9€1,y) dry = fi(z,y),
b a

=0
ja
Yy x
Dou(z,y) = D2{f2(a,a:2) dzy + Dy [ fi(x1,y) dxy

a,y + fDQfl(xlvy) dxl

a

+ [ D1 fao(21,y) day

+ [f2<x17 y)]ilza
+ f2(x7y) - f2<a7y)

|
e
QQ

- f2($,y>
Perustelu sille, ettid téssd voidaan derivoida integraalimerkin alla, sivuute-
taan. O

Esimerkki 7.1.11 Laske

2z(1 —eY) ev
- dr+-——d
[ e T
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I'= {(x,y) | © = cost,y =sint,t € [0,721}

Ratkaisu. Tien alkupiste on (1,0) ja loppupiste (0, 1). Merkitdan

Talloin
D2f1(x7 y)
leZ(xv y)

eli Dofy = Difs. (Yhtils Dof) = D, f, pétee koko tasossa R?, esimerkiksi
joukossa B(0,10%).) Siten vektorikentdlld f := (f1, f2) on potentiaali u ja

Lauseen 7.1.7 mukaan

2z(1—eY)
(1422)?
ey
1+z2

2xeY

_ 2z
~ e =~

e¥-2x
(1+x2)2 9

u(0,1) —u(1,0) = /f1 dx + fo dy.
r

Tamé voidaan tulkita my6s niin, ettd integraalin arvo ei riipu integroimis-
tiestd. Valitsemme uuden integroimistien I' siten, ettéd kuljetaan pisteesté
(0,1) pisteeseen (1,0) koordinaattiakselien suuntaisia janoja pitkin origon

kautta. Lasketaan

[ fide+ pody= [ frdo+ fody+ [ frde+ fady
T Iy 1)

Téssa 'y : (t) = (1 —¢,0), t € [0,1] ja ¢} = —1, ¢, =0, joten

22(1 — %)
(1+ 22)?

/deyZO ja fi(z,0)=""—2L =0
Ty

Siten

/:0

[y:n parametriesitys: ¢(t) = (0,t), t € [0,1] ja ¢} = 0,05 = 1.

1 et
o= ——h(t) dt
/ /1+0%()
I 0

Vastaus on siis —1.

1

:/etdt:e—l.
0



Esimerkki 7.1.12 Lause [7.1.9 ei pade kaikille alueille A!

Olkoon
—Y Z 2 2
flz,y) = <x2+y27x2+y2>’ f:A—=R*, A=R"\{0,0}.
Edelleen o .
Dofy = fg%fyz)*;y = Gy
Difs = “Glape = Gy

siten Dy f; = D fo joukossa A. Tarkastellaan integraalia

/f1dfl‘+f2dya

kun
I'={(z,y) | © =cost,y =sint;t € [0,27]}

(eli I' on yksikkGympyréin reuna).

Jos funktiolla f on potentiaali u koko tasossa R?, niin Lauseen [7.1.7/ nojalla
[ frda+ fady = ulF) — u(@) =0,
koska I":n loppupiste b ja I':n alkupiste @ ovat sama (1,0).
Lasketaan kéyraintegraali suoraan:
o(t) = (cost,sint), ¢} = —sint, ), = cost.
Néin ollen

cost

T - cost dt

1[f1d90+f2dy = {
{sm t + cos? } dt
1

dt =21 # 0.

Il

Lause 7.1.9 ei nédin ollen voi pétea.

Huomautus 7.1.13 Jos I' on suljettu (umpinainen) integroimistie (alku- ja
loppupiste samat), niin

F/fldx‘f‘fzdl/

(f kuten edelld) on 27 kertaa [':n kierrosluku nollan suhteen”.
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Lause 7.1.14 Olkoon A ympyré, f : A — R jatkuva. Funktiolla f on po-
tentiaali u : A — R, jos ja vain jos

/ fidx + fody =0, (pyorteettomyys)
r
kun I' on mielivaltainen umpinainen paloittain sdannéllinen tie.

Potentiaalin laskeminen

Olkoon f : A — R? vektorikentté, jolla on potentiaali u : A — R. Lauseesta
(.1.7| seuraa

u(a,y) = —u(a,0) + [ frdw + fados,
r
missé (a,b) € A on kiinted ja I' C A on paloittain sdannollinen tie, alkupis-

teend (a,b) ja loppupisteend (z,y).

Jos esimerkiksi valitaan I':ksi murtoviiva (a, b) — (a,y) — (z,v) sekd u(a, b) =
0, saadaan u:n arvo pisteessi (zr,y) kaavasta

Yy T
u(z,y) :/f2(a7$2) d$2+/f1(x1,y) dx;.
b a

Vaihtoehtoisesti, jos I" on murtoviiva (a,b) — (z,b) — (x,y), saadaan

T Yy
ua,y) = [ filarb)der+ [ folwz) do,
a b
Katso kuva 24.

Esimerkki 7.1.15 Laske vektorikentan
f = (5zty*, 425> + 1)

potentiaali.

Ratkaisu. 1) Tarkastellaan, onko potentiaalia: Pétee
D1f2<x7y) 220x4y3:D2f1(x,y), V<I7y) €R27

joten potentiaali u on olemassa koko tasossa.
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Kuva 24: Murtoviiva

2) Valitaan u(0,0) =0 jaI': (0,0) — (z,0) — (z,y). Saadaan

x K]
u(z,y) = ({fl (1,0)dxy + Offg(l‘, T9) dxo
x Y
= [bat-0dxy + [(42°23 + 1) dao
0 0
= 0+ [2%28 + xo)Y _, = 2dy* + .

xo=0

Tarkistus:
Vu(z,y) = (5z'y*, 42°y” + 1),

Potentiaalin laskeminen avaruudessa R"

Olkoon A C R avoin yhtendinen, f : A — R" vektorikenttd. Funktio
u : A — R on potentiaali, jos

Vu=f eli Diu=f, Vj=1,...,n
Lauseen [7.1.9 integroituvuusehto avaruudessa R™:

Difi=D;fi, Vij=1,...,n, i#]j.
Esimerkki 7.1.16 Olkoon

flz,y,2) = (y —sin(z + z), z, — sin(z + z))
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Integroituvuus ehdot

le? = 1= D2f1
D1f3 = — COS(% + Z) = D3f1
Dyfs = 0= Dsfs

toteutuvat, joten
u(z,y,z) = xy + cos(x + z).

Tapauksessa n = 3 merkitadn

i ]k
-1 Dy D -\ Dy D
V X f = D1 D2 D3 =1 f22 f3 + fll f3
v fo fs ’ ’

= (Daofs — Dsfs)i+ (D1fs — Dsf1)j + (D1fo — Dafi)k.

— | Dy Do
k
LR A

Integroituvuusehto pétee jos ja vain jos V x f = 0 alueessa A.

Sanomme, etté vektorikenttd f on pyorteeton, jos

[ frday et fuda, =0
r

jokaiselle umpinaiselle T'.

7.2 Integrointi kaaren pituuden suhteen

Olkoon I' C R? sdénnéllinen kaari, o = (p1,¢9) : [a,b0] — R kaaren T’
jatkuvasti derivoituva parametriesitys. Kaaren I' pituus on

L= [y + etz

Katso kuva 25.

Vilid [a, t] vastaava kaaren pituus

s= M0 = [ A2 + () dr

Funktio on A : [a, b] — [0, L] jatkuvasti derivoituva bijektio, koska
N(t) = \Jh(0)? + eh(t)? > 0.
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¢ (a)

/\(V ¢ (t)

b 80

Kuva 25: Kaaren pituus

pituus 4,1
v A

pituus ¥z

Kuva 26: Parametrisaatio polulle I'

A(t) on kaaren pituus pisteestd p(a) pisteeseen ¢(t) ja A on aidosti kasvava.

Médritellddn o = (¢1,19) : [0, L] — R? 9(s) = ¢ o A7!(s). Funktion ¢ on
mittatarkka parametrisaatio polulle I', katso kuva 26l

v o= ) = @(Us) = wis)
{y::¢w>: p(ANs) = wals) 0 0SS

Olkoon f :I" — R jatkuva. Maaritellddn funktion f integraali kaaren pituu-
den suhteen

/jda:ifww»w-

Laskujen helpottamiseksi suoritetaan muuttujan vaihto:

s = MO = [ AP+ )
& =42 ({t VED2 + @h()2 = \Joh (1) + ph(t)2.
Saadaan
[rds= [ 1) ds = [ F)/A @2 +eh(0)? dt



y

Mm%ﬁmmwa=wm
X

¢ (b) = W(L)

Kuva 27:

Integraalin geometrinen tulkinta: se on funktion f kuvaajan ja x — y-tasossa
olevan kéyran I' valiin jadvén liuskan pinta-ala. Katso kuva 27.

Avaruudessa R3:

b b
[rds= [ 1) ds = [ fe@)/eA®? +-+ g2t
r a a
missd ¢ : [a,b] — R™, on I':n parametriesitys.

Esimerkki 7.2.1 (Katso kuva 28.) Jos kaarella I' on massa, jonka tiheys
p(x,y), niin painopisteen koordinaatit ovat:

. g’xp(a:,y),ds
[ p(z,y)ds
Jyp(z,y),ds

Yoo [ plw,y) ds

Esimerkki 7.2.2 Oletetaan, ettd p on vakio=: p ja I' on puoliympyra

{(z,y) | 2 +y* =1,y > 0}.

Reunalla I' on parametriesitys

r = cost=: p(t)
{y = sint =: ps(t) ’ te0,m].
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Kuva 28:

Lasketaan

™

/p(x, y)ds = /po\/sinQ(t) + cos?(t) dt = pom

T 0

ja

ffxp(x,y) ds = JPOQOI(t)\/‘p,l(t)Q_'_‘P,Z(t)th:OIIOOCOStdt:O
nyp(:v,y)ds = g’posintdt=2po

eli

8 Pintaintegraalit

Olkoon R C R? suljettu suorakulmio
0,6 % [e.d) = {(z.9) | a <z < be <y < d},
ja a,b,c,d € Z. Olkoon n € N ja D,, joukko tason suljettuja neliGité:
D, = {[k-27" (k+ 127 x 127", (1 + 1)27"] | k1€ 2}
Merkitaan
Quis = [k27", (k+1)27"] x [127", (1 +1)27"]
Uk1ez@nis = R? Katso kuvat 29 ja [30.

Olkoon f : R — R jokin funktio. Haluamme mééaritelld sen integraalin yli
joukon R. Merkitdaéan

Gn,k:,l = sup{f(x,y) | (‘Ta y) € kal}
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a,c b

Kuva 29: Hila

Qnyk,|l

AN

[/ /
AN
Kuva 30: Pinta
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ja
Inkg = nf{ f(z,y) | (z,y) € Qnrs}

(médrittely: jos Qnii TR = Gnrigniry = 0). Médritelldén lukua n vastaavat
yléa- ja alasummat:

M, = 33 Gppy- 272"

My = Ykt Gngt 272"

Huom! 272" on @, x;:n pohjan pinta-ala, joten esimerkiksi luku G, ;- 272"
on kuvassa 130 olevan sdrmion tilavuus. Luku g, - 272" on hieman pie-
nemmén sarmion tilavuus; luku M, on siten (hieman liian suuri) approksi-
maatio funktion f méadrddmaén pinnan ja x — y-tason suorakulmion R viliin
jaavin kappaleen tilavuudelle.

Miéaritelma 8.0.3 Jos lim,, .o M, ja lim,,_.., m, ovat olemassa ja

lim M, = lim m,,,
n—oo

n—oo

niin sanotaan, ettd f on integroituva joukossa R ja kyseinen raja-arvo on
funktion f pintaintegraali yli suorakulmion R, merkitdéan

[ £ [] fa.y)day, /b /d f(a,y) dady.
R R ac

Huomautus 8.0.4 Voidaan osoittaa, ettd jos f : R — R on jatkuva, se on
aina integroituva.

Olkoon A C R? rajoitettu, f : A — R. Mééritelldin funktio f koko joukossa
R kaavalla

f(z,y) =0, kun (x,y) ¢ A.

Merkitddn fa:lla funktion f jatketta. Valitaan suorakulmio R (reunat koko-
naislukujen kohdalla kuten edelld) siten, ettd A C R. Mééritelldan

/f3:/an
A R

maéadritelmé ei riipu suorakulmion R valinnasta. Katso kuva 31.

Jos A ei ole rajoitettu, voidaan méaritella
[r=pm [ 7
A ANB(0,m)
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Kuva 31:

*****

Kuva 32:
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Kuva 33:

mikali kyseinen raja-arvo on olemassa. Katso kuva 32.

Olkoon A C R? rajoitettu. Mééritellisin joukon A karakteristinen funktio
kaavalla

v =y g

Maiaritelma 8.0.5 A on mitallinen, jos X4 on integroituva A:ssa. Katso
kuva 33l

Huomautus 8.0.6 Itse asiassa

/XA = A:n "pinta-ala”.
A
[ X4 = Am pintamitta =: m(A). Jos m(A) = 0, niin sanotaan, ettd A on
A
nollamittainen.
Lause 8.0.7 Jos joukon A reuna on nollamitallinen, niin A on mitallinen.

Lause 8.0.8 Jos kaari on saannollinen tai muotoa

{(zy) [ € la,0],y =¥(x)},

missé 1 : [a,b] — R on jatkuva, niin se on nollamittainen.
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Kuva 34: Kochin lumihiutalekayra

Huomautus 8.0.9 Nollamittaisten joukkojen &dérellinen yhdiste on nolla-
mittainen. Kochin lumihiutalekéyra (katso kuva [34) on esimerkki monimut-
kaisesta tason osajoukosta, ns. fraktaalista. Fraktaalireunaiset joukot eivét
yleensé ole mitallisia edellé esitetyssd mielessé, eiké niiden yli voida integroi-
da talla tekniikalla.

Lause 8.0.10 Jos funktiot f1, ..., f,, ovat integroituvia A:ssaja A\,..., A\, €
R, niin funktio
)\lfl +"'+/\mfm

on integroituva A:ssa, ja

//\1f1+---+>\mfm:)\1/f1+---+>\m/fm.
A A

A

Lause 8.0.11 Olkoon A C R? m(§(A)) = 0. Olkoon f : A — R sellainen
funktio, ettd f on jatkuva lukuunottamatta mahdollisesti jotain A:n nolla-
mittaista osajoukkoa B. Silloin f on integroituva A:ssa.

Esimerkki 8.0.12 Olkoon A = B((3,4),100) ja

_ [ sin(x+y), kany >0
f($a3/>—{ —1, kuny < 0.

Tamaé ei ole jatkuva x-akselilla (=L), mutta L N A on nollamittainen(jana).

Lause 8.0.13 Olkoon A joukko, joka on jaettu osiin A;, i = 1,...,n, missé
m(d(4;)) = 0. Funktio f on integroituva joukossa A jos ja vain jos f on
integroituva jokaisessa joukossa A;. Talloin

[i=[r++[r=%]r
A Ay Ap =14,
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Lause 8.0.14 Oletetaan ettd f on integroituva joukossa
R={(r,y) | a<z<be<y<d

ja jokaisella kiintedlla x € [a,b], funktio y +— f(z,y) on integroituva (y:n
suhteen) vélilld [c, d]. Silloin funktio

on integroituva vélilla [a, b], ja pétee

[r- / g(x)dz = / ( / f(z,y) dy> da.
R a a \c

Merkitaan

/b/df(x,y) dzdy (tai joskus myos /b/df(x,y) dydx),

Esimerkki 8.0.15 Laske
/ (1 — 62%y),
R

kun R = [0,2]  [~1,1] = {(,) | 0 <0 <2,—1 <y < 1}
Ratkaisu.
/ = (1—61:yd:cdy—/( (1 — 62%y) dy)dx
R
2

[y — 3x2y2}:__1) dx = /(1 —32%-1) — (=1 = 32*(—1)%) dx

2dz = 4.

Il
o\mo>\w ?\w

Lause 8.0.16 Olkoot ¢ : [a,b] — R, ¢ : [a,b] — R jatkuvia funktioita,
joille ¢1 () < ¢o(z), Vx € |a, b] sekd ¢1(a) < d2(a), ¢1(b) < ¢2(b). Oletetaan,

ettd f : A — R on integroituva, missé
A={(z,y) |z €[a,0],¢1(z) <y < da(x)}.
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Kuva 35:

. a

=/

®

V<

Kuva 36:

Oletetaan, etté integraali
¢2(x)

| faydy
é1(x)

on olemassa kaikille = € [a, b]. Silloin

b [ ¢2(x)
[1- /C/ ) dy) >

A a \p1(x)

Katso kuvat 35 ja [36.

Esimerkki 8.0.17 Olkoon ¢;(z) =0, ¢2(z) =z ja f(z,y) =3 —x —y. Nyt
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Kuva 37: 2.ratkaisu

€ [0,1], joten

Katso kuva 37.

Erityisesti siinéd tapauksessa, ettd f on jatkuva, edelld mainitut integraalit
ovat olemassa ja kaava pétee.

Vastaavasti: Jos integroimisalue A on muotoa

A={(z,y) [c <y <du(y) <z <ta(y)}
ja f on jatkuva A:ssa, niin

d [ ¥a2(y)
/f—/ | fayydz | dy.

¢ \Yi(y)

(Téassé 1 (y) < ¥2(y) kaikilla y € [, d] jne.)

Edellinen esimerkki voidaan siis laskea myos seuraavasti:
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(l”ay) =3-z—y,y €0, jath(y) <oz < to(y) Nyty <a < lel
1 (y) =y ja hs(y) = 1. Saadaan

A/f(w?y) = O/I(y/lf(x,y)dx> dyzo/1 3 ;’BQ—xy i:y dy
SRS R

Esimerkki 8.0.18 Integroimisjérjestyksen vaihtaminen (katso kuval38)). Tar-

kastellaan integraalia
2 2x
I= / (/(4x +2) dy) d, (25)

0 2

Tassi z € [0,2], 2% := ¢1(x) < y < ¢o(x) := 2x; huomaa, ettid kun = < 2,

niin 22 = o - ¢ < 2. Tehtévini on lausua integraali 25 muodossa

d [ ¢2(y)
/ / (dz + 2)dz | dy,
¢ \i(y)

missid y € [0,4], siis ¢ = 0, d = 4. Mutta mita ovat funktiot ¢, 19?

Reunakiyrélla ¢1 pitee eli y = ¢1(x) = a® jos \/y = x; siten Yo(y) =
(katso kuva [38). Reunakéyrilld ¢, on y = ¢g(x) = 2z eli x = ¥; siten
@Dl(y) = % SiiS,

4 (VY
:/ /(4x+2)dx dy.
0 \y/2

8.1 Muuttujien vaihto pintaintegraaleissa
Lause 8.1.1 Olkoon A C R? rajoitettu, ja §(A) nollamittainen ja f: A —

R jatkuva. Oletetaan, ettd on olemassa jatkuvasti derivoituva bijektio g :
R — A, missi R C R? on suorakulmio. T#lléin

/f / ) 1,1,
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Kuva 38: Integrointijérjestys

missé J, on funktion g funktionaalideterminantti eli jakobiaani,

7 = Digi Dagy
g Dsgs Dogo

= (Dlgl)(ngz) - (D291)(D192)7

missé g = (g1, g2). Katso kuva 39.

Esimerkki 8.1.2 Olkoon
A= {(z,y) | 2* +y* < o’}
Huomaa, etta ylld o € [—a, d] ja
¢1(r) = —Va? — 2?2 <y < Va2 — 2% = ().

Tamé saattaa johtaa vaikeaan z-integraaliin. Tarkastellaan sen vuoksi funk-
tiotag: R — A,

g(r,p) = (rcosp,rsing),
missd 7 € [0,a] ja ¢ € [0,27] eli (r,¢) € R := [0,a] x [0,27]. Tdmi g on
surjektio.

Huomautus 8.1.3 Jos 1. g : R — A on injektio ja m(A \ g(R)) = 0 tai 2.
g : R — A on surjektio, ja ne pisteet, joilla on enemmé&n kuin yksi alkukuva
muodostavat nollajoukon, niin Lause 7?7 pétee edelleen.
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Kuva 39: Pintaintegraali

Nyt
Ty = D191 D3gs—Dagy D1 ga = cos @r cos p—r(— sin p) sin ¢ = 7(cos® p+sin® ) = r.
Siis,

A/fzo/o/ f(rcosp,rsinp)rdrdp.

Huomautus 8.1.4 Lause B.1.1/ pitee yleisimmillekin joukoille R kuin suo-
rakulmioille.
8.2 Kéiyri- ja pintaintegraalien yhteys

Lause 8.2.1 (Eriis Greenin kaavoista) Olkoon A C R? on rajoitettu ja 6(A)
Jordanin-kéyré joka koostuu &irellisestd médrdstd sddnnollisia kaaria. Ol-
koon f: A — R? on jatkuvasti derivoituva. Silloin

(Do =Daf)) = [ frde + fody.
0A

A
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Oletetaan myos, ettd 6(A):lla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys ¢ :
A — §A siten, ettd ¢'(t) # 0 kaikilla ¢t € A. Talloin

/<D1f1 + Dy fa) = /(f'ﬁ) ds, (26)

0A

missé 7 on reunakdyrin ulkonormaali: || = 1, || LO(A):n tangentti.

8.3 Integrointi yli pinnan

Olemme késitelleet edelléd, kuinka integroidaan yli tasoalueiden. Téllaista in-
tegraalia sanotaan pintaintegraaliksi, ja se palautuu kaksinkertaiseen yhden
muuttujan funktion integrointiin.

Seuraavaksi otetaan hiukan yleisempi tapaus: integroidaan yli pinnan, joka
ei enéd olekaan xy-tason alue, vaan pinta

E = {(v,y,2) € R’ | z = h(x,y), (x,y) € A},

missd A on joku sopiva xy-tason osajoukko. Joukko E on siis R3m osa-
joukko, pinta, joka on kahden muuttujan funktion h kuvaaja (esimerkiksi
A:n ylapuolella). (Piirrd kuva, kun esimerkiksi A on tason yksikkonelio, ja h
on funktio h(z,y) = 1+ z?).

Oletamme, ettd kolmen muuttujan funktio f on mééritelty joukossa E. Silloin
sen integraalia yli pinnan £ merkitdan

|1 (27)

ja se maaritellddn kaavalla

/f = /f(x, y, h(x, y))\/l + Dih(x,y)? + Doh(x,y)? dedy. (28)
B A

Huomautus 8.3.1 Siind tapauksessa, ettd f on vakiofunktio 1, tAmé inte-
graali antaa pinnan E pinta-alan.

Esimerkki 8.3.2 Tarkastellaan funktion h(x,y) := /1 — 2? — y? madrddmaa
pintaa E joukossa R?, kun (z,y) € A, ja A on zy—tason yksikkokiekko (siis
joukko {z? + y* < 1}). Piirrd kuva: Pinta E on avaruuden yksikkopallon
kuoren ylempi puolikas.
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Laskemme E':n pinta-alan, eli integroimme vakiofunktiota (25) yli pinnan E.

Saamme ensinnékin (laske!)

2 _
Dih(z,y)” = [ (29)
ja
2 y? 30
Dsh =—
2 (‘Tay) 1—$2—y2 ( )

Edelleen kaavassa (28)

z2 y?
1+ Dih 24+ Doh 2 = 1
\/ + D ('rayv) + Ly (.’L‘,y) \/ +1—x2—y2+1—x2—y2

1
1—a2—y?

Siirtymélla napakoordinaatteihin saadaan (28) muotoon

1 1
———dxdy = [—F——=dzd
1{\/1fony ey £ 1—(z2+y?) vy

Stokesin kaavan késittely joudutaan jattdméaédn ajan puutteen vuoksi pois.
Katso tarvittaessa kirjallisuudesta.

9 Avaruusintegraalit

Siirrymme tarkastelemaan kolmen muuttujan funktioiden integrointia yli ava-
ruuden R? osajoukon A. Ajatus on siis se, etté yleistetéisin aiempi tasoaluei-
den yli integrointi (ei ylla oleva ”integrointi yli pinnan”, vaan sitd edeltava
tarkastelu) tapaukseen jossa on yksi muuttuja enemmaén.

Integraalin késite ja siihen liittyvat mittateoreettiset kéasitteet méaaritellasn
analogisesti kahden muuttujan funktion tapauksen kanssa. Jatdmme téssa
yksityiskohdat véliin.

Avaruusintegraalia merkitdéan esim.

/f tai ///f(x,y,z)dmdydz.
A A
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Kuten arvata saattaa pintaintegraalien tapauksesta, avaruusintegraalin las-
keminen palautuu kolminkertaiseen integrointiin. Olkoon ensiksi A koordi-
naattiakselien suuntainen suuntaissarmio

A={(x,y,2) | a1 <x < agb <y<byc; <z<co}

eli A = [ay, as] X [by, ba] X [¢1, ¢2], missd ap jne. ovat jotain reaalilukuja. Talloin

/f = 7 7 (7f(m,y,z) dz) dy | dx. (31)

al b1 C1

Olettaen ettéd f on riittdvén siisti, esimerkiksi jatkuva, joukossa A, integroin-
nit kaavassa (31)) voi suorittaa missd jérjestyksessd tahansa:

/f=7(72(]2f(x,y,z)daj)dz)dy:7 7C7f(x,y,z)dx>dy dz ...

b1 C1 1 c1 b1 1

Integraalit yli monimutkaisempien joukkojen lasketaan kuten kahden muut-
tujan tapuksessakin. Oletetaan, ettd on annettu kahden muuttujan funktiot
1 ja @g, missd p1(z,y) < po(x,y), kun a; < x < ay ja by <y < by. Olkoon
nyt

A= {(I7y7 Z) | ar ST < a'27b1 < Yy < b27¢1(x7y) <z< QOQ(xay)}
(Hahmottele kuva joukosta A, kun ¢ ja o ovat jotain sopivia funktioita.)

Talloin

a bo P2 (IE,y)

/f:/ / / fz,y,2)dz | dy | dx.

a1 \by 1(z,y)
Té&ssé z— ja y—integrointien jdrjestyksen voi vaihtaa.
Vield yleisemmin, jos
A={(z,y,2) | a1 <2 < ag, 1 (2) <y <o), pr(2,y) < 2 < wa(z,y)}
joillekin sopiville funktioille ¥; jne., niin

as [ 2(x) [ p2(zy)

/f:/ / f(z,y,2)dz | dy | dx.

ar \i(z) \pi(zy)
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9.1 Muuttujan vaihto avaruusintegraalissa

Olkoon R C R? koordinaattiakselien suuntainen suuntaissirmio, A C R3
kuten ylla sekéd g : R — A jatkuvasti derivoituva bijektio. Olkoon f joukos-
sa A médritelty funktio, jota halutaan integroida. Pintaintegraalien tapaan
voidaan suorittaa muuttujanvaihto kaavalla

[1=[Ge9ll.

missd J, on kuvauksen g Jacobin determinantti (3 x 3-determinantti, jonka
jmnen rivin ¢:s alkio on D;g;).

Tarkastellaan tapausta, ettd g vélittaa siirtymisen pallokoordinaatteihin, eli
g:R— A,

g(r, o, 1) = (rcospcosp, rcos psiny, rsin )

R:={(r,p,9) | 0<r<a,-7/2<p<7/2,0<1<2r}

ja A on avaruuden 0—keskinen, a—séteinen pallo
A={(z,y,2) | &* +y* + 2" < a”},
Téllsin J, on
Ty(1,0,9) = 1% cos .
9.2 Pinta—ja avaruusintegraalien vilinen yhteys
Olkoon A C R? suljettu ja rajoitettu joukko, jonka reuna muodostaa pinnan

S. Olkoon f : A — R? miédéritelty jatkuvasti derivoituva vektorikentté seki
n pinnan S ulkonormaali(vektori). Divergenssikaava yhdistda avaruus— ja

pintaintegraalit seuraavasti:
/V - f= /f -n.
A 5

Mikali vektorikentélld f on potentiaali u, eli f = Vu, saadaan erikoistapauk-

sena Gaussin kaava
/ Au = / On .
A S
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