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1. Vektoriavaruudet R?, R?, R?

VektoriavaruudeR?, R?, R4

Merkitaan
R? = {(z,y)|z€R,y € R}
R?} = {(z,y,2)]|z,y,2 € R}
R" = {(z1,...,2y) |2; € R, Vj=1,...,n} (t&ssan € N)

Naiden joukkojen alkioita sanotagnisteiksitai vektoreiksija niitd merkitdaédn esimer-
kiksi

= (551,562) € R?2

= (y1,y2,43) € R?

= (a1,a9,a3,a4) € R*

e < g

Lukua x; sanotaan pisteefi:n 1. komponentiksi/koordinaatiksi, lukug pisteenz:n
2. komponentiksi/koordinaatiksi, jne. Nollavektori 6r= (0,0) € R?,0 = (0,0,0) €
R3 ... sitd sanotaan myos origoksi.

Tarkastellaan avaruutla?. Vektorienz = (x1,z2) jay = (y1,y2) yhteenlasku méaari-
tellaan kaavalla
Z+7Y = (21 +y1, T2+ 12).

Esimerkki 1.0.1

(1,10) + 3,7) + (—4,0) = (1 + 3+ (—4),10+ 7 +0) = (0,10 + ).
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Vektorinz = (z1, z2) kertominen reaaliluvulla maaritellaén
aZ = (axy,axrs).
Esimerkki 1.0.2

5(e, %) = (5e, 5e?).

Vektorienz jay erotus maaritellaan
T-7=7+(-7),

missé—y = —1 - (y1,42) = (—y1, —¥2)-
Merkitaane; = (1,0), e2 = (0, 1) (kantavektorit). Jos vektoli = (z1,z2) € R?, niin
se voidaan kirjoittaa muodossa

T = T1€1 + Toen

tai
Siis myos

Josn € N, niin maaritelmat ovat analogisia. Olkoare R ja

= (x1,29,...,2y) € R"
(ylay27"'ayn) € R".

< g
I
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Maaritelladn

T+y = (z1+y,x2+y2,...,2n+yn) € R",
at := (axy,axs,...,ar,) € R",
- = (—x1,—%2,...,—Zp) €ER"
ja kantavektorit
e = (1,0,0,...,0),
ey = (071707"'70)7
e, = (0,0,0,...,1)
Josz = (z1,...,y), Niin

Olkoonz = (z1,...,2,) € R, ¥ = (y1,...,yn) € R™. Niiden sisatulo (skalaari-,

pistetulo) maaritelladn
T -y:=x1y1 +T2y2 + -+ Tpyn € R.
Esimerkki 1.0.3 Tapauksessa = 4, lasketaan sisatulo

1 1
(1,0,-2,2) (1,0,1,00 =1-1+0-04 (=2) - 1+ 3 -

=—1
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Lause 1.0.4Josz,y € R"jaa,b € R, niin

o 7%

8l
I

bZ) =ax -+ bxT-Z

R \

(jaT -z = 0jos javain jost = 0).

c:—l—@\

a)
b) ay
C)ZT -T2>
Esimerkki 1.0.5 Josn = 3,7 = (1,1,0),7 = (0,3,-1),z = (0,1,2),a = 1 ja
b = 2, niin

T (ay+bz) = (1,1,0) - [(0,3,—1) + (0,2,4)] = (1,1,0) - (0,5,3) = 5.
Toisaalta

aT-J+bT-z=(1,1,0)-(0,3,—1) +2(1,1,0)- (0,1,2) =3 +2 = 5.

Vektorinz € R™ pituus eli normimaaritellaén

%] =VE &= fal+a}+- ok

Lause 1.0.6 a) |z|>0
b) |az|=|a||Z|, VaeR

c) |z-y| <|Z||y|(Schwarzin epayhtald)
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d) [z7+y| <|7|+|y](A-ey)

e)|z—g|>1z|—17]|
Merkitaan viela

d@,7) =T -7 = V(&1 — )2+ + (@0 — yn)?)

(pisteident jay etaisyys).

Josz,y € R™jaz-y = 0, niin sanotaan, ettéjay ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
merkitdanr L y.

1.1. Geometrinen havainnollistus

TasoR?: Katso kuvatl ja 2. AvaruusR?: Katso kuva3.

1.2. Tason topologiaa

Maaritelma 1.2.1 Olkoon (7x)%2, jono vektoreitaR?:ssa. Jono suppenee kohti pis-
tettdaz € R?, jos
lim |7z —Z|=0 (1)
k—o0

Talloin merkitaan
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Kuva 1: TasaR?
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1,5

(3,2)=3

2+b=(3-2,2+3
)|

:(1
|| =+ftF+P =13

Kuva 2: TasdR2

Ehto (1) tarkoittaa: Kaikillar > 0 voidaan loytaa lukuV € N seuraavasti:

| T, — | <r, josk > N.

Esimerkki 1.2.2 Olkoon

Suppeneeko jono
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R 17

k= (00,1)= 8
S

j_2=\|:D,1 1= Eg
/f 'TI
T=(1.00)=E,
H
= (31,1

Kuva 3: AvaruusRk?
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Ratkaisu.

T = (2+iﬁ) =(3,1—2)1 (# 21)
Ty = <21+ 3 3°) = (23, —3)
T3 = (2§a0)
ooz Gy
T5 2z, %)
Vaite:
lim 7, =(2,1) =%
k—oo
Todistus.

Tama lahestyy nollaa, kunlahestyy aaretonta. [

Lause 1.2.30lkoon(z )22, C R? jono vektoreitagy, = (w1x, z2x) AT = (z1,22) €
R2. Tallgin
{ limg .00 T1x = =1

lim T, =7 <— .
limg oo Top, = 2.

k—oo

Esimerkki 1.2.4 Olkoon

_ et 1
o, = (sm (k:) , COS (kz)) , VkeN.
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Tasséry, = sin(%) jaxo, = cos(%). Sisalto:

Pitee: Vektoriavaruudet
limg_oo 21 = limp_ oo sin(%) =0 R?, R3, R?
limyoo o, = limj_.o0 cos(z) = 1, Useamman

joten lauseen..2.3nojalla fmuzi;[itgian

o 2
kh_g}o 2k = (0,1) € R”. Differentiaali-
laskenta

Lause 1.2.5Joslimy_.oc T, = T, limy_.o0 Jp, = ¥ ja (ar)je; C R on sellainen jono, Kayrat,

ettalimy_, o, ar = a, Niin tasa-arvopinnat

tangenttitaso
a) limg oo (Tg + 7p,) = limg_ 00 Tg + limg 0o U, = T + 7, Valiarvolause
_ B B Aariarvojen teoriaz
b) limy,—oc gy = ay, Kayraintegraalit

®) B sl - i) = 5 Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Olkoona := (ay,as) € R?,r > 0.

Etusivu

L

Maaritelma 1.2.6 a-keskeinenr-séteinen avoin pallo (kiekko) on joukko “«  »
B(a,r) = {ge R’ ly—al| < r}.
Sivu 13/ 144
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Kuva 4: B(a, )

on pisteideny ja a etéisyys! Katso kuval. JoukkoaB(a,r) sanotaan myog:n (r-
sateiseksi) palloymparistoksi.

Vastaavasti maaritelladuljettu kiekko
B(@,r):={7| l5-al<r}
(siséaltaa kiekon reunan) jaunkteerattu kiekko
B(a,r) :== {y ’ 0<l|yg—al< r}.
Vield toistamme, etté

7€ B@r) <= (y1 —a1)®+ (y2 — az)® <7’

Maaritelma 1.2.7 JoukkoA c R? on avoin, jos jokaista € A kohti on olemassa

sellainen kiekkaB(z, r), ettaB(z,r) C A.
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Kuva 5: Avoin joukko

Esimerkki 1.2.8 Osoitetaan etta joukko
A= {(1‘1,%’2) S R2 ’ xr1 > 2}

on avoin. Katso kuva.

Ratkaisu. Olkoorz € A. Silloin z; > 2. Valitaanr := ’31262. On osoitettava, etta jos
y € B(w,r), niiny € A. Patee

.%'1—2
20

|y1—$1\:\/(yl—$1)2§\/(yl—$1)2+(y2—$2)2§7":

Tarkastellaan kahta tapausta 1. §0s> 1, niiny; > 2 (sillax; > 2),elig e A
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2. Josy; < a1, niin

ly1 —a1| < B2
— T — B2 < oy
= 24 (1 - 2) — 42 < gy
<~ 2+[1—%]'(1‘1—) < Y1
= 2 < Y1,

elitaasy € A.

Lause 1.2.9 Avoin pallo on aina avoin joukko. Avoin suorakulmio
{TeR*|a<mz <be<zy<d}

on avoin joukko.

Tasséu, b, c,d € R,a < b, c < d. Katso kuvéb.

Madaritelma 1.2.10 JoukkoA C R? onsuljetty jos (komplementtiR? \ A on avoin.

Katso kuvar.

Jana
{(z,0) | 0<z <10} = A

on suljettu. MerkitaanB := R? \ A. Joukko B sisiltda kahdenlaisia pisteits:=
(Y1, y2):
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Kuva 6: Avoin suorakulmio

y T 53,2

Kuva 7: Suljettu joukko
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1) y2#0
2) yo = 0, muttay; ¢ [0, 10}.

Todistetaan, etté joukkB on avoin. Olkoony € B.
Tapausl® Valitaan esimerkiksi = ‘y—22| Talldin B(y, r) C B.
Tapau° Péatee); < 0/ y1 > 10.Josy; < 0, valitaanr = '3’2—1‘ mista seura® (g, r) C

B. Josy; > 10, valitaanr = “5'% mista seurad (7, r) C B.

Esimerkki 1.2.11 Joukko
A:={(z,0) |0 <z < 10}

ei ole avoin eika suljettu.

Selitys. JoukkaA ei ole avoin, koska jos valitaan = (5,0) jar > 0 mielivaltainen,
niin B(z,r) ¢ A. JoukkoA ei ole suljettu koska jos merkitadh = R? \ A, piste
(0,0) € B. Nyt B ei ole avoin. Olkoon- > 0 mielivaltainen. Joukkd3(0, r) siséltaa
A:n pisteitaB (0, r) ZB joten B ei ole avoin. N&in ollerA ei ole suljettu.

Heuristisesti: Katso kuvéa.
Esimerkki 1.2.12 Olkoon
A::{x:(xl,x2)€R2|0§x1§1,0<x2<1}.

JoukkoA ei ole avoin eika suljettu. Katso ku¢a
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zisdltyy Achan

=>A gi avoin eikd suljettu
2i =igdlly Achan

K on suliettu, jos padtepistest sisalbywat Khon

Kuva 8: JoukotA ja K
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Sigaltyy

Bi sisélly

Kuva 9: JoukkoA

Maéritelma 1.2.13 Olkoon A ¢ R?, T € R?. Pistez on joukonA kasaantumispiste
jos jokainerz:n ymparisto siséltaa vahintaan yhdém pisteery, y # 7.
Esimerkki 1.2.14 Olkoon

() e}

Piste0 on A:n kasaantumispiste. Katso kuva

Lause 1.2.15Josz on A:n kasaantumispiste, niin jokainé(z, r) sisaltaa darettdman
montaA:n pistetta. Lisaksi on olemassa jo(in,);° ; C A siten, ettdimy,_.. Tj, = 7.

Méaéritelma 1.2.16 JoukonA sulkeuma on joukko

A:= {7 € R? | 7 € AtaiT on A:n kasaantumispisje
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B =B. Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
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Avaruusintegraalit

Y

Kuva 10: Kasaantumispiste

Esimerkki 1.2.19 Joukko

oo f(ort) e

C:=BU{(1,3)} Sivu 21 / 144
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Maéritelmé& 1.2.20 Pister on joukonA sisépistgos on olemassa ymparisté(z, r),
r > 0 siten, ettdB(z, r) C A.

Pistez on joukonA ulkopiste josz € R?\ 4 ja on olemassa > 0 siten, ettaB(z, s) C
R?\ A.

Pister on joukonA reunapistejos sen jokainen ymparist8(z, r), r > 0 siséltaa seka
A:n ettaR? \ A:n pisteita.

Esimerkki 1.2.21 Olkoon joukko
C={(z,y) |l <z <3,2<y<4}

Piste(1 + 5,2 + 1a955) € C on sisapiste(2,4) € C ei ole sisépiste. Pist83,3) on

joukonC ulkopiste,(2,2) € R?\ C ei ole ulkopiste. Pisted®, 2) ja (2, 4) ovat joukon
C reunapisteita.

Todistus. Tapaug2, 2): Olkoonr > 0 mielivaltainen.

1° JoukkoB((2,2), r) sisaltadC:n pisteita: maaritellaan’ = min(1,7) jab = (2,2 +
™). Tallsinb € B((2,2),7);

ea-3l=|en-(22+5) = (o) = o+ (3

Toisaaltab € C, koskab = (2, 2+ %).

N———
Do
Il
o | 3
AN
N 3
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2° JoukkoB((2,2), r) siséltaa joukoR? \ C pisteita, esimerkiksi

c= (2,2— g) € (R2\ C) N B((2,2),7).

Todistus harjoitustehtava. O

JoukonA reuna on se joukko
0A = {Z € R? | T on A:n reunapistg.

Josz ¢ A, niin T on joukon A reunapiste jos ja vain jag on joukon A kasaantumis-
piste.

Seuraus 1.2.224 = AU JA.

JoukkoA on suljettu jos ja vain jos se siséltaa kaikki reunapisteensa.

2. Useamman muuttujan funktiot

Useamman muuttujan funktiot

Olkoonm,n € N, A € R™. Funktiotaf : A — R sanotaann:n muuttujan reaali-
funktioksi.

Funktio f : A — R™ onm:n muuttujan vektoriarvoinen t&"-arvoinen funktio. (Jos
m =n > 2, niin f on vektorikentta.)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Esimerkki 2.0.23 Kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita: Sisalto:

. Vektoriavaruudet
f(:l:a y) — Sgl(l‘,gy)g 3 R2 R3 R4
x, = z°+ 37y — ! !
f(@y) _ 1 Zi/ Y Useamman
9(z,y) = P T :
i) = v v muuttujan
zag = in x13sgl 52 funktiot
() [z ‘1+ |z < Differentiaali-
g(x1,m2) = { N ol e laskenta
sinxy, I3 < X2 Kayrat,
missaz,y € Rjazxi, z2 € R. tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Esimerkki 2.0.24 Kahden muuttujaiR2-arvoisia funktioita: Valiarvolause
) 7 7 _ o s Adriarvojen teorias
f:A=R2 @) = (A@), @) = @)+ f2(Z)F, Kayraintegraalit
missif; : A — R, fo: A — RjaT € R2. Esimerkiksi Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
fla,y) = @+y* 3+ )nyeR 2,y#0
g(r1,22) = (sinxy + coszg,sinze — cosxy). Etusivu

Esimerkki 2.0.25 Kahden muuttujamR>-arvoisia funktioita: « dd

f@) = (H@), Z),37),T€c ACR* f;: A-R,j=1,2,3,...

Esimerkiksi

Sivu 24/ 144
g(ﬂf7 y) = (Qx + v, 3?/2a 2532) Takaisin
f@) = (sinxy,cos(xy + x2),tan ). oo e
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Yleisesti: Funktiof : A — R™, A ¢ R™ on muotoa
f@) = (f1(@), f2(Z), ..., fn(T)),
missdr € A C R™,ja f; : A — R on funktionf j:s komponenttifunktio.
Esimerkki 2.0.26 Ratkaise yhtalo
f@) =0, kunf:R3 =R, f(z1,20,23) =23+ 23 — 375
siis yhtalo
T3+ 22 —3x3 =0 < 3 = 325 — 22 (pintaR>:ssa)

Ratkaisu on pinta!

Esimerkki 2.0.27 Ratkaise yhtalo

9(Z) = (1,2,0), g¢g:R®*—=R? ¢(7) = (z1 + 23, 23,21)

Ratkaisu. Yhtalot:

T + 23 = 1 7 = 2 z1 = 0
I = 0 xr1 = 0 Tro9 = +1

Yhtalolla ei siis ole ratkaisua.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Maaritelma 2.0.28 Olkoon A C R?, @ € R? siten, ettdB’(a,r) C A. Lukub € R
on funktionf : A — R raja-arvo pisteess@ jos jokaistar > 0 kohti voidaan l6ytaa
s > 0 siten, etta

| f(@) —bl <,

jos|T —a| < s, T # a. Merkitaan

b= lim f(Z).

T—a

Maaéritelma 2.0.29 Olkoon joukko B C R? ja pistea joukon B kasaantumispiste.

Luku b € R on funktiong : B — R raja-arvo pisteessé@ joukossaB, jos jokaista
r > (0 vastaas > 0 siten, etta
l9(z) —b] <,

kunz € Bja|Z —a| < s, T # a. Merkitaan

= lim f(7).
TeB
Esimerkki 2.0.30 Olkoon funktio
1:2y2
f(:ljay) T 2 erg

madaritelty joukoss®? \ {(0,0)}. Mik&a on funktion f raja-arvo pisteess#? Vastaus:
0.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Todistus. Olkoonr > 0. Arvioidaan lauseketta

| f@)—b|=1f(@)].
On naytettava, ettd tama on pienempi kuinkunhanz on riittavan lahella origoa.
Arvioidaan

_ z%y? (2% +y%)? 9 L2 —2
7@ = | 2z | < gy =@ 1) =17 @
Valitaans = min (4, 1). Olkoon|Z — @ | < s eli |Z| < s. Silloin
2| =1z]-17| <3| <s< 5
]
Esimerkki 2.0.31 Maaritellaén funktio
(y? — 2)?
f(z,y) = W’ (z,y) # (0,0)
Josz = 2, niin
(v* —v*)?
T,y) = "7 =0
f(z,y) T A

Josy = kz, k € R, niin
kirt — 2k2a3 + 22 1+ ka? — 2k%x
kit + 22 a 1+ k222

_>1,

flz,y) =

kunz — 0.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

Sivu 27 / 144

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta

JEE



Lause 2.0.320lkoona joukon A kasaantumispiste, seka joukkb C A ja oletetaan,
ettda on myds joukonB kasaantumispiste. Olkogfi: A — R. Jos on olemassa luku

b € R siten, etta

lim f(7) = b,
TeA

niin patee myods
lim f(z) =b.
TeB

Esimerkki 2.0.33 Raja-arvon laskeminen kayria pitkin. Olkogn R?\ {(0,0)} — R

ja tarkastellaan raja-arvoa joukosdéac R? \ {(0,0)}, eli lauseketta

lim ()
z—0,7€A

a)A :={(t,kt) | t € R,t > 0} (k kiinted). Silloin
(3) = lim g(t, kt)
(katso esimerkk?.0.317).
b) A:= {(t*,t) |t € R} Silloin
SN 79 2
(3) = lim (2%, ¢).
Esimerkki 2.0.34 Olkoon funktio

glz,y) = v — =)

y4+x2 .

(3)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Nyt

g —\ 7 2 e - .
lim g(z) = Jim 9(+", ) = i =77~ = 0.
T—A

Huomautus 2.0.35Lauseer?.0.32seurauksena funktiolla

(y* — x)?

flz,y) = e

ei ole raja-arvoa pistees8a

Madritelma 2.0.36 Olkoon A C R" jaa € R" siten, ettaB’(a,r) C A jollakin
r > 0. Funktiollaf : A — R™ on raja-arvab = (by,...,b,) pisteess& jos jokaista
r > (0 vastaas > 0 siten, etta

|f@) —b|<r, kun|Z—a|<s, TeAT#a

Vastaavasti maaritellaén raja-arvo joukogisgos pistea on joukonA kasaantumispis-
te.

Lause 2.0.370lkoon A, @, b, f := {f1,..., fm}, kuten Maaritelmassa.0.36 Pisteb
on funktion f raja-arvo pisteesss jos ja vain jos

T—a

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Todistus. Oletetaan
lim f(z) = b. (4)

Olkoonk € {1,...,m}. On osoitettava etta

lim f3,(7) = bg.
Olkoonr > 0. On l6ydettavas > 0 siten, ettd fx(T) — bx| < r, kun|T —a| < s,
Koska @) patee, niin on olemassa> 0 siten, ettd f(z) —b| < r,kun|zZ —a| < s.
Talléin

| fo@) = be | = /| @) = b < | D1 @ - b= f@) —b| <
j=1

Oletetaan toisaalta, etta
lim fi.(Z) = by, %)

r—a

patee kaikillek. Olkoonr > 0. Valitaans;, > 0 siten, ettd| fx(z) — by | < -, kun
|T —a| < sg. Valitaans = minj <<y, Sk. JOS|T — @ | < s, niin

[F@ =8| = [ 1 A@ -t P <Y 1@ =i <>~ =l =7
k=1 k=1

k=1

O

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Esimerkki 2.0.38 Olkoon joukkoA =R\ {(0,1,0)}, m = 2, ja

x‘ll(:rgfl)‘lzg
) 22+ (zo—1)2+a2

(A—R)
(A—R).

f(x1, 22, 3) (xl + sin(zox3)
fl(l'l,.’L'Q,l'g) =

fa(z1, 22, 23) =

x1 + sin(zox3)
x‘ll(:rg—l)‘lzg
ai+(z2—1)%+a3

Tassdfi ja f» ovat kuvauksiad — R. Laskelimz_, (g 10y f(T).

Lauseer2.0.37mukaan on syyta tarkastella komponenttifunktioita erikseen:

lim fi(z1,29,23) = lim 29 + sin(xgz3) = 0+sin0 = 0.

z—(0,1,0) z—(0,1,0)

\oidaan olettaa, ettr; | <1, |22 — 1| < 1ja|x3| < 1. Tasta seuraa

|2t(ze — D*af | = |21 |* |22 — 1 [ |23 |* < |21 )P |22 — 1P |23 ) < (23 +(22—1)2+23))>.

Siis,

(@} +(@2=1)24a3))®
o2+ (w2—1)2+a32

= |j_ (0>1a0) |4—>07

kunz — (0,1,0), eli |z — (0,1,0) | — 0. Nain ollen

li z)=0
o f(@)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Lause 2.0.390letetaan, ettd kuvauksillg g : A — R" patee

lim f(7) =b, limg(T) ="z

Talléin
a) limg_q (f(z) + ¢(z)) = lim /(&) + lim()
b) Jos\ € R, niinlimz_g (Af(Z)) = A\lim f(Z)
¢) limz .z (f(Z) - 9(T)) = b- ¢ (josn = 1, niin tavallinen tulo).

f@ _ b

d) Josn = 1, g(f) 7é 0 niin limf*)a ﬁ = ¢

Maéritelma 2.0.40 Olkoon A € R™ja f : A — R". Sanotaan, etta funkti¢ on
jatkuva pisteessd € A, jos annetulle mielivaltaiselle > 0 voidaan I6ytaés > 0
seuraavasti:

|f(@)— f(@)]|<r kun |z —a| < s,T € A.

Funktio f on jatkuva joukossal jos se on jatkuva jokaisessa joukdrpisteessa.

Esimerkki 2.0.41 Funktio f(x,y) = 2?+3yz+y'°, f : R? — R onjatkuva. Yleisesti
n:N muuttujan reaaliarvoinen polynomi on jatkuva.

Esimerkki 2.0.42 Funktio

. 3zy + y + ma?

g 0 94A-R A={(z,y) | 2* # y*}

on jatkuva joukossa.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Lause 2.0.43Kuvausf = (fi,...,fn) : A — R" on jatkuva pisteesséjos ja vain
jos fr : A — R on jatkuva pisteessakaikilla k =1, ..., n.

Esimerkki 2.0.44 Olkoon funktio f(x,y,2) = (2%22,y + 3z). Tassafi(z,y, z) =
2222 on jatkuva jafs(z, v, z) = y + 3z on jatkuva, joten funktigf on jatkuvaR:ssa.

Analogisesti LauseeR.0.39kanssa, kahden jatkuvan funktion summa, skalaaritulo,
jne...ovat jatkuvia.

Huomautus 2.0.450lkoot f : A — B, g : B — C, missdA, B, C ovat joukkoja:

go f(z) =g (f(z)),
kunz € A. Siisgo f : A — C.

Lause 2.0.460lkoon A ¢ R", B c R", f : A — R" siten, ettédf(A) C B ja
g : B — RF. Oletetaan edelleen etté jouké® on avoin, pister € A, funktio f on
jatkuva pisteess@ja funktio g on jatkuva pisteessf(a). Silloin funktio go f on jatkuva
pisteessa.

Esimerkki 2.0.47 Maaritellaan funktiof (z,y) = (22,7), R? — R2. Se on jatkuva ja
sen iteraateille patee

fQ(xay) = fOf(.T,y) = f(x27y) = (‘T4ay)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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f3(x,y) = fOfOf(fE,y) = f(f2(1:27y>) = f(lAvy) = (xg’y)

fr(@y)= fo...of (z,9)
N——
n kappaletta

Kaikki nama ovat jatkuvia.

Esimerkki 2.0.48 Maaritellaan funktiof (z,y) = (y, %), R? — R? joka on jatkuva.

fQ(xay) = f(y,$2) = ($2,y2)
fs(xay) = f(fQ(xvy)) = f($27y2) = (y27x4)
fi(x,y)

o= (2, y*) jne...

3. Differentiaalilaskenta

Differentiaalilaskenta

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R3 R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

L
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3.1. Osittaisderivaatta
Madaritelma 3.1.1 Olkoon@ = (ai,a2) € R? ja f reaaliarvoinen funktio, joka on
maaritelty ainakirz:n jossakin ymparistdossa. Jos on olemassa raja-arvo

i F(01 h,as) — f(a,as)
h—0 h

)

niin tata sanotaan funktiofi osittaisderivaataksi 1. muuttujan suhteen {tai suhteen)
pisteessa. Merkitaan

of

D@, @ L@ f@. @

Vastaavasti maaritelladfin osittaisderivaatta toisen muuttujan suhteen raja-arvona
flai,a2 + h) — f(a1, a2)

— h
Tata merkitaan of o/
D f(a), 8752(6)’ (97y(6> jne.

Sanotaan, etté funktig on derivoituva pisteessd jos derivaatatD; f(a) ja D2 f(a)
ovat olemassa. Jos funktib on derivoituva joukond jokaisessa pisteessa, nifnon
derivoituva joukossal.

Esimerkki 3.1.2 Olkoon
0
f('ra y) = xy3

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Talloin

{00 = g ST =R = S =
ja
_f(Lh)—f(,0) R
{0 ) =l S S o = =

Olkoon f kuten ylla. Pitden muuttujag kiinteana maaritelladm:n funktio g(z) :=
f(x,y). Silloin
ooy _ o 9@+ h),y) —gl@) . fl@t+hy) - flzy)  Of
§'(a) = Jim S — i SRR — )

Naemme siis, etta osittaisderivaatta suhteen voidaan muodostaa tuttuja derivoimis-
saantoja kayttden (pitamaliévakiona).

Esimerkki 3.1.3 Jos
f(UC, y) = 5532»/2 + 2 sin Y,
on osittaisderivaatta
Di f(x,y) = 3y*x? + 423 siny.
Jos
9(z,y) = y* + €,
on osittaisderivaatta

0
Dig(z,y) =0+ €™ g;y) = e™y.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Vastaavast% muodostetaan pitamall&aa vakiona f ja g kuten ylla):

Dyf(x,y) = 2a°y+acosy,
Dog(z,y) = 2y+ xe™.

Useamman muuttujan funktion osittaisderivaatat

Olkoon funktio g maaritelty pisteere = (aq, ...

{1,...,n}. Raja-arvot
g 5 glat,...,;a;+h,...,an) —g(ai,...,a5,...,ay)
—~ = lim
8l'j h—0 h

on osittaisderivaattgnen muuttujan suhteen, ja sita merkitdayy (a).

Esimerkki 3.1.4 Maaritellaan funktio

f(x1, e, 3, 14) = x%:vg +sin(ze + 24) + €

T1+T4

Sen osittaisderivaatat ovat

Dy f

D, f
Dsf
D,f

2z123 + 0 + €11%4 . Dy (2 + 14) = 220173 + %1 T4
—————

=il

0 + cos(z2 + x4) + 0 = cos(za + x4)
2
7

cos(xg + x4) + €¥17%4,

,an) € R™ ymparistdssa, jg €

Sisalto:

Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan

funktiot
Differentiaali-
laskenta

Kayrét,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Huomautamme, ettd derivoituvan funktion ei tarvitse olla jatkuva.

Esimerkki 3.1.5 Funktio
[ 1, kunz=0Vy=0
f(@,y) = { 0, muulloin
ei ole jatkuva pisteessi= (0,0), mutta

h,0) — £(0,0 o1-1
f( )hf( ):}l%h:o, D5 f(0,0) = 0.

3.2. Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos derivaattdD; f on olemassa pisteenymparistossa ja; f on derivoituvak:nen
muuttujan suhteen, saadaan 2. kertaluvun osittaisderivaatta

D;xf(@ = (Dx(D;)) @)
(J,k € {1,...,n}, kun f onn:n muuttujan funktio). Merkitdéan myos
2f
8:cj8xk (a>
Vastaavasti maaritellaén funktighkorkeamman kertaluvun osittaisderivaatat
Djyif := Di(Djx f)

ja niin edelleen. Sanotaan, eft@dnm kertaa jatkuvasti derivoituva, jos kaikki enintédan

kertalukuam olevat osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Esimerkki 3.2.1 Funktion

f(xa Y, Z) = -T3y2 = 5134 siny + COS(I‘Z)

osittaisderivaatat ovat

Dif = 3y?z%+4x3siny — zsin(xz)
Dof = 223y +atcosy
Dsf = —zxsin(xz2).
Péteekti)m =Dy ?
Diif = 6xy?+ 122%siny — 22 cos(z2)
Doof = 222 —2*siny
Dssf = —x?cos(xz)
Diof = Do(Dif) = 622y + 423 cosy
Dy f = Di(Daf) = 62y + 42 cosy
Disf = Ds3(Dif)= —sin(zz) — xz cos(xz)
Dsif = Di(Dsf)= —sin(zz) — xz cos(xz)
Dosf = 0
D3 f = 0.

Esimerkki 3.2.2 Maaritellaan funktio

zy(z®—y?) 0
f(ma y) = x24y2 kun (.fL', y) # 9
0 kun(z,y) =0

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

L

44« 44

Sivu 39/ 144
Takaisin
Koko nayttod

Lopeta

BHRAE



Kun (z,y) # (0,0):

o (=) (3z%y — ¢*)(a? + v*) — 22(a®y — 2y
Dif =Dy 2 2 2 2)2
ety (22 +y?) (6)
_ 4x2y3 + x4y — y5
- (22 + 2)2
ja
xd — 4x3y2 — a:y4
Dof=...= 7
o @+ 2 )
Tuloksesta ) seuraa
0-9°+0-y—3y°>  —¢°
D1 f(0,y) = = =— kun 0 8
1f< 73/) (02 +y2)2 y4 Y, Yy 7é ) ( )
ja tuloksesta®)
Dyf(x,0)=...=2x, x#0. 9)
Osittaisderivaatat origossa ovat
h-0-(h2—02)
D1£(0,0) = fim, h i h =fme=Y 9
ja
0,h) — f(0,0
DQf(O,O):}IZiI%f(’ )hf(’):...zo. (12)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Nyt tuloksien @) ja (10) avulla saadaan

D15f(0,0) = Do(D1 £)(0,0) = lim 2T ORI = DITOO)_ pp Zh20
ja tuloksista 9) ja (11)
D21 £(0.0) = Dy(D2f)(0,0) = lim D2I 0N = DoTO0) _ pp B0y

On kuitenkin vain erikoistapaus, etta osittaisderivaatat saavat eri arvot.

Lause 3.2.30lkoon funktiof reaaliarvoinen kuvaus, joka on madaritelty pistéer)
R? ymparistossa. Oletetaan, efffi; f ja Dy f ovat olemassa pistedn, b) ymparis-
tossa ja jatkuvia ainakin pisteesséb). Silloin

Disf(a,b) = Di2f(a,b).
Todistus sivuutetaan.

Esimerkki 3.2.4 Olkoon
fz,y) = 2’y + €.
Osittaisderivaatat

Dy = 2xy+ ye™

Dy = 224 xe™
D21 = 2z + exy(l aF a:y)
Dy = 2x+e™(1+zy)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Olkoon f = (f1,..., fn) pisteena € R™ ympéaristossd maaritelty vektoriarvoinen Sisalto:

kuvaus. Maaritellaan funktiofi osittaisderivaatta;:n suhteen pisteessaraja-arvona Vektoriavaruudet
R2, R3, R4
D;f(a) = lim @185 4 By sOm) = @1y 0m) Useamman
h=0 L muuttujan
mikali raja-arvo on olemassa. Ei ole vaikea osoittaa, etté osittaisderivaatta saadaan de- ~ funktiot
rivoimalla komponenttifunktiot: Differentiaali-
laskenta
D;f(@) = (Di/i(@), . D;ful@))- Kayrat,
tasa-arvopinnat

tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
_ g 2 xy
fla,y) = (Sm(x +y),z%e ) Kayraintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Esimerkki 3.2.5 Olkoonm = 2,n =3 ja

Osittaisderivaatat ovat

Dyf(z,y) = cos(J:er),Zm,yewy)
Dyf(w,y) = (cos(z+y),0,ze™).

Etusivu

Lause 3.2.6 Olkoon funktio f maéaritelty pisteessé € R, reaaliarvoinen. Jos osit-
taisderivaatatD;; f ja Dj; f, i < j, ovat olemassa piste@nymparistossa ja jatkuvia
pisteessa, niin

Sivu 42 / 144

Dyf(@) = Djsf @), i.j€{L...,m}. [ esn |
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Todistus.Olkoona = (ay, ..., ay). Maaritellaan

g(l',y) = f(alv' -y Ai—1, T, it 1y - -5 A1, Y, Aj+ 1,5 - - 'aam)

joka on kahden muuttujan funktio. Funktiollepatee:x on madritelty pisteem’ =
(ai,a;) € R? ympéristdssaD; g, Dog madriteltya’:n ymparistossa jne. .. Sovelletaan
lausetta3.2.3

D;jf(@) = Di2g(a;, aj) = Darg(aj,a;) = Dji f(@).

O

Esimerkki 3.2.7 Josh : R* — R ja kaikki osittaisderivaatat kertalukuun 5 asti ovat
jatkuvia, niin
D1234h = Dyza1h = Diaz2h = . ..

Mutta tietenkaan ei pade esimerkid3b13h = Daosh.

3.3. Differentioituvuus

Yhden muuttujan funktigf on derivoituva pisteessé € R jos ja vain jos on olemassa
a € R siten, etta
f(zo + h) — f(z0) = ah + he(h),

missées on reaalimuuttujan funktio, méaariteltyn ymparistdssa ja(h) — 0, kunh —
0. Silloin a = D f(xo).

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Tutkitaan samaa asiaa kahden muuttujan funktioille. Olkoen(a;, as) tarkastelupis-
te ja oletetaan, etta funktipon maaratty pisteemjossakin ymparistosda. Oletetaan,
ettdh € R siten, ettéa + h € U.

Maéaritelma 3.3.1 Funktio f on differentioituvapisteessa, jos on olemassa luvut;
ja as siten, etta
f@+h)— f(@) = arhi + azha + | k| e(h), (12)

missés on jossain origon ymparistos$amaaritelty funktiol” — R jae(h) — 0 kun
h — 0. Jos merkitadm = (a1, o), niin (12) voidaan kirjoittaa muodossa
f@+n)—f@=a-h+|h|eh).

Maaritelma 3.3.2 Olkoon A € R2. Funktio f : A — R on differentioituva joukossa
A, jos se on differentioituva jokaisessa pisteessiA.

Lause 3.3.3Jos funktiof on differentioituva pisteessg niin se on jatkuva pisteessa

a.

Todistus.Olkoons > 0. On l6ydettava > 0 siten, etta
| f(@)— f(@)]| <s, kun |Z —a| <.
Olkoon ¢ kuten kaavassalp), samoina = (aq,az). Voidaan I0ytads’ siten, etta

le(h)| < 1, kun|h| < & Valitaanr = min (s’, =171 )- Olkoon nytz sellainen,

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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ettd| T — a | < r. Talldin (merkitaéam = = — a)

| f@) - f@| = |f@+h)—f@]|=|a-h+|h|eh)]

< |a-h|+|k||e® | < [B]| (1@l +|®m)])

< ]f—a|<|a|+l><r<|a|+1)§‘ET+1(|E|+1):5.
O

Lause 3.3.4Jos funktiof on differentioituva pisteessa niin f on derivoituva ja
D;f(@) =qj, j=1,2
Todistus. Tapausj = 1.
f@+h) — f@ = arhy + azhy + | b | (h),

missée(h) — 0 kunh — 0. Tama patee, kuh on jossakir):n ympéristossa. Erityisesti
voidaan tarkastella tapausia= (h1,0), misséh; > 0. Muodostetaan

f@+h)—f@  flar+hi,a2) — flas,a2)  anhy | || —
T " T
= « +—‘h}e(ﬁ)—>a
1 h 1,
1

kunh — 0. Tama todistaa, ett®; f(@) = a1, koska osittaisderivaatan méaritelman
mukaan on toisaalta

T flar + h1,a2) — f(ar,a2)

= D f(a).
h1—0 h1 lf(a)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Toinen muuttuja kasitelldan vastaavasti_

Differentioituvuus ja muut edell& mainitut tulokset méaéaritellaan ja todistetaan samalla
tavallan:n muuttujan funktioille.

Esimerkki 3.3.5 Funktion

[ 2, kun(z,y) # (0,0)

molemmat osittaisderivaatd®; f(z,y), D2 f(x,y) Saavat origossa arvon 0. Voidaan
kuitenkin osoittaa, ettef ole differentioituva origossa.

Lause 3.3.6Jos funktiof on derivoituva jossakin pisteenympéaristossa ja osittaisde-
rivaatat ovat jatkuvia pisteesaaniin f on differentioituva pisteessa

Esimerkki 3.3.7 Onko funktio f(z,y, z) := xy| z | + xy differentioituva pisteessa
(2,0,0)?

Ratkaisu.
sz(:n,y,z) = {L’2|Z|—|—x
D3f($7y7 Z) = hmh—>0 w — hmh—>0 % —0
D1 f(2,0,0) = 0
D2f(27070) = 2

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Funktio f on siis derivoituva pisteessa, 0, 0). Funktio f on differentioituva pisteessa Sisalto:
(2,0,0), jos Vektoriavaruudet

— _ R2 R3 R4
94-h1, ha, hs)—£(2,0,0) = D1 £(2,0,0)h14+Da f(2,0,0)he+Ds £(2,0,0)hs+| 7 | e(h), B
J(2+h1, ha, h3)—f( ) 1f( Yha+Daf( Yha+D3 f( )hs+| b |e(h) Useamman
missée — 0 kun |k | — 0. Ratkaistaan tastéja tutkitaan sen kayttaytymista, kun muuttujan
|h|—o0. funktiot
Differentiaali-
e(h) = 2+ 1, ha, h3) — £(2,0,0) — 2k laskenta
) || Kayrat,
_ (24 m)he |hs| + 2+ ha)ho — 2Dy tasa-arvopinnat
ht + h3 }—Lk h3 . tangenttitaso
= (24 h1)?|hs| —22 + hl% Valiarvolause
Vh3 + h3 + h} \/h% + h2 + h’ Adariarvojen teoriaz
< (2+m)?|h3|+ b1 ]| =0 Kayraintegraalit
kunh — 0. Tassa RIS EELE
| ha | Avaruusintegraalit

—_1’
VI3 + h3 + h3

joten funktio f on differentioituva.

Etusivu

Lauseke
Dy f(@a)hy + Daf(@ha + -+ + Dy f(@)hy

on nimeltaan funktiory differentiaali pisteessé, merkitaanif (a)(h). Patee siis S L

Af = f(a + E) - f(a) ~ df(a) (E), Takaisin
kun h on "pieni". Koko naytts
Lopeta

{11



Esimerkki 3.3.8 Funktion f(z,y) = 2%y? osittaisderivaatat ovat
Dif =32%y% ja Dof =223y.
Kuna = (a1,az2) = (1,2) jah = (hy, he) = (—0.04,0.05) on funktion f differentiaali
df (@)(h) = D1f(1,2) - (—0.04) + D2 f(1,2) - 0.05 = ... = —0.28
ja
Af = £(0.96,2.05) — f(1,2) = 0.96% - 2.05 — 4 ~ —0.2819 . ..

Esimerkki 3.3.9 (Virhearviointi) Pyritddn maarddmaan maan vetovoiman kiihtyvyys
(g9) kokeellisesti, mittaamalla putoamisaikiag putoamismatkaa.

1 2 o s
s = — = —.
29 g 2
Mittaustuloksets ja ¢ eroavat jonkin verran todellisista arvoista- hq, s + hs. Talldin
g:nvirhe
0 15) 4s
ﬁhl + 79 =
0s ot 0

Jos tiedetaén mittaustarkkuudet gh; | < ¢ (jokin vakio) ja|hs | < 7 (my0s jokin
vakio), niin

= 2
Ag=g(s+hi,t+he) —g(s,t) = dg(s,t)(h) = h2:ﬁh1_ hs.

4s|
e

| dg(s, ()| < t%(w

(Huomatus! Osittaisderivaatan jatkuvuudesta seuraa siis differentioituvuus, josta taas
seuraa osittaisderiviutuvuuden olemassaolo.)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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3.4. Gradientti ja suunnatut derivaatat

Maéritelma 3.4.1 Olkoon A Co R?ja f : A — R, differentioituva. Talloin funktion
f gradienttion vektoriarvoinen funktiod — R?, Merkitaan

gradf = V. := (D1f, D2f) = D1fi + DafJ.
Yleens4, josA Co R", f : A — R niin maaritellaan
Vf:=(D1f,Daf,...,Dpf).
Patee

df (@)(h) = D1f(ya)h1 + D2 f (@)hy = (le@% sz(a)) - (h1,h2) = V(@) - h,
misséh = (hy, he). My6s avaruudessR”
af @) = V(@ -F.

Olkoona = (aq, a2) € R? siten, ettda | = 1 = /a2 + 3. Olkoon funktiof pisteen
a = (a1, ag) ymparistossa méadritelty reaaliarvoinen funktio. Joukko

{a+ta|teR}

on pisteeru kautta kulkevax:n suuntainen suora.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Maaritelma 3.4.2 Jos on olemassa raja-arvo

@+ @) - (@)
t—0 t

niin sité kutsutaan derivaataksi suunt@aa(pisteessé), merkitaars f (a).
Huomautus 3.4.3 Josa = (0,1) = j, niin dzf(a) = Dy .
Huomautus 3.4.4 Maéaritelma3.4.2on samaR™:ssa.

Lause 3.4.5Josf on differentioituva pisteess# niin d5f(a) on olemassa jokaiseen
suuntaarw ja

Oxzf(@) = D1f(@)on + Daf(@)az + -+ + Dnf(@)ay, = Vf(a) - a.
Lause todistetaan myéhemmin.
Esimerkki 3.4.6 Laske funktion
f(z,y,2) :== z* + 23y + 2222
derivaatta pisteessa, 2, 5) vektorin (4, —2, 2) suuntaan.
Ratkaisu. Lasketaan vektor{d, —2, 2) = v suuntainen yksikkdvektori

eI )
0] - VPP 2 \V6 V6 VB)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Osittaisderivaatat ovat

Dif = 423+ 32%y + 42z, Dyf(1,2,5) = 30
Dof = ¥ Dyf(1,2,5) = 1
Dsf = 222 Dsf(1,2,5) = 2,
mista seuraa
vf(]-v 27 =S (30, 1, 2)
— 2 1 1 61
0xf(1,2,5) = (30,1,2).(7,_7%) — o

LauseerB.4.5todistus:

Olkoona tarkastelupiste, jossa funktjoon differentioituva ja olkoom € R", || = 1
jat € R. Koska funktiof on differentioituva, niin

f(@+1ta) — f(@) = D1 f@tar + - + Duf(@tan +|¢| || (ta).

Siis erotusosamaara

f@+ta) - f(@)
t

2]

=Dyf(@)ar + -+ Dpf(@)ay, + Ta(ta)

— Dif(@)ar + -+ D f(@)on

kunt — 0. Raja-arvo on siis olemassa, joten on olemassa suunnattu derivaatta, joka on

Dif@a +- -+ Duf@an = Vf(@ @ O

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Huomautus 3.4.7 Suunnatulle derivaatalle saadaan arvio
|0zf(@)| = |Vf(a) o
< |[Vf()|la|=|Vf(@)]
= V(Dif@a1)?+ -+ (Dnf(@an)?.
Erityisesti, josV f(a) = 0, niin 95 f(a) = 0 kaikkiin suuntiina. JosV f(a) # 0, niin

voidaan kysy&, mihin suuntaansaadaan suurin derivaatta. Vastaus: Kufif V f(a)

eli
__ Vi@

V@]

silloin patee

Vi@ _ Vi@
Vi@~ Vi@

Oaf(@) = Vf(a) a=Vf(a) =|Vf(@)].

3.5. Yhdistettyjen kuvausten derivoiminen
Maaritelma 3.5.1 Vektoriarvoista funktiota
g:=(91,---,9n), 9g:R"—=R",g;:R™" =R

sanotaan differentioituvaksi pisteesggos jokainen komponenttifunktig; on diffe-
rentioituva pisteessa

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Lause 3.5.2 (Ketjusaantd) Olkoory : R™ — R", g = (g1,...,9n) pisteess& dif-
ferentioituva funktio jaf : U — R, g(a) € U Co R" pisteess§(a) differentioituva
funktio. Talléin f o g on differentioituva pisteessgja

Di(fog) =3 (Dsf) (@) (Piss) @,

J=1

missé = 1,...,m.
Esimerkki 3.5.3 Olkoot funktiotf : R — Rjag: R — R. Nyt
D(f o g)(a) = '(9(a)) - g(a).
Esimerkki 3.5.4 Olkootm = 1,n = 2, f : R?> - R, g : R — R?, f(z,y) =
2+ eV + e jag(t) = (1,1 - t) = (g1(), g2(2)). Nyt
fog:R—=R, fog(t) =2 4 el 7t 4t

ja

D(fog)(t) =2t —e!™t + (1 —2t)e! 2,
LauseerB8.5.2avulla:

Dif(x,y) = 2x+ye™ Dgi(t) = 1
DZf(xvy) = ey‘i‘fﬁexy ’ DgZ(t) = _17

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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joten

- (Dg)(®) + (D2£) (9()) - (Dg2)(®)
= <2t+ 1-t)et=D) .14 (el_t —i—tet(l_t)) (=1
2t — el =t 4 (1 — 2t)et =2,

Josg (sisafunktio) on yhden muuttujan funktio, niifioc g on myés yhden muuttujan
funktio ja

Esimerkki 3.5.5 Oletetaan etté = 1, n € N ja funktio f on yhden muuttujan funktio,
g skalaariarvoinen funktio. Tallgifi o g onm:n muuttujan funktio,

fog(xl,...,xm):f<g(:r1,...,xm))
ja
D;f og(T) :f’(g(§)> -Dig(z), i=1,...,m,T=(z1,...,2,) € R".

Esimerkki 3.5.6 Maaritellaan funktiotf ja g siten, etta

f:R—=R, f(r) = 2%+sinz
g:RP—>R, g = x1—29+73

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Nytn =1,m = 3jaz = (z1,z2,23) € R3. Yhdistetty kuvausf o g : R® — R on
fog(@) = (x1 — zo + 22)% + sin(z — z2 + z32).
Lasketaan tdméan osittaisderivaatat:

f'(z) =2z + cosx

ja
Dig(z) =1, Dyg(z) = —1jaDsg(z) = 2x3,
joten
Di(fog)(x) = (2(351 — 29 + 3) + cos(x1 — 22 + m%)) -1
Dy(fog)(@ = —2(z1 —x2+3) — cos(x1 — z2 + 23)
D3(fog)(@) = 2x3-2(x1 — 29+ 23) + 233 cos(x1 — 22 + 23).

LauseerB.5.2todistuksen idea:
Valitaana € R™ tarkastelupisteh, € R™ "pieni muutos".

(fog)@+h)—(fog)(@) = f(9(@+h))—f(9(@) = f(9@+F) (@), (23)

missék = g(a@ + h) — g(@). Kaikilla j = 1, ..., n:

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

L
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Koskag; on differentioituva
kj = Digj(@hi+- -+ Dugj(@hm+ | | ej(R) = Y Digj(@hi+| | ;(R). (14)
i=1

Toisaalta myog on differentioituva pisteessiia), joten

le(g(a))krl Fot an<g(a))kn + | % |2(R)

f(9@ +F) - f(9@)
= (D) (9@ ) ks + | B| E(R).

(15)
Yhdistamalla kaavatl3), (14) ja (15) saadaan

Fog@ER) foo@=3] <iDjf(g(a))Digj(a))hi +1.

i=1 j=1

(%)

Pitkahko Earkastelu osoittaa, etjg— 0 riittdvan nopeasti, kuh — 0 (tarkemmin
sanoenT(Thf — 0 kun h — 0). Taméan jalkeen Differentioituvuuden maaritelmasta
seuraa

(x) = Di(f o g)(@).

Esimerkki 3.5.7 Olkoon f(z,y) = 2%y — y3. Laske funktiont — f(2t3 — 5t,t* +
3t + 7) derivaatta, kunt = —2.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Ratkaisu. Merkitaan

h(t) = f(2t> = 5t,t* + 3t +7) = fog(t),

missa

g(t) = (265 — Bt,t* + 3t + 7) = <91 (t),gg(t)).

Lauseest®.5.2seuraa

H(t) = Dif (90) i (8) + Daf (9(8)) g5 (o).

Nyt

Joten

h'(-2)

Esimerkki 3.5.8 Olkoon f : R? — R differentioituva jah : R?> — R médritelty

kaavalla

h(z,y) = f(2* — y*, zy?, 2y);

6¢2 — 5;
2xy;

(_673)
—36;
19;

/

92

D2f($a y)

DQf(_67 3)

(=2)

LaskeD1h ja Doh funktion f derivaattojen avulla.

43 + 3

2

9
=29

—36-19+9-(—29) = —945.

z,y € R.

2

Sisalto:

Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan

funktiot
Differentiaali-
laskenta

Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Ratkaisu. Patek = f o g, missa
glz,y) = (z° — v, 2%, 2y).
Ketjusaanto: §:n osittaisderivaatta:n suhteen = 1 ketjusaannossa)
Dih(z,y) = le(g(:c, y)) Digi(z,y) + sz(a(x, y)>D192(907 y)

+D3f<g(x, y)>D1gs(9€7@/)
= Qlef(g(ac, y)) + yQDQf(g(w, y))-

Vastaavalla laskulla kuh= 2

Doh(z,y) = —2yD1 f (g(x, y)) + 2fcyD2f(g($, y)) + 2D3f<g(x, y))-

4. Kayrat, tasa-arvopinnat ja tangenttitaso
Kayrat, tasa-arvopinnat ja tangenttitaso

Maéritelma 4.0.9 Olkoon A C R vali (rajoitettu tai rajoittamaton) j& : A — R?
jatkuva. Silloin joukkol™ := f(A) onjatkuvakayra. Yhtalopari

r = fl(t)
{y = fa(t) ’ tea

on kayranl' parametriesityst parametri

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Kuva 11: jand’

Esimerkki 4.0.10 Maaritellaan
fit) = 2+ 3t

1| =: A.
ft) = 1420 (€0U=A
Sillon T on jana, katso kuval. Jos
filt) = x4+ (v2 —x1)t
fo(t) = v+ (y2—wy)t,

niin I" on jana, jonka paatepisteet ovat, y;) ja (z2, y2).

Esimerkki 4.0.11 Maaritellaan

fi(t) = 10cost

fot) = 10sing > €027

Nyt I on ympyra jonka keskipiste dhja sadel0.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R3 R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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" Siséalto:

\ Vektoriavaruudet
R? R? R*
Useamman
muuttujan

WD funktiot
Differentiaali-

4 laskenta

Kayrat,

Kuva 12: kayraf (t) := (t, 1) tasa-arvopinnat

tangenttitaso

. . i ) o Véliarvolause
Huomautus 4.0.12 Sanotaan, ett& on rajoitettu, jos se sisaltyy johonkin kiekkoon Aariarvojen teoriaz

B(0, R) (jollekin R € R"), muutenl” on rajoittamaton Kayraintegraalit

JosA on suljettu ja rajoitettu, niirf:n jatkuvuudesta seuraa, eft@n rajoitettu. (Taman Pintaintegraalit
asian todistus jatetaan valiin.) Avaruusintegraalit
Esimerkki 4.0.13 Maaritellaan Etusivu

filt) =
f2(t) =

Katso kuval?2. Sivu 60 / 144

i A=10,1]

= o+

JEL

Olkoon A = [a,b]. Josf(a) = f(b), niin k&yr&a onumpinainenJosy on injektio, niin fakaisin

kayradal® sanotaarkaareksi Koko nayttd
Lopeta



Olkoont := [a, B8] — [a,b] sellainen jatkuva surjektio, ett&d«) = a ja7(5) = b.
Silloin

I' = g([e, B]);

missdg := f o 7. Sanotaan, etta kayralleon tehty parametrin vaihto.
ag y yp

Esimerkki 4.0.14 Maaritellaan

fi(t) = 10cost

fot) = 10sint ° €027
ja

T [071} - [0,271’] 7(8)227’('8.
Talloin

g=for:[0,1] - R?

ja

g1(s) = 10cos2ms

fa(s) = 10sin27s ’ s €1[0,1].

Parametrin vaihto on sallittu muulloinkin kuin suljetun valin tapauksessa.

Vastaavasti maaritella&n avaruuskayrat: Jos

f:A—R?

on jatkuva, niin kayrd’ on joukkoI' = f(A). Edellda mainitut termit k&yvat myos tassa.

Maéaritelma 4.0.15

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Olkoon
{ x = xz(t)
y = y)
Olkoon L pisteenf (s) kautta kulkeva suora, suuntavektariTalléin L onI':n tangentti
pisteessg (s), jos pisteidenf(s) ja f(r) kautta kulkevan suoraf, suuntavektorille

B(r) patee:
lim 3(r) = @.

r—S
Lause 4.0.16Ylla olevassa tilanteessa
o= (x'(s),y’(s)),

(mikali ainakin toinen komponenteisia 0).

Todistus.

B0) 11 (a(r) = 2(eha) — ) = By 17 (22, W)

r—s rT—S

ja vimeksi mainittu vektori lahestyy vektoria
(#/(5). /()

kunr — s. 0O

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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R3:ssaz on pisteerity kautta kulkevan suoraf piste jos ja vain jos = ta + @,
misséda # 0 on suoran suuntavektori.

Avaruuskayrarnt — z(t) tangentti(suora) maaritellaan kuten maaritelméssélsja
pisteess&(s) tangentti on vektorin

(#4(5), zh(s), 75())

suuntainen.

Esimerkki 4.0.17 Olkoont € [1,10] jaZ(t) := (¢,t2,¢3). Kunt = 2, on tangentin
suuntavektori
(4(2), 25(2),25(2)) = (1,4,12).

Katso kuval3.

Palataan tasokayriin. Jatkuva kayra esitetaan usein muodossa

f(z,y) =0,

missa piste(z,y) € R? kuuluu kayralle ja funktiof on jossainA C R? maadritelty
jatkuva funktio.

Esimerkki 4.0.18 Nollakeskeinenk?-sateinen ympyra tasossa:

a) 22 +y*—R?*=0

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R3? R*
Useamman
muuttujan
funktiot
A X4 Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause

}(?._ Adariarvojen teoriaz
Kayraintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

X4

Kuva 13: Tangentin suuntavektori




b) x(t) = Rcost
y(t) = Rsint, t € [0, 27].
Vastaavasti, jog : A — R, A C R? jatkuva, niin joukko

{(@,y) eR?| f(=,y) = c}

on kayra, kunc € R ja f toteuttaa tiettyja ehtoja. Naita kayria sanotaan funktfon
tasa-arvokayriksi.

Osoitamme seuraavaksi, etta funktigngradientti on kohtisuorassa tasa-arvokayraa
vastaan:

Oletetaan, etta € R on kiinted ja etta vastaavalla tasa-arvokayralla on parametriesitys
£ (a:(t),y(t)), teA.
Oletetaan, etté&(¢) ja y(t) ovat derivoituvia. Koska
f(a:(t),y(t)) —c VteA,

niin

df (2(t). y(1))

~

T~

= (D) (2, y(®) )2/ (1) + (Do) (2(8), y(®) )y @
= (V) () - ('), v ®).

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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x(t), y(t) tai f(x,y)=c

Kuva 14: Gradientti

Nain ollen tangenttivektori on kohtisuorassa funktibgradientti vektoria vastaan (jos
2'(0) # 0 taiy/(t) # 0). Katso kuval4.

4.1. Pinnat
Maéritelma 4.1.1 AvaruudenR? suljettu osajoukkaS on pinta, jos jokaisell& <

S on ymparistoV joka on homeomorfinen neligio, 1] x |0, 1] (=: I?) kanssa. On
olemassa jatkuva bijekti’ — I2.

Tarkastellaan nyt pintoja, jotka voidaan esittdd muodossa

S = {(x7yvz) ‘ f(:):,y,z) :0}7

missaf : A — R jatkuva,A C R3.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

L

Etusivu
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Kuva 15: Ellipsoidi

Esimerkki 4.1.2 Ellipsoidi

2 2 2
T Yy z

Katso kuvalb.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R3 R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Esimerkki 4.1.3 Josg : B — R, B C R?, niin yht&lo

g9(x,y) = 2

maadrittelee pinnan. Tama voidaan néaet kirjoittaa muodossa

9(z,y) —z=0.
Pinta on nimeltaag:n kuvaaja.
4.2. Tangenttitasot
Olkoon S pinta

{f(z,y,2) =0}.

Olkoon (a, b, c) € S pinnan piste. (HuomY (a, b, c) = 0). Tarkoituksemme on johtaa
tassa pisteessa olevan pinrfatangenttitason yhtéld. Tarkastellaan kayrad S, joka
kulkee pisteeria, b, ) kautta. Oletetaan, etl&lla on derivoituva parametriesitys

t—{ ylt) , teA.

Olkoont, € A sellainen piste, etta

((to). y(to), =(t0)) = (a,b;).

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Koskal' C S, niin Sisalto:

f(x(t), y(t), z(t)) =0VteA, Vektoriavaruudet
- s s R2’ R3, R4
ja tasta saadaan Useamman
muuttujan
o _ e x0) funktiot
dt Differentiaali-
= (D1)(2(®),y(®), 2(8))2'(8) + (Dat) ((0), y(8), 2(8) ) (1) laskenta
+(Dst) (a(t), (1), 2(1) ) 2 (¢) e
tasa-arvopinnat
= () (20,50, 20)) - (+'®), ¥ (1), 2®)). tangentitaso
Véliarvolause
Kunt = ty, saadaan Adariarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
(Vf)(a,b,c) - (x’(t),y’(t),z’(t)) =0 Pintaintegraalit

: . e o _ _ _ Avaruusintegraalit
joten kaikkien ylla mainittujen kayrien tangentit ovat kohtisuorassa gradig¢Rtifa(a, b, c)

vastaan. )
Etusivu

L

] o 44 44
Tangenttitason yhtalo

Merkitaan Sivu 69 / 144

70 := (a,b,c) = ai + bj + ck.
Takaisin

Koko nayttod
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Olkoon7 = (z, y, z) tangenttitasofl’ piste. Siis

(r,y,2) €T <= T—-79LlVf(a,b,c)
<~ Vf(a,b,c) - (F—T9)=0

< Dif(a,b,c)(x —a)+ Daf(a,b,c)(y —b) + Dsf(a,b,c)(z —c) = 0.

Tama onl:n yhtalo.

Esimerkki 4.2.1 Maaritellaan pinta

2 2 2
X X
TN

E 22 32 ]. = 0

Haluamme muodostaa tangenttitason yhtalon pistgessac) = (2, 1, ﬁ).

(V)= y2) = (%4 %)
L3

vhHeLd = (11%9).
T:n yhtalo
i(x2)+(y1)+*f<zj§):o
eli
R R

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Esimerkki 4.2.2 Olkoong : A — R, A € R?, g differentioituva. Tarkastellaan pintaa Sisalto:

S, joka on funktiong kuvaaja, Vektoriavaruudet
R2 R3, R*
S={(z,9,2) | g(z,y) — 2z =0} Useam.man
=:f(x,y,2) muuttUJan
funktiot
Nyt Differentiaali-
(Vf)(a,b,c) = ((DLG)(C% b), (D2g)(a,b), —1)- laskenta
Kayrat,
Pisteen(a, b, g(a, b)) kautta kulkevan tangenttitason yhtald on nain ollen tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Dig(a,b)(z — a) + Dag(a,b)(b—y) =z —c. Valiarvolause

Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

TasonT yhtalo R?:ssa yleisesti
T:n maaraa:
e annettu pistey, joka kuuluu tasoon Etusivu

e normaalivektoriz, joka on kohtisuorassa jokaista tasogskeulkevaa suoraa vas-
taan.

Sivu 71/ 144

{11

Oletetaan ettd nama annettu: Olkaore R? mielivaltainen tasor” piste. Silloinz

toteuttaa yhtalon: Takaisin
(z—a)-n=0 o
Koko nayttod
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=

(a,b,c)=ct

Kuva 16: Taso T

eli
€R
=
T1n1 + xong + x3ng —a-n = 0.

Yleisesti siis tason yhtélé on muotoa
Az +By+Cz+ D =0,
misséA, B,C, D € R.
Esimerkki 4.2.3 Maaritellaana = (2,2,1) jan = k = (0,0,1). Nyt ny = ng = 0,

a-n = 1. Yhtalo:
z=1.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R3 R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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(Piste(z, y, z) kuuluu tasoon, jos ja vain jos= 1).

Suoran yhtald R3:ssa

Pisteery kautta kulkevan, vektorif suuntaisen suorah yhtalé on
z=tB+a, tcR. (16)

Toisin sanoenz € L jos ja vain jos on olemassa lukisiten, etta {6) toteutuu.
Voidaan kirjoittaa my6s muodossa

Tr1 — 01 o9 — (9 r3 — Q3

C1 c2 C3

jollekin ¢; € R.

5. Valiarvolause
Véliarvolause

Lause 5.0.40lkoon A co R?ja f : A — R differentioituva, ja olkoot,b € A
sellaisia pisteitd, etté niiden yhdysjana sisalran. Talldin on olemasgac [0, 1],
jolle

@) - f@) = Vf(a+0G-a)-(G-a). (17)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Huomautus 5.0.5 1) Lause5.0.4patee, kurR? muutetaarR"™:ksi. Sisalto:

2) Jos merkitdah — @ = h, niin (17) patee jos ja vain jos Vektoriavaruudet
R2, R3, R4
f(@—h)— f(@) =Vf@+6n)-h. Useamman
muuttujan
Lauseerb.0.4todistus: funktiot
. = : Differentiaali-
Todistus. Olkoon pisteider ja b yhdysjana laskenta
J={a+th|0<t<1}. Kayrat, _
tasa-arvopinnat
Maaritellaan derivoituva funktig : [0, 1] — R, tangenttitaso
3 ~ Véliarvolause
g(t) = f(@+th) ( = f@+t(b— 5)) : Aariarvojen teoria
Kéayréintegraalit
Ketjusdannon mukaan Pintaintegraalit
_ _ = Avaruusintegraalit
§'(t) = D1f(@+ th)hy + Da(@+ th)he = V f(@+ th) - F. .
Toisaalta véliarvolauseesta seuraa, etté on olenfassa, 1], jolle Etusivu
“« »
9(1) — g(0) = g'()(1 — 0) = ¢'(9).
< >
Saamme
Sivu 74 [ 144
— 7 —\ . ! _ — R . 7
f@+h) - £@) = g(1) — 9(0) = ¢'(0) = Vf(@+6h) - b

0 Koko nayttod
Lopeta



Esimerkki 5.0.6 Jos|V f(a)| < M tarkastelualueessa (ainakin janallg missai/
on jokin positiivinen vakio, niin

| £(0) = f(@)]

Kaavaa voidaan soveltaa fysiikan virhearvioinneigsan jokin mitattu suureg sen
tarkka arvo,\ b— a\ mittausvirhe (josta on jonkinlainen kasitys olemassa). Lauseke
f(@) on etsitty suure, ja edell& mainitun kaavan mukMM — a\ on ylaraja arvio
virheelle, joka tehd&an, kuf{@):n likiarvo f(b) lasketaan mittaustuloksérperusteel-

la.

5.1. Implisiittifunktiolause

Lause 5.1.10lkoon A co R%?ja f : A — R jatkuvasti derivoituva. Olkooffa, b)
piste, joka onf:n nollakohta,f(a,b) = 0. Oletetaan, ettd, f(a,b) # 0. Talldin on
olemassa sellainen suorakulmio

D ={(z,y) | a1 < x < az,b1 <y < bz} C R?,
(a,b) € D, etta jokaistar € ]ay, az[ kohti yhtalolla
flz,y) =0

on yksikasitteinen ratkaisy(x) € ]b1, b2]. Funktioz — y(x) on jakuvasti derivoituva
valilla Jay, as|.
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tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
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yix

(a, b)

| |
| |
a4 az

Kuva 17: Suorakulmio D

Huomautus. Siis funktiaz — y(z) toteuttaaf(x,y(z)) = 0, ¥V z € ]a, as[. Katso
kuval?.

Esimerkki 5.1.2 Funktion
flzy)=y"+ay—4=0

ratkaisupisteet tasossa: Katso kuva

Yhtélén koko ratkaisu ei ole minkaan yhden muuttujan funktion kuvaaja!
Lauseerb.1.1todistus.

Todistus. Oletetaan ettd, f(a,b) > 0. Koska Dy f on jatkuva, tasta seuraa etté on
olemassa > 0 siten, ettdDs f(z,y) > 0, kun (x,y) € B(a,r) (tdsséx := (a,b)).
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Y
4

[~ Implisiittifunktiolause "4ytad
taman ratkaisun®

Kuva 18: Ratkaisupisteet

Tarkastellaan funktioityy — f(a,y); ylla olevan nojalla se on aidosti kasvava n-
ymparistossa. Olkooby , by € R sellaisia, etta

b—g<b1<b<b2<b+g.
Tallgin
fla,b1) < 0= f(a,b) < f(a,ba).
Koska f jatkuva, niin on olemassa sellaiset luvut as,

r r
a—§<a1<a<a2<a+§,

etta
f(x?bl) < 07 f(l',bg) > 07

kuna; < z < as. Olkoonz € Jay, az[. Nyt patee
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1. f(x,b1) <O, f(z,b2) >0
2. ¢ :y+— f(z,y)on jatkuva valilldb , b |

3. ¢ :y+— f(z,y) on aidosti kasvava.

Tasté seuraa, etté on olemagsa y(z) € )by, bz, jolle p(y(x)) = 0 eli f(z,y(x)) =
0. Todistus sille, ettd (=) on derivoituva, sivuutetaan. [J

Olkoonf : A — R, A Co R?, f(a,b) = 0ja Daf(a,b) # 0. Implisiittifunktio-
lauseesta siis seuraa, etta yhtal§l@, y) = 0 on yksikasitteinen ratkaisy(z) jokais-
taz € laj,az[ kohti. Funktiox +— y(x) on jatkuvasti derivoituva. Derivaatayi(x)
laskeminen:

Pateef (z,y(x)) = 0, joten

0= f(,y(a)) = D1 (&, (&) -1+ (Do) @, () -4/ (a)

mista seuraa
/(33) o _le(a> b)
P T Do f(asb)

Esimerkki 5.1.3 Tarkastellaan yhtaloa
xy —sin(z +y) =0 (18)

Talla on ratkaisu: = y = 0. Osoitetaan, etta kyseessa oleva yhtalo maaritietee:n
funktiona jossakin pisteen nolla ympéristdssa ja laskega@n.
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Ratkaisu. Pateg(0,0) = 0 (Lause5.1.1kuna = 0,b = 0) ja Do f (z,y) = x —cos(x+
y), D2f(0,0) = —1 # 0. Lauseb.1.1soveltuu, joten yhtalo1@) maarittedeey:n x:n

funktiona. D1 £(0.0) .
y'(0)= =22 = =,
D2f(07 O) 1
ja
Dif =y —cos(z+y).
Tapaus, jossa implisiittilause EI toimi:
Tarkastellaan yhtéloa

(§)2+y2—9:o (19)
pisteessdr,y) = (6,0). Nyt
Dy f(z,y) =2y, D2f(6,0) =0,

joten implisiittifunktiolauseen oletukset eivat ole voimassa.

Huomautus 5.1.4 Yhtalon (19) ratkaisupisteet muodostavat ellipsin tasoon. Katso ku-

val9. Eli y ei ole yksikasitteinem:n funktio.

Lause 5.1.50lkoon A co R"*!ja f : A — R jatkuvasti derivoituva funktio, jolle
pisteessda, b) € A C R

f@b) =0, Dyi1(a,b) #0.
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Sisalto:
Vektoriavaruudet
R2 R3 R*
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,

Kuva 19: Ellipsi tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause

Talloin on olemassa:n ymparistéB(a,r) C R™ ja avoin vali]by, ba| > b siten, etté Aariarvojen teoriaz

jokaisellaz € B(a,r) yhtalolla f(z,y) = 0 on yksikasitteinen ratkaisy(z) € b1, ba|. Kayraintegraalit

Derivaatoille patee: Pintaintegraalit

Avaruusintegraalit

-6

/J
\.

D;y(x) = — 1=1,...,n.
W) =D f @ @)
Lausetta5.1.5 voidaan kayttad, kun halutaan varmistaa, etta yhtglgny,z) = 0 < 44
ratkaisut muodostavat pinn®r:ssa (vertaa lukd).
Esimerkki 5.1.6 Yhtalo SV

224y2+22 Takaisin
f(x,y,z):ze =0
Koko néayttd
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maaritteleez:n muuttujienz ja y funktiona eraassg, 0, 0):n ymparistossa, silla
f(O’O’O) =0- 60 = O’

eli yhtalo toteutuu. Nyt

D3f(m7 Y, Z) = e$2+y2+z2 +z- 2Z€x2+y2+z2
Ds3f(0,0,0) = 1#0
Dif(x,y,2) = 226 Ty 2

Siis voidaan ratkaista = z(z,y), kun (z,y) on pisteen(0, 0) jossain ymparistossa.

Derivaatalle saadaan

0z B _ Dif(0,0,00 0
5-(0,0) = D12(0,0) = D000~ 1= 0.

6. Adariarvojen teoriaa

Adriarvojen teoriaa
Tutkitaan aluksheliomuotojakahden muuttujan, y tapauksessa:
P(z,y) = az? + 2bzy + ca?, (20)

misséaa, b, c € R annettuja kertoimia.
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Esimerkki 6.0.7 Maaritellaan
P(z,y) = 22% — 10xy + 33°.
Nahdaan ett#(0,0) = 0
1. JosP(z,y) # 0 aina, kun(z,y) # (0,0), niin P on definiitti.

a) JosP(x,y) > 0 aina, kun(z,y) = (0, 0), niin P on positiivisesti definiitti
b) JosP(x,y) < 0 aina, kun(x, y) = (0, 0), niin P onnegatiivisesti definiitti

2. JosP(z,y) > 0V (x,y) € R? taijos P(x,y) < 0V (z,y) € R?, niin P on
semidefiniitt (Huomautus! Jo# on definiitti, on se myds semidefiniitti.)

3. JosP saa positiivisia ja negatiivisia arvoja, se iodefiniitti.

Yleisemmin, neliomuotd™:ssa on muotoa

n
P(T) = fTAf = Z a”x? + Z 2aij$i$]‘,
=1

1<i<j<n

missaA onn x n matriisi (a;;)7 ;-
Lause 6.0.8 Nelibmuoto @0) on

Definiitti, jos ac — v > 0,
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semidefiniitti, josac — v = 0,

indefiniitti, josac — b < 0.
MerkitaanD := ac — b.
Todistus. Oletetaan, ettd® > 0. Silloin a # 0 ja P(z, y) voidaan kirjoittaa muodossa

P(z,y) = L [(az + by)? + Dy?).

a
JosP(z,y) = 0, niin
0 =aP(z,y) = (azx + by)*> + Dy>.

Tama on mahdollista vain jaBy? = 0 ja (az + by)?> = 0 eliy = 0ja (ax + 0)2 = 0
eliy =0jaxz =0 (koskaa # 0).

Oletetaan nyD < 0 jaa # 0. TallGin

P(z,y) = E((aaﬁ-by) + Dy ) = a((am—i—by)— |D|y) ((aa:—l—by)—l— | D | )
Nahdaan, ett® haviaary-tason suorilla

ax + (b—+/|D|)y = 0jaaz + (b++/]D|)y = 0.

Siis P on indefiniitti.
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Tapausz = 0, D < 0. Talloin
P(z,y) = y(2bx + cy).
KoskaD = ac — b? < 0 jaa = 0, niin taytyy ollab # 0. Otetaany = 1:
P(z,1) = 2bz + ¢,

joka saa negatiivisia ja positiivisia arvoja kune R.. P on siis indefiniitti.
TapausD = 0.

1. Josa # 0, niin P(z,y) = 1(az + by)?,

2. Josa = 0, niin P(z,y) = cy?> = b = 0.

SelvastikinP on semidefiniitti. O

Esimerkki 6.0.9 Maaritellaan
P(z,y) = 22 — 6zy + 2>
Nyta =1,b=-3,c=2jaD =2-9 = -7, eli P on indefiniitti. P(x, y) haviaa

suorilla
(2)
Y 3+7)
Esimerkiksi
P(1,1) = 1-6+2=-3<0
P(1,-1) = 146+2=9>0.
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Esimerkki 6.0.10 Maaritellaan
P(z,y) = 4zy — 422 — 2.

Nyta = —4,b=2,¢c=—1jaD = 4 — 4 = 0 (semidefiniitti). ltseasiassB(z,y) =
—(2x — y)?, mista nahdaan

() P(z,y) <0V (z,y) € R?
(i) P(50,100) = —(100 — 100)? = 0.
Esimerkki 6.0.11 Maaritelld&n
P(z,y) = 2zy — 3z — y2.
Nyta=-3,b=1,c=—1jaD = 2 > 0 (definiitti). EsimerkiksiP(1,1) = —2 < 0.
Siis P(z,y) < 0, kun(z,y) # 0.
6.1. Taylorin kaava

Olkoon A co R?, f : A — R funktio, jolla on kaikkien kertalukujen jatkuvat osittais-
derivaatat. Olkoor € A tarkastelupiste ja € R? siten, etta jana

J:={z+th|te[0,1]} C A.
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J on jana, jonka paatepisteet ovaja = + h. Maaritellaan

g [0,1]— A
gt) = T+th
9(0) = =
g(1) T+ h

Tarkastellaan funktiota
fog:[0,1] =R,

joka on mielivaltaisen monta kertaa derivoituva yhden muuttujan funktio.

Ketjusdannon mukaan
(fog) = (Dif)og- g1+ (Daf)ogy=hi(D1f) o g+ ha(Dah)og.
Huomautus 6.1.1

9(0) = (91(0), 92(0)) = (@1 + thi, 22 + thy),

Missazr = (z1,x2), h = (h1, he) jag) = hi, g5 = ho. Edelleen

(fog) = h&(Difog)+ha%(Daf og)
= h <h1(D11f) 0g+ha(Diaf)o 9> + ha (hl(Dmf) o g+ ha(Daaf)o 9)
= hi(Duf)og+2hiha(Di2f) o g+ h3(Daaf)og
= (D1 +hsDa)2f) oy,
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missaD? = D11, D1Dy = D15 = D2Dq ja D3 = Das. Induktiolla voidaan todistaa
kaava
(fog)® = ((nlDl = h2D2)kf> °g.

Taylorin kaavastayhden muuttujan funktiolle” : B — R, missd[0,1] € B Co R,
saadaan

n—1
F) =Y %F(’“) (0) + %F(”)(G), 21)
2l .

missél € |0, 1[ (josn = 1, tdmé on véliarvolause).
Jos[F toteuttaa tietyt (ankarat) vaatimukset, sille patee kehitelma

Flz)=)_
k=0

| —

o

misséz € B(0,r).

Taylorin kehitelma 21) péatee funktiolleF’, jos se on n kertaa jatkuvasti derivoituva.

Sovelletaan tata, kuf' := f o g:

e g)® oq)™
k=0

Sijoittamallak:nen derivaatan lauseke ja ottamalla huomioon

g(0)==, g(1)=z+h, g(0)=71+0h,
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saadaan

f@+h) = f(g(1))=fog(1)
ZZ;é (D1 + hoD2)¥ f(T) + 4 (h1 D1 + ho D)™ f (T + 6h),

missad € |0, 1[. Tama kehitelm& péatee, kufion n kertaa jatkuvasti derivoituva. Ar-
vollan = 2 kehitelmasta seuraa

Lause 6.1.20lkoonf : A — R, A Co R?, kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva. Olkoon
zc A, heR?jah € B(0,r), miss& on niin pieni, etdr + B(0,r) C A. Talléin

f@+h)—f@) = mDif(@)+ heD2f(T)
+3 (h%Dllf(f) + 2h1he D12 f(T) + h§D22f(f))
+ || e(h),

missée(h) — 0, kunh — 0.

6.2. Adriarvoista
Olkoonf : A — R, A Co R™, m € N. Tallgin

¢ funktiolla f on (lokaali)maksimi pisteessé< A, jos on olemassa sellainer>
0, ettaf(z) < f(a), kunz € B(a,r)

o funktiolla f on (lokaali)minimi pisteess& € A, jos on olemassa sellainen> 0,
ettdf(z) > f(a), kunz € B(a,r)
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e aariarvo on minimi tai maksimi
e aariarvopiste on lahtéjoukon piste, jossa dariarvo saavutetaan
e &ariarvo on oleellinen, jog(z) # f(a), kunz € B(a,r) \ {a} (tdssé" kuten

maksimin tai minimin maaritrelmassa).

Lause 6.2.10lkoon f : A — R, A Co R™, kerran derivoituva. Jog € A on f:n
aariarvopiste, niirD; f(a) = 0, kuni = 1,...,m.

Esimerkki 6.2.2 Maaritellaan
flz,y) =2 + ¢

Nyt
le(l‘,y) = 2z
Dof(z,y) = 2y
D;f(0,0) = 0, kunj=1,2

Tunnetustif:lla on lokaali minimi pisteessa

Esimerkki 6.2.3 Maaritellaan
fla,y) = a® =4,
Nyt pateeD; f(0,0) = 0 = D2 f(0,0). Toisaalta(0, 0) ei ole &ariarvopiste:

f0,7r) = —r?2<0
f(r,0) = >0
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Lauseerb.2.1todistus:

Todistus. Tehdaan antiteesi: Oletetaan efté& A on A:n aaripiste jaDy. f(a) # 0,
jollekin & € {1, ..., m}. Maéaritellaan funktio

g(x) = flat, ..., Qk—1,%,Qfs1,---,am) (22)
misséx € B(ag,r) C R jollakin r > 0.
Nyt
d
L (ax) = Duf(@) #0.
Nain olleng saaay:n ymparistdssa seka suurempia ettd pienempia arvojaguy).
Kohdan22 nojalla sama péatee funktiollg, jotena ei ole funktionf aariarvopiste. [

Lause 6.2.40lkoon A Co R?, f : A — R. Oletetaan etta funktiolls on jatkuvat
kertaluvun 1. ja 2. osittaisderivaatat. Jos pisteassad patee

D:f(@) = 0= Dy f(a)
ja
D = an(a)DQQf(E) — D12(6)2 >0, (23)
niin @ on oleellinen aariarvopiste;
e maksimi, josDy1 < 0

e minimi, jOSD11 > 0.
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Méaéritelma 6.2.5 Satulapiste. Olkoonl, @, f kuten lauseen 6.4 oletuksessa. Sisalto:
_ _ Vektoriavaruudet
le(a) = Dgf(a) = 0. R2, R3, R4
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
f(l‘, y) _ 1,2 _ y2. Kéyrét, -
tasa-arvopinnat
Derivaatat ovat tangenttitaso
2c Dy = -2 Véliarvolause
2 Dy = -2 Aariarvojen teoriaz
D = 0 Kayraintegraalit
joten Pintaintegraalit
Dif(z,y) =0 <= 20=0 <= z=0 Avaruusintegraalit
Dyf(z,y) =0 <— —2y=0 < y=0.

Josf saaa:n mielivaltaisessa ymparistossa sekd suurempia ettd pienempiéa arvoja kuin
f(@), niin @ on satulapiste

Esimerkki 6.2.6 Maaritellaan

S5
[l

Etusivu

Pisteessa = (0,0)
Duf(a)Dng(a) — D12f(6)2 < 0.

Esimerkki 6.2.7 Maaritellaan

{11

Sivu 91/ 144
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fla,y) =a" +ay+y" +o—y. Takaisin
Tehtavana on etsia aariarvo- ja satulapisteet. Koko néytto
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Ratkaisu. Osittaisderivaatat

Dif = 2z+y+1
Dof = z+4+2y—1.

Jos(z, y) on kriittinen piste (eli derivaattojen nollakohta), niin

2£C+y+1:():>y:1
r + 2y — 1 = 0 r = -—1.

Pisteessé—1, 1) patee

D1 = 2
Doy = 2 = D(*l 1) >0
Dy, =1

eli kyseessa on aariarvopiste (minimi).

Esimerkki 6.2.8 Maaritellaan
flz,y) = 2* — y* + 3ay.

Derivaatat ovat
Dif 322 4 3y
Dof = —3y%+3z.

Kriittiset pisteet ovat

3332—1—311:0 — xr = z
—3y> + 3z = 0 y = —a2

— (x,y) =(0,0)tai(x,y) = (1,-1).

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Edelleen
Dy f =6x, Daypf=—6y, Diof =3,

joten
D(0,0) = —9<0 (satulapiste eli ei dariarvopiste)
D(-1,1) = 6:1-(=6)-(-1)—9=36—9>0 (minimi.)
Lauseert.2.4todistuksesta:
Olkoonh € B(0,r), r > 0. Lauseerf.1.2mukaan patee

f@+h)— f@ = Dif(@hi+ Daf(@)he
+3 (an(ﬁ)h% + 2D12 f(@)h1h2
+Doaf @h3) + || =(B),
missde(h) — 0, kunh — 0. Koskah on pieni jaD; f(a) = Dyf(a) = 0, maaraa

lauseke
Dy f(@)hi + 2D1of (@)hiho + Dao f (@)} (24)

erotuksery (@+h)— f(a) etumerkin. Lauseke2@) on neliomuotaP(h1, hs), kertoimet
a = D11f(a),b= Diaf(a),c = Dy f(a). Yllaolevista maaritelmista seuraa, ettén
aariarvopiste jos ja vain jos neliomuofbon definiitti. Huomaa, etta

D >0 < D(a) > 0.

Yll& olevat tarkastelut olivat lokaaleja.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Esimerkki 6.2.9 Funktion suurin tai pienin arvo joukosga ¢ R?. Olkoon B kom-
pakti (eli rajoitettu ja suljettu). Nyt patee: Jgs B — R on jatkuva, niinf saaB:ssa
suurimman ja pienimman arvon. Esimerkiksi jos:= [0, ocl, niin funktio f(z) = 1
ei saa joukossé&' pienintd arvoaan. Mutt&' ei olekaan kompakti joukko.

Huomautus 6.2.10Se, etta funktiof : B — R saa pienimmén arvonsa pisteessa
To € B, tarkoittaa, etta
f@) = f(@o) Vy € B.

Olkoon B kompakti, f : B — R jatkuva ja kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva. Ainoat
pisteet, joissg voi saada suurimman tai pienimman arvonsa ovat

1. f:nlokaalit ariarvopisteet

2. B:nreunapisteet.

Ylla esitettya lokaalien aariarvojen tarkastelua voidaan siten kayttaa hyvaksi myos glo-
baalien aariarvojen eli suurimman ja pienimman arvon loytdmiseksi. Lopuksi, ilman
todistuksia esitetéd&m:n muuttujan funktioiden &ariarvojen teoriaa.

Lause 6.2.110lkoonn € N, n > 2, A Co R", f : A — R derivoituva. Jos funktiolla
f on &ariarvo pisteessae A, niin
Vf@ =0 eli D;f(a)=Dyf(a)=...=D,f(a)=0.

Todistus.Sama kuimh = 2. O

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Lause 6.2.120lkoon A co R"™, f kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja
Vf(a) = 0 pisteessa € A.

Muodostetaan funktioyi Hessen matriisi

an(a) Duf(ﬁ) .. Dlnf(a)
_ | DS (@ Daaf(@) ... Danf(a)
Dnlf(a) Dpof(a) . Dy, f(@)

ja diagonalisoidaan se; saadaan muotoa

A0 ..o 0
0 Ao
0 ... An

oleva matriisi. Seuraavat tulokset patevat:

a) Jos kaikki ominaisarvot ovat suurempia kuin nolla,cominimi.
b) Jos kaikki ominaisarvot ovat pienempia kuin nolla,@maksimi

c) Jos matriisilla on seka positivisia ettd negatiivisia ominaisarvoja, dien ole
aariarvopiste.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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g b

Kuva 20: Pinta-ala
7. Kayraintegraalit

Kayraintegraalit
Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Sen integraalifunktiot® : [a, ] — R merkitédan

Fo)i= [ ) at

ja sille patee kaav%g = f. Geometrinen tulkinta: Kuva®0 varitetyn alueen pinta-ala
b

on [ f(z)dx.
a

Olkoon ¢ : [a,b] — R? (tai R") jatkuva. Joukkoy ([a,b]) C R? on kayra, jota
merkitdan esimerkikdr'. Kuvausy onI':n parametriesitys.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Jos kayralla on parametriesitys, joka imjektio, sitd sanotaakaareksi Valitsemal-
la toinen paatepistalkupisteeksja toinenloppupisteeksisaadaasuunnistettu kaari
Kaari onsaanndllinenjos silla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys.

Maaritelma 7.0.13 Olkoon ' ¢ R? s&anndllinen suunnistettu kaari ja olkopn=
(¢1, p2) Jatkuvasti derivoituva parametriesitys (slis= ¢ ([a, b])). Josf : ' — R ja
g : I' — R ovat jatkuvia, niin maéaritellaén

b
[ s+ gdyi= [ (£e@)0 + e ®)e®) de.
r a

Yleisesti:
FCan v [avb]Han 7([avb])zrv 7:(717---77n)
jatkuvasti derivoituva. Olkoorf; : I' — R, j = 1,2,...,n. Maaritellaan

b

/fldxl + fodxo + -+ - + frdzy = / <f1(7<t)>7£ Tt fn('Y(t))'Y;L(t» dt
r

a

Merkitaan myo6s

xl

/fldx1+f2d:1:2+"'+fnd$n ::/f‘d ,
I r

missaf := (f1,..., fn) jadr := (dxy,...,dz,).

Sisalto:

Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan

funktiot
Differentiaali-
laskenta

Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Lause 7.0.14Maaritelman7.0.13kayraintegraali ei riipd':n parametriesityksesta.

Todistus. Sivuutetaan. [

Esimerkki 7.0.15 Laske
/ 22dx + zy dy,
T
kunT on yksikkdympyrén kaari pisteesté, 0) pisteeseefi0, 1).

Ratkaisu. Kaytetaan:lle tuttua parametrisointia

x = pi1(t) = cost 0<t<®
y = pa(t) =sint ’ - -2
Tallgin
oi(t) = —sint, ¢h(t) = cost
dv = ¢i(t)dt, dy = ¢5(t)dt
ja
/2
/xzd:r +xydy = / (COSQt - (—sint) + costsintcost) dt = 0.
r 0
Toinen mahdollisuus on kayttdalle parametriesitysta
r = —t

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Talloin ¢ : [-1,0] — R?ja

o(t) = (10, 2() = (=4, V1-22).

Huomaa, etta

Ve@)2+yt)2 =2+ (1 -12) =1.

Talla parametriesityksella

0 0
idetrydy = [ (2 (=1) + (—t)V/1 2. T V= (—t*4+t%) dt = 0,
[ [( e Vi ) 4
silla ¢ (¢) = —1ja
p 1 _1 —t

Kayraintegraalin kasite liittyy |&heisesti fysiikkaan.

Esimerkki 7.0.16 Tarkastellaan massapistetta, joka liikkuu pitRA:n kayrad . Kap-
paleeseen vaikuttaa voima

F(‘T’yv Z) = Fl(xvya Z)g+ FZ(xvyv Z)3+ Fg(fﬂ,y, Z)E

missal’ : R? — R3, F = (Fy, F, I3).

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Kuva 21: Massapisteen sijainti

Ratkaisu. Massapisteen sijainti ajafunktiona (aikavali oru < ¢ < b) on

7(t) = (z(t), y(t), 2(t)) = z(t)i + y(£)7 + 2()E,
katso kuva?1l.
Kun aika muuttuu (vahan) hetkegtetkeert + At, massapisteen paikan muutos on
AF = F(t+ At)—7(t) = <x(t AL — z(t), y(t + At) — y(t), 2(t + At) — z(t))
(;U’(t)At, Y (t)At, x’(t)At) — Atr'(1).

I

Talla valilla tehty tyd on

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Halutaan laskea tyo, joka tehddan, kun massapiste siirtyy pistdepisteeseerns.
Jaetaan aikavélu, b] osavaleihint;_1,tx], k = 1,...,n. Tyoksi osavalilldty_1, tx]
saadaan

AW 2 F(7(tg—1)) - 7' (tk—1)(tk — tr—1)-

Koko ty6 on
AW 2 3" P((te-1)) -1/ (1) (b = th-1)
k=1

joka suppenee aikajaon tihentyessa kohti integraalia
b

/ F(F(t)) -7 (t)dt.

a

b b
JEEW)-7®dt = [ (RE@I® + @) + Fr@)r) d
= fF1d$+F2dy+F3dZ,
r

eli tehty tyd on edellamainitun kayréaintegraalin arvo.

Kayraintegraalit voidaan maaritella helposti myds yleisemmille integroimisteille. Ol-

koot T'; ja I';, suunnistettuja saannollisia kaaria siten, éttén loppupiste o, 1:n
alkupiste. Silloinl';:t muodostavat paloittain sdanndllisen tien" = Ule I;.) Maa-
ritellaén

/f1d$1++fnd$n :Z/fldxl++fnd$n
r

=1 T;

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Esimerkki 7.0.17 Tutkitaan integraalia

/yd:v—a:dy+dz.
r

a)I" on jana jonka alkupiste of1, 0, 0) ja loppupiste(0, 1, 1). I':n parametrisointi:

o(t) = (1 —1¢)(1,0,0) +¢(0,1,1) = (1 — t,t,t) =: (p1,92,p3), t€[0,1].

Nyt
joten

[ydo—zdy+ds = [ (£20001() = p1(e(0) + (1) de

t.(—1)—(1—t)-1+1)dt

—ii — 14 4= e = (0

b) I" on ruuviviiva
= {(cost,sint, gt)|t€ [0, W]},
us 2
Nyt
p1(t) = cost, @oft) = sint, @3(t) =
pi(t) = —sint, @y(t) = cost, ¢4(t) =

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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joten

/2
[yda —ady +dz = (2L (8) + Pr(B)h(t) + (1) ) alt
/2
= J (—SiHQt—COSQt—F %) dt
O/
/2

= [(-1+2)dt=-2+1+#0.
0

7.1. Vektorikentan potentiaali

JoukkoA C R™ on alue, jos se on avoin ja yhtenainen. (Joukko on yhtenainen, jos sita
ei voi esittaa kahden epatyhjan avoimen, erillisen joukon yhdisteena).

Madaritelma 7.1.1 Olkoon A Co R? alue jaf : A — R?2, f = (f1, f2) vektorikentta.
Jos on olemassa differioituva funktio: A — R (skalaariarvoinen!) siten, et = f
(eli f1 = Dyu, fo = Dsu) niin » on funktionf potentiaali. Sanotaan myads, etta lauseke

fld.%'l + f2d$2

on eksaktija u on senintegraalifunktio

Huomautus 7.1.2 Kaikilla vektorikentill& ei ole olemassa potentiaalia.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Huomautus 7.1.3 Potentiaali on yksikasitteinen lisattavaa vakiota vaille:xdon funk- Sisalto:

tion f potentiaali, niinv : A — R on funktion f potentiaali jos ja vain jos on olemassa Vektoriavaruudet

vakioc € R siten, ettév = u + c. R2, R3, R*
Useamman

Esimerkki 7.1.4 Olkoon muuttujan
funktiot

f(z,y) = (32%y + cos(z +y),z° + cos(z +y)), f:R?— R Differentiaali-

laskenta

Talldin Kayrit,

u(z,y) = 2’y +sin(z + y), tasa-arvopinnat
ja pateeVu = f. tangenttitaso

Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit

f(z,y) = (1022, cos z + €¥). Pintaintggraalit .
Avaruusintegraalit

Esimerkki 7.1.5 Olkoon

Talla ei ole potentiaalifunktiota. T&han tapaukseen palaamme mydhemmin.

Etusivu

Edella oleva Maéaritelm&.1.1toimii myds avaruudessR”™: Olkoon f : A — R",
missaA C R™ on alue. Télléinu : A — R on funktion f potentiaali, josVu = f.

{11
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f(xvyvz)_(rgargvrg)a fR \{0}_>R’
Koko nayttod
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missa Sisalto:

T o= (z,y,2) =1 +yj+ zk, Vektoriavaruudet
_— |F|:\/:L‘2—|—y2—|—22. R2,R3,R4
Voidaan kirjoittaaf (z, y, z) = %. Talla on potentiaali(z,y, z) = —1, silla Useamman
muuttujan
Diu = oz <_(x +y 427 2) - §(x ty +2t)Tz 2w = o o JI Differentiaali-
laskenta
Lause 7.1.70lkoon f : A — R" jatkuva vektorikenttdaA Co R™ alue jaf = Kayrat,
(f1,.+, fn). Olkoonu : A — R funktion f potentiaali. Jog = (a1,...,a,) € A, tasa-arvopinnat
b= (111, ...,by) € Ajal C A paloittain séanndéllinen tie alkupisteefaga loppupis- tangenttitaso
teendb, niin Valiarvolause
/f1 dzy + - + frndz, = u(d) — u(@). Aariarvojen teoriac
J Kéayréintegraalit

Pintaintegraalit

Katso kuva2?2. Avaruusintegraalit

Todistus. Oletetaan aluksi, ett on sdanndllinen kaari, toisin sanoen, on olemassa
jatkuvasti derivoituva parametriesitys

Etusivu

(10:(()017"‘79071)7 @[Oé,ﬁ]%Rn

Ketjusdannosta seuraa, ettéa Sivu 105/ 144
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Kuva 22: Kaaril'

Kayraintegraalin maaritelmasté seuraa

B
!fldxl tot foden = [[f(e@)@ @) + -+ Falo®)@h(8)] di
B8
= [luop)(t)dt =[uoy]’,

= u(p(B)) — ulp(a)) = u(d) — u(a).
O
JosI' on saanndllinen tie, jaetaan tarkastelu saanndllisiin osakaariin.

Esimerkki 7.1.8 Laske
yzdr + xzdy + ry dz,

r (%)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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kunT' on ruuviviiva,

= cost
y = sint , te0,2n].
z =t

Alkupiste on(1,0,0) ja loppupiste(1, 0, 27).

Ratkaisu. Maaritelldaén(x, y, z) = zyz. Talldin
Vu(z,y,z) = (yz, zz, zy).

Siten ) on eksakti funktio ja Lauseenl1.7nojalla

/yzdx+mzdy+xydz:u(1,0,27r)—u(1,0,0):1-0-277—1-0-0:0.

r

Lause 7.1.90lkoon A Co R? ympyra (kiekko),f : A — R? jatkuvasti derivoituva ja
f = (f1, f2). Tall6in funktiolla f on potentiaali jos ja vain jos

Difo = Dsf1 (integroituvuus ehto).

Huomautus 7.1.10Lause?.1.9ei pade kaikilla alueilled; se voidaan kylla yleistaa
niin sanotuille yhdesti yhtenéisille alueille. Katso ku/a

Lauseerv.1.9todistus. Vaite: Funktiollg on potentiaali jos ja vain jo®s f1 = D1 fo.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Tookko BN O]

Yhdesti yhtenainen Yhtenaisia, mutta eivat yhdesti yhtenaisia

Kuva 23: Yhdesti yhtendisyys

Todistus. 1. Oletetaan, etta funktiollA on potentiaaliz, eli

{Dlu = fi
Dou = fo

Derivointijarjestys on vaihdannainen, joten

Dl(DQU) = DQ(Dlu)
= D1fs = Dafi.

2. Oletetaan, ett®, f1 = D, fo. Merkitaan pisteellda, b) alueenA keskipistetta. Ol-

koon nyt(z,y) € A mielivaltainen piste. Maaritellaan

) x
u(z,y) 32/fz(alaiﬁz)d@+/f1($17y)d$1 Z/f1d$1+f2d$2
b a I

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Lasketaan

) az
Dru(z,y) :Dl/fz(%m)d@ +D1/f1(951,y) dry = fi(z,y),

b

-0
ja
Yy a8
Dou(z,y) = Dy [ fala,x2)dxs + Dy [ fi(z1,y) day
b a

= fa(a,y) + fDZfl(xlay) dxy

= fafa, +fD1f2(~’U1,y)d$1

)
3 + halen ),

Yy
= f2(a7y
Yy)+ fQ(xvy) - f2(a7y)

fo(a,
= f2(x7y)'

Perustelu sille, ettd tdssa voidaan derivoida integraalimerkin alla, sivuutetéaan.

Esimerkki 7.1.11 Laske

2x(1 —eY) eY
——d ——d
/(1—1—9&2)2 riye
r

kun

= {(w,y)|$:cost,y:sint,t€ [O,g}}

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Ratkaisu. Tien alkupiste of1, 0) ja loppupistg0, 1). Merkitéan

h (x,y) = 2&‘:{;26;/2)
fQ(xay) = 15_&;2
Talloin
D2fl($’y) = D2 (1_3;62)2 - (12_@?;)2] = _(1_352)26‘1/
D1f2($’y) = D]. 1_7_3;2 = _(16_7_;622:327

eli Dofy = Dy fo. (YhtAlo Do fy = D fo patee koko tasosda?, esimerkiksi joukos-
sa B(0,10°).) Siten vektorikentalldf := (f1, fo) on potentiaaliu ja Lauseen7.1.7
mukaan

u(0,1) —u(1,0) = /f1 dz + fady.
r

Tama voidaan tulkita my6s niin, etta integraalin arvo ei riipu integroimistiesta. Valit-
semme uuden integroimistidn siten, ettd kuljetaan pisteest@, 1) pisteeseeril,0)
koordinaattiakselien suuntaisia janoja pitkin origon kautta. Lasketaan

/f1dw’+f2dy=/f1d56+f2dy+/f1dl’+f2dy
f 1—‘1 FQ

Tassdl'; : p(t) = (1 —1¢,0),t €[0,1] jayp) = —1,¢5 = 0, joten

22(1 — &%)

/fzdy:O R iz.0) = o =0
Iy

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Siten Sisalto:
/ = 0. Vektoriavaruudet
R? R? R*
Useamman
muuttujan
funktiot

1 1
t . . .
€ / t Differentiaali-
000 = t)dt = dt =e— 1.
/ / 1+ USOQ( ) /e ¢ laskenta
Iy 0

0 Kayrat,
Vastaus on siis-1. tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Olkoon Pintaintegraalit

—y T ) ) Avaruusintegraalit
ton = (g i) 14— RE A=RI\ (0.0}

'

I'y:n parametriesitysp(t) = (0,t),t € [0,1] jag) =0, ¢4 = 1.

Esimerkki 7.1.12 Lause7.1.9ei pade kaikille alueilleA!

L

Etusivu

Edelleen @207 o “ 5
_ (@t ty )+ yt—x
D2f1 - , (m22_|_y2)22 _Q(xzjy2)2
_ x4y -2z _  y‘—zx
D1f2 — (@2+y2)2 — (@2+y2)2

sitenDs f1 = D; f» joukossad. Tarkastellaan integraalia Sivu T e

Takaisin
/ fl dr + f2 dya Koko nayttd

Lopeta
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kun
I'={(z,y) | ® = cost,y =sint;t € [0,27]}

(eli T on yksikkdympyran reuna).
Jos funktiollaf on potentiaali. koko tasoss®?, niin Lauseerv.1.7nojalla

/fl dz + fo dy = u() — u(@) = 0,

koskal:n loppupisteb ja I':n alkupistez ovat samd1,0).
Lasketaan kayraintegraali suoraan:

@(t) = (cost,sint), 90/1 = —sint, g0/2 = cost.

Nain ollen
27
[ fide+ fody = [ [=S2E(—sint) + S5t cost] dt
8 o
= [ [sin® ¢ + cos?t] dt
on
= [1ldt=2r#0.
0

Lause7.1.9ei néin ollen voi patea.

Huomautus 7.1.13JosT" on suljettu (umpinainen) integroimistie (alku- ja loppupiste
samat), niin

/fld:c+fzdy
T

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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(f kuten edelld) on27 kertaal':n kierrosluku nollan suhteen".

Lause 7.1.140lkoon A ympyra, f : A — R jatkuva. Funktiollaf on potentiaali
u: A — R, josjavain jos

/ fidx + fody =0, (pyOrteettémyys)
r
kunT' on mielivaltainen umpinainen paloittain saanndllinen tie.

Potentiaalin laskeminen

Olkoon f : A — R? vektorikentta, jolla on potentiaali : A — R. Lauseestd.1.7
seuraa

U(.%',y) = —u(a,b) +/f1 d$1 + f2 dx27
r

missé(a, b) € A on kiinted jal’ C A on paloittain saénndllinen tie, alkupistegéb)
ja loppupisteenéz, y).

Jos esimerkiksi valitaaf:ksi murtoviiva (a,b) — (a,y) — (x,y) sekdu(a,b) = 0,
saadaam:n arvo pisteessgr, y) kaavasta

Y ap

u(z,y) :/f2(a,l‘2)dl‘2+/f1(l‘1,y)d$1~

b

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Kuva 24: Murtoviiva

Vaihtoehtoisesti, jo$' on murtoviiva(a, b) — (x,b) — (z,y), saadaan

Y

) = / o, ) - / folw,22) das.

b
Katso kuva?4.
Esimerkki 7.1.15 Laske vektorikentan
= (5aty* 4%y + 1)

potentiaali.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Ratkaisu. 1) Tarkastellaan, onko potentiaalia: Patee
D1f2($,y) :20.’E4y3 :DZfl(:an)a \VI(I',y) € R2a
joten potentiaalt. on olemassa koko tasossa.
2) Valitaanu(0,0) = 0jaT : (0,0) — (z,0) — (z,y). Saadaan
T Y
u(z,y) = [ fi(@1,0)dey + [ fo(z, 22) dao
0 0
ap Yy
=[5z} -0dzy + [(4aP23 + 1) dzo
0 0
= 0+ [335:1:% = 3:2}12:0 = 2%y +y.
Tarkistus:
Vu(z,y) = (5:c4y4, 423 +1).
Potentiaalin laskeminen avaruudess®R™

Olkoon A C R™ avoin yhtenéinenf : A — R” vektorikenttd. Funktia, : A — R on
potentiaali, jos
Vu=f eli Dju:fj, Vi=1,...,n.

Lauseery.1.9integroituvuusehto avaruudesB&:

Difi =D;fi, VYig=1,...,n, i#j.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Esimerkki 7.1.16 Olkoon
fz,y,2) = (y —sin(z + 2), z, —sin(z + z))
Integroituvuus ehdot

Difs = 1=Dsf
D1 f3 —cos(x 4+ 2) = D3 fr
Dyfs = 0=Ds3f>

toteutuvat, joten
u(z,y, z) = vy + cos(z + z).

Tapauksessa = 3 merkitaan

ik

-\ Dy D -\ Dy D — | Dy D

VxS = D1 Dy Dy =i| " n SN G|t R
fi fo f3

= (Da2fs — D3fa)i+ (D1fs — D3f1)j + (Dif2 — Daf1)k.

Integroituvuusehto patee jos ja vain [Osx f = 0 alueessa.

Sanomme, etté vektorikentfaon pyorteeton, jos

/fldx1+--~+fndxn:0
r

jokaiselle umpinaisell&'.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
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Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
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Kuva 25: Kaaren pituus

7.2. Integrointi kaaren pituuden suhteen

OlkoonT C R? saanndllinen kaarip = (p1,¢2) : [a,b] — R kaarenl' jatkuvasti
derivoituva parametriesitys. Kaar€&rpituus on

b
L= [Jeher + R

Katso kuva25.
Valia [a, t] vastaava kaaren pituus

s=At) = / \/cp’l(r)z + ph(7)2 dr.

a

Funktio onA : [a, b] — [0, L] jatkuvasti derivoituva bijektio, koska

N(t) = /1(t)* + ¢5(t)* > 0.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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ituus &, 1

Wite)

Wi, L)

-
5__
-
—
=t

pituus Y%

Kuva 26: Parametrisaatio polulle

A(t) on kaaren pituus pisteestéia) pisteesee(t) ja A on aidosti kasvava.

Maaritellaany := (1,19) : [0, L] — R2, 9(s) = p o A~1(s). Funktions) on mitta-
tarkka parametrisaatio polulle katso kuve26.

z = @t) = e1(A7H(s) = ¥i(s)
s 2 0 Zaiaiy e osest

Olkoonf : I' — R jatkuva. Maaritellaan funktiorf integraali kaaren pituuden suhteen

[ rasi= /L F((5)) ds.
I 0

Laskujen helpottamiseksi suoritetaan muuttujan vaihto:

s = M0 = VAT AR dr
@ = & VAT A0 = VAT T A"

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu
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Saadaan

/fds:

r

_: S
LU F

[«.|. [a)

() (L}

Kuva 27:

[}

L b
[t ds= [ 1w feor+ s
0 a

Integraalin geometrinen tulkinta: se on funktignkuvaajan jar — y-tasossa olevan

kayranl valiin jaavan liuskan pinta-ala. Katso kufa.

Avaruudess®R?:

b b
[ras= [swonas= [ so@nferwr -+ ez,
r a a

misséyp : [a,b] — R™, onI':n parametriesitys.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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}* Sisalto:
Vektoriavaruudet
R? R? R*

X Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta

Kayrat,
Esimerkki 7.2.1 (Katso kuva28.) Jos kaarelld* on massa, jonka tiheysgx, y), niin tasa-arvopinnat

painopisteen koordinaatit ovat: tangenttitaso
[ zp(z,y),ds Véliarvolause
r Aadriarvojen teoriaz
Ff p(z,y)ds ’ Kayraintegraalit
J

Kuva 28:

X =
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

Esimerkki 7.2.2 Oletetaan, etta on vakio=: p jaT" on puoliympyra
{(z,y) | 2* +y* =1,y > 0}.

Reunallal’ on parametriesitys

x = cost=:1(t) t e [0,7] ﬂl
y = sint=: pao(t) ’ T Koko naytto
Lopeta
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Lasketaan

/,O(ib', y)ds = /po \/sin2(t) + cos?(t) dt = pom
0

r
ja
[zp(z,y)ds = [ pop1(t)\/) ()% + @h(t)2dt = [ pgcostdt =0
r 0 0
[yp(z,y)ds = [ posintdt=2pg
r 0
eli . . ;
P——) _ 2P0 _ £
™0 oo

8. Pintaintegraalit

Pintaintegraalit
Olkoon R C R? suljettu suorakulmio
(0,8 x [e;d] = {(z,y) [a < @ < be <y < d},

jaa,b,c,d e Z. Olkoonn € N jaD, joukko tason suljettuja nelidita:

Do = {[k-27" (k+ 127 x 27, 0+ 1)27"] | ki € Z}.

Sisalto:

Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan

funktiot
Differentiaali-
laskenta

Kayrét,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Véliarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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d

L

L
=3
a,c b
£ L
L N
Kuva 29: Hila

Merkitaan
Qniy = [k277, (k+1)27"] x [127™, (1 +1)27"]

Uk1ez@Qn.k,; = R?. Katso kuvat9 ja 30.
Olkoon f : R — R jokin funktio. Haluamme maairitella sen integraalin yli joukBn
Merkitaén

Gnky =sup{f(z,y) | (z,y) € Quri}
ja

Inkt = Inf{f(z,y) | (z,y) € Qnir,}

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Kuva 30: Pinta

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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(maarittely: josQy, k1 R = Gy ki9nk; = 0). Maaritellaan lukuan vastaavat yla- ja

alasummat: )
My = >4 Gngs 27"

=2
Mn = Y pGnki- 2"
Huom! 272" on Qn k,1:n pohjan pinta-ala, joten esimerkiksi luky,  ; - 2727 on ku-
vassa30 olevan sarmion tilavuus. Luky, x, - 272" on hieman pienemman sarmion

tilavuus; luku,, on siten (hieman liian suuri) approksimaatio funktipmaaraaman
pinnan jax — y-tason suorakulmioR valiin jaavan kappaleen tilavuudelle.

Maéritelma 8.0.3 Joslim,, .., M, jalim,_,~ m, ovat olemassa ja

lim M, = lim m,,
n—oo n—oo

niin sanotaan, ettd on integroituva joukoss# ja kyseinen raja-arvo on funktiofi
pintaintegraaliyli suorakulmionR, merkitdan

[+ [] sy dsy /b /d f(z,y) dudy.
R R a c

Huomautus 8.0.4 Voidaan osoittaa, ettd jos : R — R on jatkuva, se on aina in-
tegroituva.

Olkoon A C R? rajoitettu, f : A — R. Méadritellaan funktiof koko joukossaR.
kaavalla

f(z,y):=0, kun(z,y) ¢ A.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

Sivu 124 / 144

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta

{11



_.J"
@
X

Kuva 31:

Merkitdan f 4:lla funktion f jatketta. Valitaan suorakulmi® (reunat kokonaislukujen
kohdalla kuten edelld) siten, etthc R. Maaritelladn

A/fIZR/fA,

maaritelma ei riipu suorakulmioR valinnasta. Katso kuval.

JosA ei ole rajoitettu, voidaan maaritella
[r=gm [
m—00
A ANB(0,m)

mikali kyseinen raja-arvo on olemassa. Katso k8%a

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit
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Kuva 32:

Olkoon A C R? rajoitettu. Maaritellaan joukor karakteristinen funktickaavalla

|1, (z,y)eA
al@y) = { 0 () & A

Maaritelma 8.0.5 A onmitallinen jos X4 on integroituvad:ssa. Katso kuva3s.

Huomautus 8.0.6 Iltse asiassa

/XA = A:n’pinta-ala”.
A

| X4 = A:npintamitta=: m(A). Josm(A) = 0, niin sanotaan, ettd on nollamittai-
A

nen.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

Sivu 126 / 144

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta

{11



Kuva 33:
Lause 8.0.7 Jos joukonA reuna on nollamitallinen, niial on mitallinen.

Lause 8.0.8Jos kaari on saannéllinen tai muotoa

{(z,9) | = € a,b],y = ¥(2)},

missé&y : [a,b] — R on jatkuva, niin se on nollamittainen.

Huomautus 8.0.9 Nollamittaisten joukkojen aarellinen yhdiste on nollamittainen. Koc-
hin lumihiutalekayra (katso kuva4) on esimerkki monimutkaisesta tason osajoukosta,
ns. fraktaalista. Fraktaalireunaiset joukot eivat yleensa ole mitallisia edella esitetyssa
mieless, eika niiden yli voida integroida talla tekniikalla.

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

Sivu 127 / 144

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta

{11



Kuva 34: Kochin lumihiutalekayré

Lause 8.0.10Jos funktiotfy, ..., f,,, ovat integroituviad:ssa ja\i, ..., A, € R, niin
funktio
Mfi++ Anfm

on integroituvaA:ssa, ja

A A

A

Lause 8.0.110lkoon A C R?, m(5(A)) = 0. Olkoon f : A — R sellainen funktio,
ettd f on jatkuva lukuunottamatta mahdollisesti jotalmn nollamittaista osajoukkoa
B. Silloin f on integroituvaA:ssa.

Esimerkki 8.0.12 Olkoon A = B((3,4), 100) ja

_ [ sin(zx +y), kuny>0
f(l’vy)—{ —1, kuny < 0.

Tama ei ole jatkuva-akselilla (=L), muttal. N A on nollamittainen(jana).

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
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Adriarvojen teoriaz
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Lause 8.0.130lkoon A joukko, joka on jaettu osiidl;, i = 1,...,n, miss&n(d(A;)) =
0. Funktio f on integroituva joukoss4 jos ja vain josf on integroituva jokaisessa jou-

kossad;. Talloin .
/f=/f+~~+/f:§:/f
A A A, =14,

Lause 8.0.140letetaan ettt on integroituva joukossa
R={(z,y)|a<z<bc<y<d}

ja jokaisella kiinteéllér € [a,b], funktioy — f(z,y) on integroituva ¢:n suhteen)
valilla [c, d]. Silloin funktio

on integroituva valillga, b], ja patee

/f=jﬂ@m
R a

I
—
—

=
8
=

QU

<

ISH

8

Merkitaan
bd bd
//f(x,y) dxdy tai joskus myos // f(x,y) dydx
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Esimerkki 8.0.15 Laske
/(1 — 62%y),
R
kunR =[0,2] x [-1,1] ={(z,y) |0 <2 <2,-1 <y <1}

Ratkaisu.
21 2 1
/ = //16xyd:pdy /(/16xydy>dx
R 0—1 0 \"1
2 2
_ /< [y - 3x2y2 ) / (1—322-1) — (=1 — 32%(—1)?) da
0

Lause 8.0.160lkoot ¢; : [a,b] — R, ¢2 : [a,b] — R jatkuvia funktioita, joille
d1(x) < ¢o(x), V x € la,b] sekdoi(a) < ¢a(a), ¢1(b) < ¢o(b). Oletetaan, etta
f : A — R on integroituva, missa

A={(z,y) |z €a,b],01(z) <y < ¢a()}.

Oletetaan, etta integraali
¢2(z)

/ f(z,y) dy
¢1(x)

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

L

Etusivu

44« 44

Sivu 130/ 144
Takaisin
Koko nayttod

Lopeta

HHRAE



b Sisalto:

ﬂ_;__,/ Vektoriavaruudet

' A E R2, R3, R4

, ; Useamman

) 5 muuttujan

; T, fu_nktlot -

B ba Differentiaali-
laskenta
Kayrat,

Kuva 35: tasa-arvopinnat

tangenttitaso

on olemassa kaikille € [a, b]. Silloin Véliarvolause

Adriarvojen teoriaz
b
[r=]
A

p2(x) Kéayréintegraalit
a \¢1(z)

(
/ f(z,y)dy | du. Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Katso kuvat35ja 36. Etusivu

L

44 44
Esimerkki 8.0.17 Olkoong¢, (z) = 0, ¢2(z) = zja f(x,y) = 3—x—y. Nytz € [0, 1],
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fly) Sisalto:
; Vektoriavaruudet
: & R?, R3, R*
y Useamman
muuttujan

‘___/ funktiot

Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
Kuva 36: tasa-arvopinnat
tangenttitaso
joten Valiarvolause
. Aadriarvojen teoriaz
1,]" Kayraintegraalit
/3 —ZT—ydy | dz = / [39 Y=oy } dz Pintaintegraalit
0 Avaruusintegraalit

=

Etusivu

Katso kuva37. Sivu 132 / 144
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Erityisesti siina tapauksessa, eftan jatkuva, edella mainitut integraalit ovat olemassa &'
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Kuva 37: 2.ratkaisu

Vastaavasti: Jos integroimisaleon muotoa

A={(z,y)le<y<d¥i(y) <z < a(y)}
ja f on jatkuvaA:ssa, niin

d [ ¥2(y)

A/f=/ | f@wis|dy

¢ \¢1(y)

(Tassé&):i(y) < a(y) kaikilla y € e, d] jne.)
Edellinen esimerkki voidaan siis laskea myds seuraavasti:

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

{11

Sivu 133/ 144

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta



fl@,y) =3—2—y,ye(0,1]javi(y) <z < a(y). Nyty <z <leligh(y) =y
jas(y) = 1. Saadaan

/f(x,y) =
A

Esimerkki 8.0.18 Integroimisjarjestyksen vaihtaminen (katso ki&. Tarkastellaan

integraalia
2z

I :/2 /(4x+2) dy | dz, (25)
0

2

Tassar € [0,2], 22 := ¢1(x) < y < ¢o(x) := 22; huomaa, ettd kun < 2, niin
22 = z -z < 2z. Tehtdvana on lausua integraafi muodossa

d [ ¥2(y)
/ (4x + 2)dz | dy,
¢ \h(y)
missédy € [0, 4], siisc = 0, d = 4. Mutta mita ovat funktiot), 12?

Sisalto:
Vektoriavaruudet
R?, R? R?
Useamman
muuttujan
funktiot
Differentiaali-
laskenta
Kayrat,
tasa-arvopinnat
tangenttitaso
Valiarvolause
Adriarvojen teoriaz
Kéayréintegraalit
Pintaintegraalit
Avaruusintegraalit

Etusivu

{11

Sivu 134/ 144

Takaisin
Koko nayttod
Lopeta



Kuva 38: Integrointijarjestys

Reunakayralldas, patee eliy = ¢1(z) = 22 jos VY = x; siteniys(y) = /y (katso
kuva38). Reunakayrallé; ony = ¢o(x) = 2z eli x = ¥; siteny; (y) = 4. Siis,
4 (VY
:/ /(4x+2)d:p dy.
0 \y/2

8.1. Muuttujien vaihto pintaintegraaleissa

Lause 8.1.10lkoon A C R? rajoitettu, jajs(A) nollamittainen jaf : A — R jatkuva.
Oletetaan, ettd on olemassa jatkuvasti derivoituva bijektidcR — A, missaR C R?
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Kuva 39: Pintaintegraali

on suorakulmio. Talldin

[= [0 151
A R
missaJ, on funktiong funktionaalideterminantti ejakobiaani

Digr Dagi

D2gs  Dago (D191)(Dag2) — (D2g1)(D19g2)

jg:’

misség = (g1, g2). Katso kuva39.
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Esimerkki 8.1.2 Olkoon
A= {(z,y) | 2* +* < a?}.
Huomaa, etta yll& € [—a,a] ja
d1(x) = —va? — 2?2 <y < va?—ax%2=p(x).
Tama saattaa johtaa vaikeaamtegraaliin. Tarkastellaan sen vuoksi funktigtaR —
. g(r, ) = (rcos p, rsin p),
missé&r € [0,a] jay € [0,27] eli (r, ) € R := [0, a] x [0, 27]. T&mé&g on surjektio.

Huomautus 8.1.3 Jos

1l.g: R — Aoninjektio jam(A\ g(R)) = 0 tai

2.9 : R — A on surjektio, ja ne pisteet, joilla on enemman kuin yksi alkukuva muo-
dostavat nollajoukon,

niin Lause8.1.1patee edelleen.

Nyt
Jg = Di1g1D2ga—D2g1D1g2 = cos @r cos p—r(—sinp) sinp = r(cos? p+sin? ) = r.

Siis,
/f://f(rcosgo,rsincp)rdrdtp.
A 00

Huomautus 8.1.4 Lause8.1.1patee yleisimmillekin joukoille? kuin suorakulmioille.
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8.2. Kayra- ja pintaintegraalien yhteys

Lause 8.2.1(Eras Greenin kaavoista) Olkooh C R? on rajoitettu jaj(A) Jordanin-
kayra joka koostuu aarellisesta maarasta saannollisia kaaria. Ofkooh — R? on
jatkuvasti derivoituva. Silloin

/(lez —Daf1) = /fldx + fody.
A

A

Oletetaan myos, ett&(A):lla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys: A — JA
siten, ettdy’(t) # 0 kaikilla t € A. Talléin

/(D1f1 T D2f2) = /(f . ﬁ) ds, (26)

A 0A

missén on reunakayréan ulkonormaaliz | = 1, || Lo(A):n tangentti.

8.3. Integrointi yli pinnan

Olemme kasitelleet edelld, kuinka integroidaan yli tasoalueiden. Tallaista integraalia
sanotaan pintaintegraaliksi, ja se palautuu kaksinkertaiseen yhden muuttujan funktion

integrointiin.

Seuraavaksi otetaan hiukan yleisempi tapaus: integroidaan yli pinnan, joka ei enéé ole-

kaanxy—tason alue, vaan pinta

E = {(x,y, Z) cR3 | Rz = h(a:,y), (ZL‘,y) € A}v
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missaA on joku sopivary—tason osajoukko. Joukki on siisR3:n osajoukko, pinta,
joka on kahden muuttujan funktioh kuvaaja (esimerkiksi:n ylapuolella). (Piirra
kuva, kun esimerkiksi on tason yksikkonelio, ja on funktioh(z,y) = 1 + z2).

Oletamme, ettd kolmen muuttujan funkfamn maaritelty joukoss&'. Silloin sen inte-
graalia yli pinnanE merkitaan
|1 (27)
E

ja se maaritellaan kaavalla

L/ﬂz/f@%hmwhﬁ+Dm@yP+Dm@wVM@. (28)
E A

Huomautus 8.3.1 Siind tapauksessa, etfaon vakiofunktio 1, tdma integraali antaa
pinnank pinta-alan

Esimerkki 8.3.2 Tarkastellaan funktioh(z,y) := /1 — 22 — y? maaraamaa pintaa
E joukossaR?, kun (z,y) € A, ja A on zy—tason yksikkokiekko (siis joukkdz? +
y? < 1}). Piirrda kuva: Pintal’ on avaruuden yksikkopallon kuoren ylempi puolikas.

LaskemmeZ:n pinta-alan, eli integroimme vakiofunktiota%) yli pinnan E.
Saamme ensinnakin (laske!)

$2

Dlh($3y>2 = 2

o (29)
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ja Sisalto:

2 _ Y Vektoriavaruudet
DQh(.’E,y) = m (30) R2 R3 R4
Edelleen kaavassag) Useamman
muuttujan
z2 y? funktiot
2 2 _

1 laskenta
B \/ 1— 2 — 2 Kayrat,
tasa-arvopinnat
Siirtymalla napakoordinaatteihin saadaaf)(muotoon tangenttitaso

Véliarvolause

1 1
————dzdy = ————dxd -
{ i i =@+ Y Adriarvojen teorias
127 Kayraintegraalit
_ 1
= bf bf Jioardrdd Pintaintegraalit

Avaruusintegraalit

L

Etusivu

Stokesin kaavan kasittely joudutaan jattamaan ajan puutteen vuoksi pois. Katso tarvit-
taessa kirjallisuudesta.
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Siirrymme tarkastelemaan kolmen muuttujan funktioiden integrointia yli avaruRden
osajoukonA. Ajatus on siis se, etta yleistetdan aiempi tasoalueiden yli integrointi (ei
ylla oleva "integrointi yli pinnan®, vaan sita edeltava tarkastelu) tapaukseen jossa on
yksi muuttuja enemman.

Integraalin kasite ja siihen liittyvat mittateoreettiset kasitteet maaritellaéan analogisesti
kahden muuttujan funktion tapauksen kanssa. Jatamme tassa yksityiskohdat valiin.

Avaruusintegraalia merkitaan esim.

/f tai ///f(:c,y,z)dxdydz.
A A

Kuten arvata saattaa pintaintegraalien tapauksesta, avaruusintegraalin laskeminen pa-
lautuu kolminkertaiseen integrointiin. Olkoon ensiksikoordinaattiakselien suuntai-
nen suuntaissarmio

A:={(z,y,2) a1 <z <agb <y<byc <z<eo}

eli A = [a1, az] X [b1,b2] X [c1, c2], MiSséa; jne. ovat jotain reaalilukuja. Tallgin

az [ b

/f:/ / 7f(a:,y,z)dz dy | dx.
A 1

ai b1

(31)

Olettaen ettd on riittavan siisti, esimerkiksi jatkuva, joukosgaintegroinnit kaavassa
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(31) voi suorittaa missa jarjestyksessa tahansa:

by co

[r-[(/ ﬁf<x,y,z>dx aefas= {1
A ai

c1 b1 a1

b1 C1

Integraalit yli monimutkaisempien joukkojen lasketaan kuten kahden muuttujan ta-
puksessakin. Oletetaan, ettd on annettu kahden muuttujan fugktif@ oo, missa

[ bo

a2
/f(x,y,z)dx dy dz ...

v1(z,y) < a(x,y), kuna; <z < agjab; <y < be. Olkoon nyt

A:={(z,y,2) |a1 <z <ag, b <y <bs,p1(z,y) <z < pa(z,y)}-

(Hahmottele kuva joukostd, kun ¢, ja - ovat jotain sopivia funktioita.) Talléin

[

al

b

b
1

1(z

¥2 (m,y)

f(z,y,2)dz

)

Tassé&r— jay—integrointien jarjestyksen voi vaihtaa.

Viela yleisemmin, jos

A= {(.%',y, Z) ‘ ap < x < a27¢1(1’) <y< ¢2(.’I/'),(p1(.’1,'7y) <z

joillekin sopiville funktioille 1 jne., niin

A

a2

[-]

ai

ha(w)

¢

1

(z)

p2(z,y)

e1(z,

f(z,y,2)dz

dy | dx.

dy | dz.

< @2(3773/)}
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9.1. Muuttujan vaihto avaruusintegraalissa

Olkoon R ¢ R3 koordinaattiakselien suuntainen suuntaissarmida; R> kuten ylla
sekdag : R — A jatkuvasti derivoituva bijektio. Olkooif joukossad maaritelty funk-
tio, jota halutaan integroida. Pintaintegraalien tapaan voidaan suorittaa muuttujanvaihto

kaavalla
/f=/<fog>|Jg,
A R

missaJ, on kuvauksery Jacobin determinantt (< 3—determinantti, jonka:nnen rivin
i:s alkio onD;g;).

Tarkastellaan tapausta, ett&alittaa siirtymisen pallokoordinaatteihin, eli: R — A,
g(r, o, ) := (rcos pcosh, T cos@siny, rsin )
R:={(r,o,¥)|0<r<a,—7/2<¢<7/2,0<¢ <27}

ja A on avaruuden O—keskinem;sateinen pallo
A={(z,y,2) | 2® +y* + 2" < a},

Tallgin J,; on
Ty(r,0,9) =17 cos .
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9.2. Pinta—ja avaruusintegraalien valinen yhteys
Olkoon A c R? suljettu ja rajoitettu joukko, jonka reuna muodostaa pin§ia@®lkoon

f: A — R? maaritelty jatkuvasti derivoituva vektorikentta sek#@innansS ulkonor-
maali(vektori). Divergenssikaava yhdistdd avaruus— ja pintaintegraalit seuraavasti:

/V-f:/f-ﬁ.
A S

Mikali vektorikentallaf on potentiaalu, eli f = Vu, saadaan erikoistapauksena Gaus-

sin kaava
/Au = /ﬁﬁu.
A S
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