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Lukijalle

Kurssi Diskreettid matematiikkaa opettajille pidettiin ensimmaisen kerran
kesalla 1994, jolloin uusi luokanopettajaksi opiskeleville tarkoitettu 15 opin-
toviikon matematiikan approbatur-kokonaisuus polkaistiin kayntiin.
Nykyédan kyseinen approbatur-paketti on saanyt lisiméaareen ”didaktinen”,
jolla se pyrkii profiloitumaan enemmén pedagogiseen suuntaan kuin "tavalli-
nen” approbatur, jossa keskeisend piirteené on itse sisaltd. Didaktinen mate-
matitkka voisi parhaimmillaan olla matemaattisen sisdllon opetusta ja opiske-
lua jollain tiedostetulla, systemaattisesti kaytetylld pedagogisella menetelmdl-
ld. Tassa suhteessa opetus on murrosvaiheessa, eri kursseilla vasta haetaan
niihin sopivia erityisjirjestelyja.

Taméa kyseisen kurssimateriaalin uudistettu versio sisdltdd melkoisesti rat-
kaistuja esimerkkeja sekd tehtdvia, joista suurin osa on tarkoitus ratkaista
ohjatusti opetustilaisuuksissa. Kurssin aikana sovitaan, mité asioita kurssin
lopuksi pidettavissa tentissa tulee osata.

Mita diskreetti matematitkka sitten on?

Karkeimmin sanottuna: perinteinen matematiikka jaetaan kahteen pdidosaan,
jatkuvaan ja diskreettiin. "Jatkuvalla matematiikalla” tarkoitetaan mm. jat-
kuvien ilmididen kuten liikkeen kuvaamiseen sopivia matemaattisia raken-
teita: reaaliluvut ja yleisemmin vektorit, raja-arvo, jatkuvat ja derivoituvat
funktiot, integraali jne. "Diskreetiksi matematiikaksi” taas on ryhdytty ni-
mittaméédn sellaista matematiikkaa, joka ei sisilld jatkuvuusaspektia (topo-
logiaa), vaan tutkii dérellisten tai ainakin vain numeroituvasti dérettomien
ilmididen matemaattista mallitusta kdyttden apuna mm. logiikkaa, joukko-
oppia, relaatioita ja funktioita, laskutoimituksia ja abstraktia algebraa seké
kombinatoriikkaa. Tutkittavia kohteita ovat mm. lukuméirdongelmat, verk-
ko-ongelmat, algoritmien ja automaattien teoria, lukuteoria, ...

Itse nimitys diskreetti matematiikka on vasta viime vuosikymmenien tuote.
Diskreetti matematiikka ei ole mikddn itsendinen matematiikan sektori, vaan
kaikki matematiikan padsektorit sisaltdvit enemmain tai vihemmén diskreet-
teja nakokulmia.

Kirjallisuutta: McEliece, Ash ja Ash: Introduction to discrete mathematics.
— McGraw-Hill, 1989.
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Martti.Pesonen@Joensuu.Fi
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Merkinnat

Kurssilla kdytetddn mm. seuraavia vakiintuneita logiikan, joukko-opin ym.

merkintoja:
-V, A, =, &
3,V
€, 3
C tai C
U? U?:la Uz?ila Uie[
n, m?:l: mz‘oila Nier
;a Z?:l: ?217 Zz’EI
A\
X
xRy
SoR
f:A—B
z— f(z)

{0,1,2,3,...}
0] := 0
n] :={1,2,3,...,n}
Z
Q
R
R" :={(z1,29,...,2,) | zx € R}
Ja,b], [a,b]
Ja,b], [a,b]

ei, tai, ja, seuraa, yhtapitavi

on olemassa, kaikilla

kuuluu joukkoon

osajoukko, aito osajoukko

yvhdisteité

leikkauksia

summia

komplementti, erotus

joukkojen tulo

x relaatiossa y:hyn

vhdistetty relaatio (funktio)

kuvaus A:lta B:lle

x kuvautuu alkiolle f(z)

potenssijoukko

A:n alkiom&ara

todennékéisyys

madritelladn

luonnolliset luvut

perusluvut

lukuméarajoukko:
josneN

kokonaisluvut

rationaaliluvut

reaaliluvut

euklidinen n-ulotteinen avaruuus

avoin, suljettu vali

puoliavoimet valit
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1 LOGIIKKAA JA LOOGISTA PAATTELYA

Logiikka on matematiikan ja filosofian vialimaastoon luettava itsenéinen tiede,
jonka tehtédvanéd on koota inhimillisessd ajattelussa esiintyvit lait ja raken-
taa niistd ristiriidaton, yksinkertainen, mutta mahdollisimman téydellinen
jarjestelma.

Logiikan perusobjekteja ovat tosiksi tai epatosiksi sovittavat ilmaukset tai
vaittamat, lauseet. Esimerkiksi ilmaus

"Maa on hieman navoiltaan litistynyt pallo.”

voitaneen nykyain helposti sopia todeksi lauseeksi, vaikkakaan néin ei ole
aina ollut.

Logiikka ei puutu siihen, onko jokin perusviite sellaisenaan tosi vai ei,
vaan se pyrkii tilanteessa, jossa tietyt viitteet on hyviksytty tosiksi, rat-
kaisemaan, mitd muita néistd viitteistd johdettuja viitteitd on pidettiva
tosina.

Lauselogiikaksi eli propositiologiikaksi sanotaan totuusarvoiltaan yksiselit-
teisten suljettujen lauseiden ja niisté logiikan operaatioiden avulla johdettu-
jen lauseiden totuusarvojen tarkastelua, ks. Luku [1.1.

Lausefunktiologiikan eli predikaattilogiikan avulla puolestaan tutkitaan —
enimmaékseen lauselogiikasta saaduin menetelmin — avointen lauseiden loogi-
sia arvoja. Avoimen lauseen totuusarvo voi riippua joistakin muuttujista, ja
ennen totuusarvon maarittamista taytyy lauseesta muodostaa suljettu lause
sijoittamalla muuttujille arvot tai kiyttadmalla kvantifiointioperaattoreita eli
kvanttoreita, ks. Luku 1.2l

Luvussa 1.3 luomme katsauksen matemaattisen todistamisen loogiseen pe-
rustaan.

1.1 Lauselogiikkaa
1.1.1 Lause ja totuusarvot

Maéaritelmd 1.1.1 Logiikassa lause (statement, proposition) tarkoittaa il-
mausta tai véitettd, jolla on jompikumpi totuusarvoista tosi T (true) tai
epatosi E (false). Todelle kiiytetdén myos symbolia 1 ja epétodelle 0.

Tarkasti ottaen jokaisesta ilmauksesta saadaan lause liittdmalla sithen jompi-
kumpi totuusarvo, mutta yleensa on jarkevéia liittad reaalimaailman ilmauk-
siin niiden havainnolliset totuusarvot.

Reaalimaailman ilmauksen paikkansapitdvyys, sen havainnollinen totuusar-
vo, voi eri yhteyksissd, eri ajanhetkind ja eri ihmisten mielessi vaihdella.
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Logiikan kannalta lauseen totuusarvon tulee kuitenkin olla yksiselitteinen;
kussakin tilanteessa kiytettivien lauseiden totuusarvot tulee tarkastelijoiden
madrittad tai vaikkapa sopia kesken#én.

Esimerkki 1.1.2 Mitkd seuraavista reaalimaailman ilmauksista
P: "Sataa vettd.”
(): "Sataa vanhoja ukkoja.”
R: "Tuhatta ja sataa.”

voidaan todeta lauseiksi liittamaéalla niihin niiden havainnolliset totuusarvot?

Ratkaisu. Ilmausta () pidettineen yleisesti epitotena lauseena. Ilmaukselle
P saadaan totuusarvo vaikkapa vilkaisemalla ulos ikkunasta (kyseessihén
on itse asiassa ajasta ja paikasta riippuva avoin lause). Sen sijaan R:lle ei
voitane totuusarvoa méérité, joten se ei ole logiikan mielessé lause (ellei sille
totuusarvoa erikseen sovita).

Tehtava 1.1.3 Mitkd seuraavista ovat mielestési logiikan lauseita ja mitka
totuusarvot niille asettaisit:

P: ”Avaa ikkuna.”

(2: "Rooma on Ranskassa.”

R: "3 <27

S: "Arvoilla x # 0 on 22 +1 > 0.7

Tehtdva 1.1.4 Edustakoot k, [ ja m mitd tahansa kokonaislukuja. Mitka
seuraavista lauseista ovat tosia:

P: "k(l+n) =kl + kn.”

Q: "(m+1)* +n*+2m? > 0.

R: 7”2k on parillinen luku.”

S: ”Jos m on parillinen, on olemassa kokonaisluku n, jolle m =2n.”
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1.1.2 Konnektiivit

Logiikassa lauseita yhdistelldin loogisilla operaattoreilla, nk. konnektiiveilld,
joilla on ilmeiset vastineet reaalimaailman lauseiden yhdistelyssa:

- negaatio eli ei” vaihtaa totuusarvon
V disjunktio  eli "tai” edes yksi tosi

A konjunktio eli 7ja” kaikki tosia

= implikaatio eli ”seuraa” ”jos ...niin"

< ekvivalenssi eli “yhtdpitavdd” samat totuusarvot

Maaritelma 1.1.5 Olkoot P ja @ logiikan lauseita.

a) Lauseen P negaatio =P on lause, jolla on péiinvastainen totuusarvo
kuin lauseella P.

b) Lauseiden P ja @ disjunktio PV @ on lause, jonka totuusarvo on tosi,
jos P on tosi tai () on tosi, ja epétosi, jos P ja () ovat epitosia.

c¢) Lauseiden P ja @ konjunktio P A @ on lause, jonka totuusarvo on tosi,
jos P ja @) ovat tosia, muutoin epéatosi.

d) Lauseiden P ja Q implikaatio P = (@) on lause, jonka totuusarvo on
epéatosi, jos P on tosi ja ) epétosi, muulloin tosi.

e) Lauseiden P ja @ ekvivalenssi P < () on lause, jonka totuusarvo on
tosi, jos lauseilla P ja () on sama totuusarvo, muulloin epétosi.

Johdettuja lauseita ovat kaikki ne lauseet, jotka saadaan &direllisen monella
logiikan operaatioilla joistakin peruslauseista.

Huomautus 1.1.6 Negaatio kohdistuu yhteen, sitd seuraavaan lauseeseen,
muut yhdistavat kahta lausetta, jotka voivat kaikki olla itsekin konnektiiveilla
johdettuja; vrt. lukujen laskutoimitukset!

Esimerkki 1.1.7 Oletetaan, ettd lauseet P, () ja R ovat tosia. Mitkd ovat
seuraavien johdettujen lauseiden totuusarvot:

a) PA(QAR)
b) P = (=Q)

c) (=(P=R))&Q
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Ratkaisu. a) P ja Q A R ovat tosia, joten lause on tosi.

b) P on tosi ja () epitosi, joten implikaatio on epétosi.

c¢) Koska @ on tosi, on ekvivalenssi tosi tasmélleen silloin kun vasen puoli on
tosi. Implikaatio P = R on tosi, joten sen negaationa vasen puoli on epéatosi,
joten lause on epéitosi.

Tehtédvd 1.1.8 Oletetaan lauseista P, ) ja R, ettd P on epitosi, mutta
muut tosia. Mitkd ovat seuraavien johdettujen lauseiden totuusarvot:

a) PA(QVR)

b) (PAQ)V R
c) (~(P=R))=Q

Monimutkaisten johdettujen lauseiden totuusarvot (usein vield peruslausei-
den eri totuusarvoilla) mééritetafin nk. totuusarvotaulukoilla, ks. Luku 1.1.3.
Harjoitellaan vield kielellisten ilmausten kiddntamista logiikan kielelle.

Esimerkki 1.1.9 Olkoot
P: "Neljélta sataa.”
(: "Haen tyttadren pyoralla.”
R: "En hae tytéirtd autolla.”
Silloin esimerkiksi
- P tarkoittaa "Neljilta ei sada.”
Q@ V (-R) tarkoittaa "Haen tyttdren pyoralla tai autolla.”

(-Q) < P tarkoittaa "En hae tytarta pyorélld jos ja vain jos neljalta
sataa.”

Tehtava 1.1.10 Mitéa tarkoittavat Esimerkin [1.1.9 tapauksessa lauseet

a) (-P)=Q

)
b) Q/\(P\/—\P)
) (PA=Q)V(QA-P)

)

d
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1.1.3 Totuusarvotaulukko

Annetuista peruslauseista konnektiiveilla johdetun lauseen totuusarvot saa-
daan selville mekaanisilla laskuilla, jotka kannattaa formuloida totuusarvo-
taulukoksi (truth table). Totuusarvotaulukon vasempaan laitaan asetetaan
alekkain peruslauseiden Py, P, ..., P, kaikki 2" totuusarvoyhdistelmaé. Nai-
den oikealle puolelle lasketaan haluttujen johdannaisten totuusarvot kullakin
yvhdistelmélla.

Esimerkki 1.1.11 Tai-konnektiivin taulukoksi saadaan:

rlefrvel
T|T| T
TIE| T
E|T| T
E|E| E

Tehtdva 1.1.12 Muodosta implikaation taulukko (ks. Madritelma [1.1.5):

(PlO[Q=>P]
T T T
T E

E|T

E|E

Taulukossa [1 ovat yhdelld operaatiolla saatujen johdettujen lauseiden to-
tuusarvot taulukkona (ks. Maaritelma [1.1.5).

(P|Q-P|PVQ|PAQ|P=>Q|P&Q]
TIT| E T T T T
T E| E T E E E
ElT| T T E T E
E|E| T E E T T

Taulukko 1: Logiikan peruslaskutaulukko

Yleisessd tapauksessa johdettu lause pilkotaan sellaisiksi vélituloksiksi, joi-
den totuusarvot saadaan peruslaskutaulukosta 1. Adrimmaiseksi oikealle ase-
tetaan kysytty lause tai lauseet ja menetelldén kuten ylld (tai alla).

Esimerkki 1.1.13 Muodostetaan Tehtévéin [1.1.10/ kohdan c) lauseen
S:(PA=Q)V(QA-P)

totuusarvotaulukko:
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(PIO[-P[-QIPAN-Q[QN-P[S ]
TIT| E| E| E E |
TIE| E| T | T E | T
E|T| T | E| E T T
E|E| T | T | E E | E

Tehtéva 1.1.14 Milld seuraavista lauseista =P, Q V (=P), (-Q) < P on
samat totuusarvot kuin Esimerkin 1.1.13|lauseella

S:(PAN=Q)V(QAN—-P)?

(PIOQ[-P|Q[QV(P)[(Q<P|S|
T|T| E E
T E

E E
B

Esimerkki 1.1.15 Pilkotaan Esimerkin [1.1.7 kohdan ¢) lause
L:(-(P=R))<Q
osiin, joiden osatulokset saadaan suoraan peruslaskutaulukosta 1.

Ratkaisu. Lause on kahden lauseen =(P = R) ja ) ekvivalenssi. Niistd en-
simmaéinen on lauseen P = R negaatio. Taulukon otsikkoriville kirjoitetaan
esimerkiksi

P Q@ R P=R —~(P=R) Q@ (-(P=R)<Q

Tehtava 1.1.16 Laadi loppuun Esimerkin 1.1.15 lauseen
L:(-(P=R)<Q

totuusarvotaulukko:

P

T

|P=R|[-(P=R)|Q]|L|

S| S|
N m S| U

& | &) & 5 S
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1.1.4 Looginen ekvivalenssi ja tautologia

Maaritelma 1.1.17 Kaksi samoista peruslauseista johdettua lausetta L ja
M ovat loogisesti ekvivalentit (merkitdin L = M), jos niilld on samat to-
tuusarvot jokaisella peruslauseiden totuusarvoyhdistelmélla. Kaytannossa té-
mé tarkoittaa, ettd kun lauseiden L ja M totuusarvot on laskettu samaan
taulukkoon kaikilla peruslauseiden totuusarvoyhdistelmilld, niin lauseiden L
ja M totuusarvosarakkeet ovat identtiset.

Esimerkki 1.1.18 Tehtavassa [1.1.14] havaittiin lauseilla

L : (PAN-Q)V(QA—-P)
M (ﬂQ)@P

olevan samat totuusarvot kaikilla peruslauseiden P ja () yhdistelmilla. Ne
ovat siis loogisesti ekvivalentteja:

(PA=Q)V(QA-P)=(=Q) « P.
Tehtsivé 1.1.19 Osoita totuusarvotaulukon avulla, etté
=(PV Q)= (=P) A (=Q).
| PVQ[-(PVQ)[-P|-Q[(=P)AN(=Q) |

Q
T
E
T
E

&) | 3| o

Maaritelma 1.1.20 Johdettu lause on tautologia, jos se on tosi kaikilla pe-
ruslauseiden totuusarvoyhdistelmilld, ts. jos totuusarvosarake sisdltdad vain
arvoja T

Esimerkki 1.1.21 Osoitetaan tautologiaksi lause

(PAN(P=Q))=Q:

P[QIP=Q[PAP=Q) [(PAN(P=Q)=>Q
T|T T T T
T E| E E T
E|T T E T
E|E| T E T
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Tehtava 1.1.22 Osoita tautologioiksi lauseet
a) P=(PVQ)

b) (P = @) & ((=@) = (=P)).

PlQIP=Q|(=Q)=(P) | (P=Q) < (-Q) = (=P))

Looginen ekvivalenssi ja tautologia kiyvit yksiin seuraavalla tavalla:

Lause 1.1.23 Kaksi lausetta P ja Q ovat loogisesti ekvivalentit jos ja vain
jos P < (@ on tautologia.

1.1.5 Laskusdantoja

Sulkujen kiytto. Johdetuissa lauseissa joudutaan kiayttadmaédn paljon sulku-
ja, jotta laskujérjestys tulee yksikésitteisesti ilmi. Sulkuja voidaan kuitenkin
vahentdd — kuten luvuillakin laskettaessa — sopimalla operointijirjestys.
Sovitaan konnektiiveille hierarkia, jota noudatetaan mikéli sulkein ei ole muu-
ta ilmoitettu:

1. = operoi ensin (vrt. luvun etumerkki)

2. V ja A operoivat tasavertaisina seuraavaksi (sulut!)

3. = operoi sitten

4. & operoi viimeisena.

Tehtava 1.1.24 Poista turhat sulut seuraavista:
a) (PA(=Q))V (-R)
b) (PA(=R)) « ((=Q) = (PVQ))

Totuusarvotaulukoiden avulla voidaan todistaa seuraavat loogiset ekvivalent-
tiudet, joita kiyttden logiikan lauseita voidaan muunnella tarpeen mukaan,
esimerkiksi sieventdd yksinkertaisempaan muotoon. Sovitaan vield, ettd T
tarkoittaa lausetta, jolla on aina arvona tosi.
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Laskusdant6ja 1.1.25 Kaikille lauseille P, ) ja R pétee:

rP=P identiteetti
PANP=PVP=P idempotenssilait
-—P=P kaksoisnegaatio
~(PAN-P)=T poissuljettu ristiriita
Pv-P=T poissuljettu kolmas
PVQ=QVP . .
{P/\ %2 _ Q)/\ P( | vaihdannaisuus
PV(QVRY=(PVQ)VR o
{P/\ (QAR)= (PAQ)AR liitAnn&isyys
PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR) . .
{P/\(Q\/R)E(P/\Q)\/(P/\R) osittelulait
ﬁ(P\/Q)E—\P/\ﬁQ . .
{—\(P/\Q)E—'P\/—!Q de Morganin lait
P=0Q=-Q=—-P kontrapositio
P=Q=-PVQ implikaatio disjunktioksi

Todistus. Osittain jo perusteltukin: ensimméiinen de Morganin laki Tehté-
vana 1.1.19 ja kontrapositio Tehtavana [1.1.22. Muut jatetdan harjoitusteh-

taviksi.
Tehtdva 1.1.26 Sievenni lauseet

a) ~(P A =Q)

b) PA((-PVQ)V-P)
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1.2 Lausefunktiologiikkaa

Usein tarvitaan nk. avoimia lauseita, joiden totuusarvo riippuu tilanteesta,
esimerkiksi jonkin muuttujan arvosta.

1.2.1 Lausefunktiot

Esimerkki 1.2.1 Olkoot P : ”1 on parillinen” ja P, : "2 on parillinen”. Silloin
P, on epétosi, kun taas P, on tosi.
Yksittéisten lauseiden sijasta voimme rakentaa "parillisuudentestauskoneen”
seuraavasti: Merkitdidn symbolilla

P(n) : ”n on parillinen luku”
Nyt esimerkiksi P(1), P(3) ja P(13) ovat epétosia, mutta P(2), P(2) ja P(14)

tosia.

Maiégritelmd 1.2.2 Viite P on (yksipaikkainen) lausefunktio, jos P(x) on
lause jokaisella tarkasteltavalla arvolla x.

Vastaavasti voidaan maéaritelld kaksi-, tai kolmepaikkaisia lausefunktioita
P(z,y), P(x,y,2) jne ...

Esimerkki 1.2.3 Muodostetaan lausefunktio @), jolla voi testata, onko = —
1>0:

Q(z) :x—1>0

Nyt ratkaisemalla epayhtdlon muotoon z > 1 saamme Q(z) on tosi arvoilla
x> 1.

Esimerkki 1.2.4 Olkoot muuttujien v, k ja p mahdolliset arvot
v on jokin viikonpaiva
k on jokin kalenterikuukausi
p on jokin luvuista 1, 2, 3, ..., 31.
Silloin lausefunktiolle
P(v, k,p): "tdndén on v, k:n p. paiva’.

voidaan aina médrittdd totuusarvo, kyllakin tarkasteluajankohdasta riip-
puen.

Esimerkiksi P(sunnuntai, kesiikuu, 3) ei ole tosi kurssipaivini, mutta oli kurs-
sia edeltdvind sunnuntaina.

Tehtéva 1.2.5 Mitké kaikista lauseista P(v, k, p) ovat tandan tosia?
Entid mitké eivit ole koskaan tosia?
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1.2.2 Kvanttorit

Lausefunktioista saadaan mielenkiintoisia lauseita kiyttden nk. kvanttoreita
kaikilla ¥ ja on olemassa 3. Kvanttorien esiintymisjirjestys on néissa oleel-
lista!

Kvanttorien avulla saadaan yhden muuttujan lausefunktioista kaksi eri lauset-
ta:

Va: p(z) (kaikilla x: p(z))
Jx: p(x) ( ainakin yhdelld z : p(z))
Esimerkki 1.2.6 Reaalilukuja koskevista lauseista,
a) P:Va:2?=4
b) Q:3Jz:2*=4

P on selvisti epitosi, mutta @ on tosi, silli toisaalta esimerkiksi 3% # 4,
mutta kuitenkin 22 = 4.

Tehtava 1.2.7 Mitkd seuraavista kokonaislukuja koskevista lauseista ovat
tosia?

a) P:Vn:n*>>n

b) Q:3n:n*<n
¢) R:3dn:n*=144

d) R:Vn:n?—mn on parillinen

Perustele tarkoin!

Kahden muuttujan lausefunktion avulla saadaan (periaatteessa) jo kahdek-
san erilaista variaatiota:

Vo, Vy: p(x,y) (kaikilla x ja kaikilla y : p(x,y)) (1)
Va,3y: p(x,y) (kaikilla x on olemassa y : p(x,y)) (2)
Jx,Vy: p(zr,y) (on olemassa sellainen z ettd kaikilla y : p(x,y)) (3)
Jx,3y: p(zr,y) (on olemassa x ja on olemassa y : p(x,y)) (4)
Vy,Va: p(x,y) (kaikilla y ja kaikilla = : p(z,y)) (5)
Vy,3z: p(x,y) ( kaikilla y on olemassa x : p(x,y)) (6)
Jy,Vx: p(zr,y) (on olemassa sellainen y ettéd kaikilla = : p(z,y)) (7)
Jy,3x: p(zr,y) (on olemassa y ja on olemassa z : p(x,y)) (8)
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Tehtdva 1.2.8 Edellisista kahdeksasta loogisesti erilaisia on vain kuusi, mit-
ki parit ovat samoja?

Tehtava 1.2.9 Keksi esimerkki kahden muuttujan lausefunktiosta, jolle kaa-
voilla (2) ja (3) on eri totuusarvo.

Tehtava 1.2.10 Mitkd seuraavista kolmen muuttujan lausefunktion avulla
muodostetusta lauseista ovat tosia:

b) Va,Vy, 32z : z(y + 22

c) Ve, dz,Vy:x(y+ 2

e) Va,3dy,Vz:x(y + 22

f) dz,Vy,Va:z(y+ 22

) ( )
) ( )
) ( )
d) Ya,¥z,3y:a(y+22) =0
) ( )
) ( )
) ( )

g) dy,dz,Vz:ax(y+=z
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1.3 Matemaattinen todistaminen ja paattelyprosessit

Tieteissa pyritaan joistakin tosiksi hyvaksytyistd peruslauseista, esimerkiksi
aksioomista, lahtien johtamaan logiikan lakien avulla uusia lauseita. Yleensé
tdmé tapahtuu niin, ettéd esitetddn hypoteesi, otaksuma, ja pyritddn todista-
maan se.

1.3.1 Suora todistus

Olkoon P tosi lause ja () todeksi osoitettava lause.
Suora todistus perustuu Esimerkin [1.1.21/ tautologiaan

(PAN(P=Q) = Q:

Kun osoitetaan, ettd P = @ on tosi, on P A (P = @) tosi. Koska koko
lause on tautologia, on () valttdmétta tosi.

Kaytannon todistuksissa ei oletus P yleensd yksin riitd, vaan apuna jou-
dutaan kiyttdmadn sopivia wlkoisia totuuksia U, esimerkiksi tunnettuja
laskusdantoja ja aikaisemmin todistettuja tuloksia. Namé ulkoiset totuu-
det voidaan haluttaessa sisillyttda oletukseen kirjoittamalla oletus muotoon
P'=PAU.

Esimerkki 1.3.1 Todistetaan suorasti:

2

Jos n on pariton kokonaisluku, nitn n° on pariton kokonaisluku.

Ratkaisu. Oletus-véitos-todistus-muodossa:

Oletus. P: ”’n pariton kokonaisluku” tosi.

Viitos. Q: "n? pariton kokonaisluku” tosi.

Todistus. Kaytetdan ulkoista totuutta: pariton n = 2k+1 jollekin kokonais-
luvulle k. Mutta lukujen laskusédinndista seuraa

n® = (2k+1)* = 2(2k*+2k) + 1,

joka on pariton luku (my6s ulkoinen totuus!). Siis ¢ on tosi. Q.E.D
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1.3.2 Epéisuora todistus

Puhdas epdsuora todistus perustuu kontraposition P = Q) = —() = —P ja
suoran todistuksen yhdistdmiseen; nimittdin myds

PA(-Q = -P)=Q

on tautologia. Oletetaan, ettd —() on tosi, so. tehddin vastaoletus eli an-
titeesi. Taman avulla osoitetaan, ettd =P on tosi. Koska tdmé on vastoin
oletuksia, ei ) voi olla epitosi ja on siten tosi.

Esimerkki 1.3.2 Todista uudelleen, nyt epasuorasti:

2

Jos n on pariton kokonaisluku, nitn n° on pariton kokonaisluku.

Oletus. P: ”"n pariton kokonaisluku” tosi.

Viitds. Q: "n? pariton kokonaisluku” tosi.

Todistus. P = Q = -~ = —P, joten tehddin

Antiteesi: —(Q tosi eli n? on parillinen. Ulkoinen totuus: n? = 2m jollekin
kokonaisluvulle m. Harjoitustehtivina todistetaan ulkoinen totuus:

Jos kokonaislukujen tulo ab on jaollinen alkuluvulla p, nitn a tas
b on jaollinen luvulla p.

Luku n? = n -n on siis jaollinen alkuluvulla 2, joten n on jaollinen luvulla 2.
Siis m on parillinen eli =P on tosi.
Tama on ristiriita oletuksen kanssa, joten antiteesi on vairi ja vaitos totta.

Q.ED

Esimerkki 1.3.3 Todistetaan kdinteinen tulos:
Jos n? on pariton, niin n on pariton.

Oletus. () tosi eli n? pariton.

Viditos. P tosi eli n pariton.

Todistus. Antiteesi: =P tosi eli n parillinen. Silloin n = 2k ja n* = 2(2k?),
joka on parillinen. Siis =@ on tosi. Tamé& on vastoin oletusta, joten P on tosi.
Q.E.D

On siis todistettu kokonaan

Lause 1.3.4 Kokonaisluku n on pariton jos ja vain jos n? on pariton.
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Epésuora todistus voi olla my6s “kiero”, joskus voi olla edullisempaa johtaan
antiteesista jokin muu epétosi tulos kuin =P, esimerkiksi 1 < 0.

Yleinen epdasuora todistustapa perustuu tautologiaan
[PA((PA-Q)=E)] = Q,

Oletetaan, ettd —() on tosi, so. tehdadn vastaoletus eli antiteesi. Tamén ja
oletuksen ” P on tosi” avulla osoitetaan jokin jarjettomyys.

Tehtava 1.3.5 Todista: "Jos = > 5, niin z > 4.” niin, ettd saat oletuksen
vastaoletuksen avulla tuloksen 0 > 1.

1.3.3 Paittelyn johdonmukaisuus

Matemaattinen todistus sisiltda yleensa loogisia padttelyitid. Padttelyn joh-
donmukaisuuden selvittdmisessd voidaan kiyttda totuusarvotaulukoita. Té-
mé tarkoittaa, ettd loogisen patevyyden tarkastaminen voidaan mekanisoida.

Maaritelma 1.3.6  A. Padttely muodostuu kokoelmasta premisseji P,
Py, ..., P, ja johtopidtdksestd (), joiden tulee olla logiikan lauseita.
Sekd premissit ettd johtopdéatds voivat olla peruslauseista johdettuja
lauseita.

B. Paittelya sanotaan johdonmukaiseksi, jos implikaatio

on tosi. Tama tarkoittaa sitd, ettd aina kun kaikki premissit P; ovat
tosia, myos johtopéadtoksen on oltava tosi.

Johtopaétos saa tietenkin olla tosi muillakin yhdistelmilla.

Esimerkki 1.3.7 Onko péittely:

Jos on elakkeelld, saa alennuksen rautateilld. En ole elakkeella.
Siis en saa alennusta rautateilld.

johdonmukainen?
Ratkaisu. Valitaan

P : 7Olen elakkeelld.”

() : "Saan alennuksen rautateilld.”
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Paattely koostuu nyt premisseistd P = () ja =P ja johtopaatoksestd —Q:

P =@ : Jos on elikkeelld, saa alennuksen rautateilla.
—P . En ole elikkeella.
=() : En saa alennusta rautateilla

Muodostamme péaattelylauseen ((P = Q) A =P) = —(@Q premissit ja johto-
paatoksen sisaltavan totuusarvotaulukon

PIQIP=Q]-P]-Q
T|T| T |E|E
TIE| E | E|T
glr| [1] [[T]][E]
E|E| T |T]|T

kolmannella rivilla premissit ovat tosia, mutta johtopaatos ei. Padttely ei siis
ole johdonmukainen.

Esimerkki 1.3.8 Onko seuraava pééttely johdonmukainen:

Jos elintasoa jatkuvasti nostetaan, luonnonvarojen vaheneminen
ja luonnon saastuttaminen jatkuu. Jos luonnonvarojen vihenemi-
nen ja luonnon saastuttaminen jatkuu, ihmiskunta tuhoutuu tais-
telussa ehtyvistad luonnonvaroista tai menehtyy saasteisiin. Elin-
tasoa nostetaan. Siis ihmiskunta tuhoutuu taisteluun ehtyvisti
luonnonvaroista tai menehtyy saasteisiin.

Ratkaisu. Olkoot

P : 7Elintasoa nostetaan.”
() : "Luonnonvarojen viheneminen ja luonnon saastuttaminen jatkuu.”

R : "Thmiskunta tuhoutuu taistelussa ehtyvistd luonnonvaroista tai me-
nehtyy saasteisiin.”

Padttelyn ((P = Q) A (Q = R) A P) = R totuusarvotaulukossa (tdydenné!)
PIQIR|[P=>Q|Q=R[P|R]

T|T T T T|T
T | FE E

E T T

E

O] Oy| Oy O | N N S
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vain ensimmaiselld rivilla ovat premissit tosia. Koska talldin johtopadtos on
tosi, on paittely johdonmukainen.
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2 JOUKOT JA LUKUMAARAT

2.1 Joukko-opin alkeita

Peleissa on aina jokin tarkkaan maaritelty ympéristo, esimerkiksi

kortit — pelaajat

pallot — mailat — kentta

ja tarkkaan sovitut sddnnot, jotka koskevat kaikkia osallistujia.
Matematiikassa téallaisen "peliympariston” muodostavat joukot ja joukko-
operaatiot, joita sitovat logiikkaan perustuvat sadnnot, ks. Luku [1.

2.1.1 Joukko matemaattisena kasitteena

Reaalielamén ongelmien matematisoinnissa, mallinnuksessa, on liséksi sovit-
tava vastaavuus ilmion ja matemaattisen ympéariston, matemaattisen mallin
valille.

Esimerkki 2.1.1 Anni kertoo, ettd heilld on kotona isi, #iti, kaksi veljed,
Pekka ja Ville, sekd hevonen ja kissa. Annin veli taas kertoo, ettd heidin
perheeseensé kuuluu yksi sisar ja veli seki hevonen ja koira.

Millaisesta perheestd on kyse?

Kertomusten mukaan voidaan koota kuvaa perheesté, johon kuuluvat ainakin
isd, aiti, Anni, Pekka, Ville, hevonen, kissa ja koira, yhteensa 8 jésenta.
Anni luetteli 6, veli 4, yhteensa 10. Luetelluissa oli — aivan ilmeisesti — paallek-
kéisyyksid, mutta toisaalta kumpikaan ei luetellut kaikkia. Perheesséi saattaa
hyvinkin olla vain ylla luetellut 8 jasenta!

Tavallinen aritmetiikka perheen koon selvittdmiseksi ei siis sovellu suoraan
Esimerkin 2.1.1 tilanteeseen, paljon paremmin sitd voidaan kuvata joukoilla.
Joukko (set) on kokoelma olioita, joita kutsutaan alkioiksi (element, point).
Joukon alkiot voivat itsekin olla joukkoja.

Sovitaan kuitenkin heti, ettd joukko ei voi olla itsensd alkio, koska kdsite
"kaikkien joukkojen joukko” johtaisi ristiriitaan!

Joukko ilmaistaan yleensé

e kuvailemalla sen alkiot sanallisesti: esim. "joukko A on nopan silmélu-
vut”

e luettelemalla sen alkiot: A ={1,2,3,4,5,6}
e esittdmalld sen alkiot tdysin méaraava ehto:

A = {n | n nopan silméaluku }.
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Esimerkki 2.1.2 Esimerkin 2.1.1/ tilanteessa Annin mukaan perhe on jouk-
ko
A = {isé, aiti, Pekka, Ville, hevonen, kissa }

Tehtdva 2.1.3 Ilmaise joukkona

a) perhe Annin veljen mukaan: V' =

b) perheen pienin koostumus: P =

Nimityksid. Kiytdmme seuraavia nimityksid ja merkint6ja (ks. myos Mer-
kinnét )

Joukko, jossa ei ole yhtaan alkiota, on tyhjd joukko (empty set, void),
merkitddn 0 tai {}.

Alkion x kuulumista joukkoon A merkitdan x € A, kuulumattomuutta
taas © ¢ A.

Jos jokainen joukon A alkio on myos joukon B alkio, on A joukon B
osajoukko (subset), A C B (usein myos A C B).

Joukot A ja B ovat samat (equal), jos niissé on tdsmélleen samat alkiot,
ts. jos A C B ja B C A; tiata merkitddn A = B. Jos A C B ja A # B,
on A aito osajoukko.

Kukin joukon alkio luetellaan tavallisesti vain kerran; esimerkiksi joukossa
{1,2,1} on vain alkiot 1 ja 2, joten

{1,2,1} = {1, 2}.

Joukon alkioiden lukumddard on siis sithen kuuluvien eri alkioiden maara.
Joukko-opillisten laskutoimitusten yhteydessid joukkoja on syytd késitelld
jonkin (sopivasti valitun) niitd kaikkia laajemman joukon, nk. perusjoukon
osana.

Esimerkki 2.1.4 Esimerkeissi 2.1.1/ja2.1.2lon AC P,V C Pja P C P.

Tehtava 2.1.5 Onko
a) V C A?

b) ACV?
c) PCA?
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2.1.2 Joukko-operaatiot

Mééritelmd 2.1.6 Olkoon E (perus)joukko ja A, B sen osajoukkoja. Jouk-
kojen peruslaskutoimitukset ovat:

a) Joukon A komplementti (perusjoukossa F) on joukko A, jonka alkioina
ovat tdsmaélleen ne joukon E alkiot, jotka eivit kuulu joukkoon A.

b) Joukkojen A ja B yhdiste (union) AU B on joukko, jossa on alkioina
tasmaélleen kaikki alkiot joukoista A ja B.

c) Joukkojen A ja B leikkaus (intersection) A N B on joukko, jossa on
alkioina tasmaélleen joukkojen A ja B yhteiset alkiot.

d) Joukkojen A ja B erotus (difference) A\ B on joukko, jossa on alkioina
tdsmilleen ne joukon A alkiot, jotka eivit ole joukon B alkiota.

Maaritelmasti seuraa esimerkiksi, ettéi
E\NA=A ja A\B=ANB.
Edellisten lisdksi kiytetadn joskus késitettd symmetrinen erotus
AAB = (A\B)U(B\ A).

Tehtévi 2.1.7 a) Annin perheenéd (ks. Esimerkki 2.1.2/ ja Tehtava 2.1.3)
voimme pitad joukkoa

AUV =

b) Mikd on Annin ja veljen luettelemien joukkojen symmetrinen erotus: __
¢) Onko P\ A=V?

Esimerkki 2.1.8 Jaanalla on lemmikkeind papukaija, marsu ja kani ja Mai-
jalla kissa, kani ja kaksi rottaa. Lemmikkijoukkojen matemaattinen yhdiste
sisaltdd vain 5 eldinlajia ja leikkaus yhden. Jos saman lajin eldimet erotetaan
toisistaan esim. nimilld, on yhdisteessa nyt 7 yksilod ja leikkaus on tyhja.

2.1.3 Venn-diagrammit

Joukkoja ja niiden vélisten operaatioiden tuloksia havainnollistetaan usein
nk. Venn-diagrammeilla. Perusjoukkoa kuvataan néissd yleensd suorakul-
miolla ja tarkasteltavia joukkoja sen sisdlla olevilla ympyr6illa tms. rajoi-
tetuilla kuvioilla.
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Esimerkki 2.1.9 Seuraavassa Venn-diagrammissa tihed varjostus havain-
nollistaa leikkausjoukkoa A N B ja harvempi symmetrista erotusta AAB:

Tehtéivi 2.1.10 Varjosta joukot B ja B\ A kuviosta

A

B

Tehtéva 2.1.11 Piirrd kolmen joukon A, B ja C' Venn-diagrammi (niin, etta
kaikki joukot leikkaavat toisiaan) ja vérita siitd joukot AN(BNC), AN(BUC)
jaAu(BNQO).
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2.2 Joukoilla laskeminen

Tésséd Luvussa keskitymme joukko-opilliseen “laskentaan”, muodostamme po-
tenssijoukon ja tulojoukon seké tutkimme joukkojen alkiomééria eli kardina-
liteetteja.

2.2.1 Laskusaintoja

Venn-diagrammeja kdyttden on helppo havainnollistaa (logiikan sdinnoista
johdettuja)

Laskusdant6ja 2.2.1 Olkoot A, B, C' C E. Talloin on

{ ﬁ % g i g % ﬁ kommutatiivisuus
AU(BUC)=(AuB)UC e
AN (B A C) _ (A A B) nC assoslatiivisuus
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) e

{A (B g) i(A AB)U(ANC) distributiivisuus

{ ﬁ ﬁ g - ﬁgg de Morganin lait
AUA=F
ANA=9 komplementtilait
A=A

ACB<«<=BCA kontrapositio

ANB=A<—= AUB=B<+—= ACB

Esimerkki 2.2.2 Sievenni joukko AU B.
Ratkaisu. De Morganin ja komplementtilain mukaan

AUB=(A)NB=ANB=A\B.

Tehtéva 2.2.3 Olkoot A := {1,3,5,8}, B := {4,5,8} ja C' := {2,3,8}.
Piirré tilanteesta Venn-diagrammi ja méarita joukot

(A\(BUC)U(ANB) =
(BNC)\ A=
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Tehtavd 2.2.4 Esitd Venn-diagrammina Esimerkin 2.1.8 tilanne, kun
a) puhutaan vain elidinlajeista,

b) elaimet kisitetain yksiloiksi.

Varjosta molemmista symmetrinen erotus.

2.2.2 Potenssijoukko
Jokaiseen joukkoon liittyy joukko, johon on koottu sen kaikki osajoukot.

Maéaritelmd 2.2.5 Joukon A potenssijoukko (power set) on sen kaikkien
osajoukkojen joukko P(A) eli 24.

Esimerkki 2.2.6 Joukon A := {1, 2} potenssijoukko

P(A) = {(Z)v {1}? {2}7 {17 2}} :

Tehtdvd 2.2.7 Miiritd joukon {z € R | 2~z = 0} alkioiden lukumééri,
potenssijoukko seké sen alkioiden méaara.

Esimerkki 2.2.8 B:n olympialaisissa Suomen urheilujoukkue sai viisi mita-
lisijoitusta: M K melonnassa kultaa, SR keihdénheitossa ja joukkue I'F, JL,
T P jousiammunnassa hopeaa sekd, AK uinnissa ja J K nyrkkeilyssi pronssia.
Miten ilmaistaisiin mitalisijojen saajat joukko-opillisin merkinnéin?

Ratkaisu. a) Jos halutaan ilmaista mitaleja kaulaansa saaneet urheilijat,
valitaan perusjoukoksi £ esimerkiksi kaikki olympialaisiin kilpailijoina osal-
listuneet suomalaiset. Télloin saadaan ratkaisuksi sen osajoukko

{MK,SR,IF,JL, TP, AK, JK}.

b) Jos taas halutaan pitdéd jousitrio yhtendisend yksikkoné, otetaan perus-
joukoksi U P(E), jolloin

{MK,SR,{IF,JL,TP}, AK, JK}.

Pihkind 2.2.9 Miksi merkintd 24 on looginen?
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2.2.3 Karteesinen tulo

Joukko-opillinen tulo on yhtéa tai useampaa joukkoa koskeva operaatio, jonka
tulos on "moniulotteinen” joukko.

Méiritelmd 2.2.10 Ei-tyhjien joukkojen Ay, A, ..., A, tulojoukko (pro-
duct) eli karteesinen tulo on joukko

Ay X Ay x -+ x A, ={(ay,az,...,a,) | ap € Ay YV k € [n] }.

Sen alkioina ovat kaikki n-vektorit eli jarjestetyt n-jonot

(a1, a9, ..., a,),
missd a1 € Ay, as € Ag, ..., a, € A,.
Kaksi vektoria (aq, asg, ..., a,) ja (b1, ba, ..., b,) ovat samat, jos a; = by, as =

bQ, ey Qp = bn
Esimerkki 2.2.11 Jos A = {a,b} ja B = {1,2,b}, niin
Ax B ={(a,1),(a,2),(a,b), (b,1), (b,2), (b, b)}.

Esimerkki 2.2.12 Euklidisen xy-tason ja yleisemmin kolmiulotteisen zyz-
avaruuden pisteitd kuvataan karteesisilla tuloilla

R* = RxR={(z,y)|zyeR}
R’ = RxRxR={(1,y,2)|z,y,2€R}.

Tehtava 2.2.13 Luettele seuraavien joukkojen alkiot:

a) {(ni,n9,n3) | n1,na,n3 €{0,1} } =

b) {(nl,ng,ng) €N3]n1 € [2],1 §n2 §n3§6}:

2.2.4 Alkiomaéiirien laskemisesta

Esitetdan joitakin dérellisten joukkojen alkioméaria koskevia laskukaavoja.

Méiritelmd 2.2.14 A, Joukot A ja B ovat pistevieraita eli erillisid (dis-
joint), jos AN B = 0.
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B. Joukot Ay, As, ..., A, ovat pareittain pistevieraita, jos Ay N A, = ()
kaikilla k # .

Lause 2.2.15 Jos A ja B ovat &dérellisia, niin
a) n(AU B) =n(A) +n(B) —n(AN B)

b) n(A x B) =n(A) - n(B)
) n(P(4) = 2

Yleisesti, jos Aj, As, ..., A, ovat ddrellisid ja A = A;UAU---UA,, niin
patee nk. joukkojen yleinen yhteenlaskukaava

d) n(A) =D n(A) > n(AnN4;)+> n(ANA;NA)

i=1 1<j 1<j<k

.. +(—1)p_1n(A1ﬂ --NA,)

ja karteesiselle tulolle patee

e) n(A;y x---xA,) =n(A1)---n(4,)

Jos joukot ovat lisidksi pareittain pistevieraita, on

p p

£) n(lJA) =Y n(A)

=1 i=1

Tehtévi 2.2.16 Esité yleisen yhteenlaskukaavan avulla n(AU B U C).
Esimerkki 2.2.17 Kuinka monessa luvuista
1000, 1001, ...,9999

on (vahintédin) kaksi samaa numeroa perikkiin?
Erids ratkaisu. Tulkitaan nelinumeroiset luvut jarjestetyiksi nelikoiksi ja mer-
kitdan

Ay = {(n1,n2,n3,n4) | N1 =ng,m1 #0},

Ay = {(n1,ng,ng,ng) | n2 =ng,ny #0},

A3 = {(nlanQ)n3;n4) | ng = Ny, Ny ;é O}



2.2 Joukoilla laskeminen

On siis laskettava n(A;UAsUA3). Tuloperiaatteen mukaan

n(A;) = n(As) =n(A43)=9-1-10-10 = 900,

joten yleisen yhteenlaskukaavan nojalla
n(AjUAUA3) = 3-900 —3-90 + 9 = 2439.
Tehtavi 2.2.18 Olkoot
A=1{1,2,3,4,5} ja B={3,4,5,6,7,8}.

Maarita joukon (A \ B) x (AU B) osajoukkojen mééré.

27

Vihje: Laske suoraan erotuksen ja yhdisteen alkiomaéréit ja kayta sitten

Lauseen 2.2.15 kaavoja b) ja c).
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3 RELAATIOT JA FUNKTIOT

Téassd Luvussa tarkastellaan tulojoukkojen osajoukkoja, relaatioita, erikois-
tapauksena jo koulusta tuttuja funktioita (mutta nyt tdsméllisesti!), ja muu-
tamia muita hyodyllisia relaatiotyyppeja.

3.1 Relaatio
3.1.1 Relaation méairitelmi
Maaritelma 3.1.1 Olkoot X ja Y epityhjid joukkoja.

a) Tulojoukon
XXY ={(z,y) [zeX,yeY}

osajoukkoja sanotaan relaatiotksi joukkojen X ja Y walilld.

b) Jos R C XxY, voidaan myos sanoa, ettd R on relaatio lahtdjoukosta
X maalijoukkoon Y.

Merkinta xRy tarkoittaa, ettd (z,y) € R.
¢) Jos Y =Xeli RC XxX, niin R on relaatio joukossa X.
Esimerkki 3.1.2 Olkoot

X = {1,2,3,4,56)}
Y = {Pekka, Visa, Martti, Janne }

Silloin esimerkiksi joukolla
{ (1, Janne), (2, Martti), (3, Pekka), (4, Visa) }

voi olla vaikkapa nimien aakkostusmerkitys, mutta yhtd hyvin se voisi mer-
kitd paremmuusjarjestysta jossain kilpailussa.

Tehtdva 3.1.3 Keksi merkityksid Esimerkin 13.1.2 joukkojen vilisille relaa-
tioille

a) {(1,Pekka), (1, Martti), (3, Visa) }

b) {(Visa,4), (Janne, 2) }

Tehtavd 3.1.4 Jos Esimerkissd 3.1.2 kyse onkin nopanheitosta, jossa Mart-
ti ja Pekka saavat nelosen, Janne viitosen ja Visa kakkosen, niin mitenké
merkitset tuloksen relaationa?

R:{( ) )7( ) )’ }
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Esimerkki 3.1.5 Olkoot edelleen

X = {1,2,3,4,5,6)}
Y = {Pekka, Visa, Martti, Janne }

ja kuvatkoon
J ={(2,Janne), (2, Martti), (1, Pekka), (4, Visa) }

jarjestysta eradssa kilpailussa, jonka siis Pekka voitti, Jannen ja Martin tul-
lessa jaetulle hopealle. Sija siis nidkyy parien ensimmaéisestd jasenestd, ja re-
laatio ilmaisee henkil6iden sijoituksen. Niin on saatu alkeellinen "tietokanta”,
jossa mekaaniset tietohaut voidaan tehdid kumman jésenen avulla tahansa,
tarkoituksesta riippuen.

Maairitelma 3.1.6 Relaatioon R C X XY liittyy seuraavia kisitteité:
a) joukon B CY alkukuvajoukko (preimage)

R YB):={xcX|(z,y) € Rjollakin y € B},

b) madrittelyjoukko R™(Y) (domain), ja
c¢) joukon A C X kuvajoukko (image)
R(A):={y €Y | (x,y) € R jollakin z € A }.

d) Erikoisesti arvojoukko (range) on koko ldhtéjoukon kuvajoukko R(X).

e) Yhden alkion alkukuvaa merkitiin lyhyesti R7'(y) := R7'({y}) ja
kuvaa R(z) := R({z}).

Samoin, jos kuvajoukko tai alkukuvajoukko siséltdd tasan yhden alkion,
jatetddn niistd usein joukon sulut pois, ts. samaistetaan {a} ~ a.

Esimerkki 3.1.7 Esimerkissa|3.1.5 voidaan kuvajoukon tai alkukuvajoukon
avulla hakea tietyille sijoille paésseet tai henkiloiden sijoitukset, esimerkiksi

J(4) = J({4}) ={Visa}
J(2) = {Janne, Martti }
J({1,5}) = {Pekka}
J ' (Janne) = 2
J'(Visa) = {4}~ __
)

= {1>2}
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Tehtdva 3.1.8 Mitd ovat Esimerkkien [3.1.5 ja [3.1.7 tilanteissa
a) J(1) =
b) J(3) =

J({2,4,6}) =
“H(Martti) =

J(J7 1 (Martti)) =

C

d

)
)
) J
)

e

Mairitelma 3.1.9 Epityhjian joukon X yksikkd- eli identtisyysrelaatio on
diagonaali
Ax ={(z,z) |z € X}.

Yksikkorelaatio koostuu siis kaikista mahdollisista joukon XxX pareista
(r,x).

Tehtéva 3.1.10 Olkoon X = {1,2,3,4,5,6 }. Maarita Ax:

3.1.2 Relaation havainnollistaminen

Adrellisten joukkojen vilisiéi relaatioita havainnollistetaan usein erilaisilla
(nuoli)kaavioilla.

Jos X # Y, asetetaan yleensi X vasemmalle, Y oikealle ja yhdistetdin
relaatiossa olevat alkiot janalla (tai nuolella) (ks. Tehtava 3.1.11)).

Jos X =Y eli kyseessa on relaatio joukossa X, voidaan alkiot piirtdd myos
esimerkiksi ympyrén kehille ja ilmaista relaatio nuolilla (ks. Tehtava [3.1.12).
Relaatioita voidaan esittdd myos tuttuun tapaan koordinaatistossa kuten re-
aalifunktioita, ks. Luku 3.2. Esimerkiksi ldhtojoukon alkiot voidaan asettaa
xy-tason z-akselille ja maalijoukon alkiot y-akselille, jolloin X XY on suo-
rakulmion muotoisessa tasojoukossa vastinalkioiden kohdalla ja relaatio on
jokin tdmén osajoukko (ks. Tehtéva 3.1.11).

Tehtdva 3.1.11 Olkoot

X = {1‘1,1'2,.]33,374,1'5}
Y = {yl; Y2,Y3,Y4,Ys, yG}

Kuvan 1l vasemmassa kuviossa on esitetty erés relaatio R C XxY.

a) Esité relaatio luettelomuodossa:

Lahtojoukko on

Kuvajoukko on




3.1 Relaatio 31

x1 o yl y6 1
*
2o
x2
yd ]
o y3
x3
y3 1
y4
x4 y2 1
y5
yi ]
x5 o y6

x1 X2 x3 x4

Kuva 1: Kuvio Tehtdviain 3.1.11

d) Olkoot A :={x1, 22,24} ja B := {2, y3,ys}-

Joukon A kuva R(A) on

Joukon B alkukuva R~'(B) on
Kuva R(R™(B)) on

e) Oikeanpuoleiseen kuvioon on jo piirretty X xY pisteind. Piirrd siihen
R rinkuloimalla tarvittavat pisteet.

Tehtdva 3.1.12 Esitd Kuvan 2 relaatio S € XxX

a) luettelomuodossa

b) Tehtavissa 3.1.11] esitetyilld tavoilla piirtéden.
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Kuva 2: Kuvio Tehtavaan 3.1.12

3.1.3 Relaatioiden yhdistdminen ja kiinteisrelaatio

Maéaritelmi 3.1.13 Relaation R C X XY kddanteisrelaatio (inverse) on jou-
kon Y xX osajoukko

R :={(y,2)| (z,y) € R},
siis pareissa jasenten jarjestys vaihdetaan.

Tehtivi 3.1.14 Esitd Kuvan 2 relaation S € X xX kéinteisrelaatio St

a) luettelomuodossa
b) Tehtavissi 3.1.11] esitetyilld tavoilla piirtéen.

Maaritelmi 3.1.15 Kahden relaation R € XxY ja S C YXZ tulo (eli
yhdistelmd, kompositio) on relaatio

SoR = {(z,2) € XXZ | Jy €Y jolle xRy ja ySz }.
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Huomautus 3.1.16 a) Jos R C XxY, niin
R '1oR C XxX ja RoR ! C YXY.

b) Yksikkorelaatio Ax on tulon nk. neutraalialkio, nimittdin jokaiselle R C
XxX on
AxoR = RoAx = R.

Tehtévi 3.1.17 Olkoot X :={1,2,3}, Y :={a,b,c} ja Z := {«, f}. Piirrd
nuolet, jotka kuvaavat relaatioita

R = {(1,(1),(1,()),(2,()),(2,0),(3,@)}
S = {(ba) (c,a),(c.0)}

ja relaatioita SoR sekd R~!:

X —Y — Z| X — Z|Y — X
R S SoR R!
1 — a 1 a 1
« «
2 b 2 b 2
5 B
3 c 3 c 3

Lause 3.1.18 Jos R C XXY,SCYxZjaT CZxV, niin

(SoR)™" = R 'oS7!
(ToS)oR = To(SoR)

Todistus. Todistetaan malliksi ensimmaéinen viite. Selvésti relaatiot ovat sa-
man tulojoukon osajoukkoja: (SoR)™! C ZxX ja R™'oS™! C ZxX. Relaa-
tiot ovat samat, silla

(z,z) € (So R)™! 2(SoR) 'z

x(SoR)z

jollekin y € Y: xRy ja yS=z
jollekin y € Y: yR ™'z ja 28~ 1y
jollekin y € Y: 2S5 'y jayR 'z
2(R1o Sz

(z,z) € (R7'o S71).

rrrreee

Q.E.D
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Huomautus 3.1.19 a) Relaatioiden tulo ei ole vaihdannainen, mutta on
Lauseen 3.1.18 mukaan liitdnnéinen, joten voidaan merkita

ToSoR := (ToS)oR = To(SoR).
b) Tulon kd&ntaminen yleisemmin:

(ToSoR)f1 = R oS toT 1,
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3.2 Funktio

Relaatioista tédrkein erikoistapaus lienee kuvaus eli funktio.

3.2.1 Funktio relaationa

Miaritelmi 3.2.1 Relaatio FF € XXY on kuvaus eli funktio (function,
mapping), jos seuraavat kaksi ehtoa ovat téytetyt:

1) Jokaista x € X vastaa y € Y siten, ettd zFy.

2) Jos zFy ja xFz, niin y = z.

Funktiolle kiytetdén tietenkin kaikkia relaatioista tuttuja nimityksid, ks.
Maéritelma 3.1.1. Palautetaan mieleen myos funktioiden yhteydessi kiytetyt
erikoismerkinnét ja -nimitykset (opittu koulussa!?):

o [': X — Y tarkoittaa F' C XxY

e F(z) =y tarkoittaa zFy

e F on injektio (one-to-one), jos F(x1) = F(x5) vain, kun x; = x5

e F on surjektio (onto), jos F(X) =Y

e [’ on bijektio, jos se on injektio ja surjektio

e kiiéinteisrelaatio F'~! on kddnteiskuvaus (inverse), mikili se on kuvaus.

Esimerkki 3.2.2 Valitaan X = naiset ja Y = miehet. Silloin joukko
R={(N,M) | N ja M olleet joskus aviossa }

on relaatio joukossa X xY. Se ei ole kuvaus. Miksi?

Tehtavi 3.2.3 Olkoon J kaikkien Suomen jirvien joukko ja Nj; kaikkien
jarvennimien joukko. Méaritelladn relaatio R C JxN; sdannolla

jRn <= jarvelld j on nimi n.

Pidatko relaatiota R kuvauksena? ____ Injektiona? ____ Surjektiona? ____
Mikéd on maérittelyjoukko? ——  miki arvojoukko?
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Esimerkki 3.2.4 Tarkastellaan Esimerkin 2.2.8 kohdan a) tilannetta. Ol-
koot

K = suomalaisten kilpailijoiden joukko,
P = {k(ulta),h(opea),p(ronssi) },
F = {(MK,k),(SR,h),(IF,h),(JL,h),(TPh),(AK,p),(JK,p) }.

a) Relaatio F' C KxP ei ole kuvaus, silld kaikille ei lilennyt mitaleja.

b) Jos M on suomalaisten mitalimiesten joukko, niin ¥ C MxP on kuvaus.
Se on surjektio, mutta ei injektio.

Kiinteisrelaatio F~1 C PxM ei ole kuvaus.

Kuvausten yhdistdminen on erikoistapaus relaatioiden yhdistdmisesta. Kadn-
teisrelaatio ei yleensé toteuta kiddnteisfunktiolta vaadittavia ehtoja

RoR™' =R 'oR = Ax.
Esimerkki 3.2.5 Ympyrin muodostava relaatio
Y = {(I,y) | I2—|—y22 1} C [_171] X [_171]

ei ole kuvaus, silld esimerkiksi (0, —1) ja (0,1) € Y. Taméa nikyy my6s muo-
dosta y(x) = /1 — 22, josta y ei madrdaydy yksikésitteisesti.

Puoliympyrd { (z,y) | 2> +y* = 1,y > 0} C [-1,1] x [0,1] on kuvaus,
surjektio, mutta ei injektio.

Positiivisessa neljanneksessi x, y > 0 ympyra on bijektio. Miten se ilmaistaan
funktiomerkinndin ja mikd on sen kddnteiskuvaus?

Tehtéivi 3.2.6 Esiti relaationa kuvaus f : R — R, f(z) := 22, Piirrd kuvio.
Miten taytyy ldhtojoukko ja maalijoukko valita, ettd f on bijektio?

Tehtdva 3.2.7 Millainen on relaatio, joka ei ole kuvaus, mutta jonka kaén-
teisrelaatio on kuvaus ja jopa surjektio?

3.2.2 Laatikkoperiaate

Maéaritelma 3.2.8 Joukko X # () on aidosti mahtavampi kuin Y, jos ei ole
olemassa injektiota X — Y. Jos joukot ovat ddrellisid, niin aidosti mahta-
vammassa on konkreettisesti enemmaén alkioita, eli n(X) > n(Y).

Seuraava tuttu ilmio, nk. laatikko- eli kyyhkyslakkaperiaate (pigeon hole
principle):
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On kaytettavissa m laatikkoa. Jos n > m kappaletta palloja ase-
tetaan noihin laatikoihin, on ainakin yhdessa véhintéin 2 palloa.

on matematiikan kielelld ilmaistuna

Lause 3.2.9 (laatikkoperiaate). Olkoot X ja Y &érellisia joukkoja, joille
n(X) > n(Y). Jos f: X — Y on kuvaus, on joukossa X pistepari x1 # o,
jolle f(x1) = f(z2).

Todistus. Koska X on mahtavampi kuin Y, f ei voi olla injektio, joten on
olemassa x1 # T3, joille f(z1) = f(x2). Q.E.D

Esimerkki 3.2.10 Oletetaan, ettd maapallolla on 200 padkaupunkia (jouk-
ko X). Olkoot naiden lampotilat erdélla hetkelld valilla [—40°, +40°] (joukko
Y). Laatikkoperiaatteen mukaan kuvaus f: X —Y,

f(padkaupunki) := lampotila kyseisessia kaupungissa,
saa saman arvon ainakin kahdessa kaupungissa.

Tehtava 3.2.11 Kurssin osallistujaluettelosta arvotaan n opiskelijaa. Kuin-
ka suuri n tarvitaan, jotta arvottujen joukossa on varmasti ainakin kaksi,
joilla on syntymépéaiva samassa kuussa?

Tehtdva 3.2.12 Kuinka monta pitda arpoa, jotta saadaan kaksi opiskelijaa,
jotka ovat

a) syntyneet samana viikonpaivini?

b) samanikaisia?

Lauseen 2.4.1 vahvennus, nk. yleistetty laatikkoperiaate todistettaisiin sum-
maperiaatteen (Lause 2.2.15 kohta f) avulla.

Lause 3.2.13 (yleistetty laatikkoperiaate). Olkoot joukot X ja Y #érelli-
sid ja f : X — Y kuvaus. Silloin:

Jos n(X) > k-n(Y), niin n(f~(y)) > k jollakin y € Y.

Esimerkki 3.2.14 Yleistetyn laatikkoperiaatteen nojalla ainakin 3 kaupun-
gissa on sama lampdtila, silld £ = 2 on suurin luku, jolle

n(X) =200 > k- 81 = k- n(Y).
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Esimerkki 3.2.15 Aritmeettinen muotoilu yleistetylle laatikkoperiaatteel-
le: Jos ny,no, ..., ny, € Ny ja

n1+n2+---+nm
m

>k,

ainakin yksi luvuista n; > k, ts. kaikki luvut eivét voi olla aidosti pienempid
kuin niiden keskiarvo.

Esimerkki 3.2.16 Kaksikymmentd markan rahaa on jaettu kahdeksaan pi-
noon, kussakin vihintdin yksi markka. Osoita, ettd ainakin yksi pinoista si-
sialtdd enintddn kaksi markkaa.

Ratkaisu. Ainakin yksi yhden tai kahden markan pino esiintyy, koska muu-
toin kaikissa olisi vihintédin kolme ja summa olisi ainakin 8 - 3 = 24 > 20.

Tehtdva 3.2.17 Osoita, ettd aina voidaan valita pinot, joissa on yhteensi
nelja markkaa.

Vihje. Osoita, ettd jokin seuraavista varmasti esiintyy:
1. neljd yhden markan pinoa

2. kaksi yhden markan ja yksi kahden markan pino

3. yksi yhden ja yksi kolmen markan pino

4. kaksi kahden markan pinoa.
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3.3 DMuita relaatiotyyppeji

Téarkeitd yhden joukon sisdisid relaatiotyyppejé ovat ekvivalenssirelaatio, jol-
la luokitellaan joukon alkiot jonkin ominaisuuden perusteella, ja jirjestysre-
laatio, joka kuvaa alkioiden vilistd hierarkiaa. Namé erottuvat toisistaan
seuraavien alkeisominaisuuksien perusteella.

Maaritelma 3.3.1 Relaatio R € XxX on
a) refleksiivinen, jos xRz jokaiselle x € X.
b) symmetrinen, jos kaikilla z,y € X pétee

xRy = yRx.

c) antisymmetrinen, jos kaikilla z,y € X pétee

xRy N yRx = x=4y.

d) transitiivinen, jos kaikilla x,y, z € X pétee

xRy N yRz = xRz.

e) taysi, jos kaikilla z,y € X péitee xRy tai yRz.
Esimerkki 3.3.2 Olkoot X = {a,b,c,d, e} eri alkioita ja

R ={(a,a),(a,b), (a,e),(b,a),(bb),(be),(cc), (cd),(dc) (dd)}.

Mitka edellisista Maaritelman [3.3.1 ominaisuuksista on relaatiolla R?

Ratkaisu. R ei ole

- refleksiivinen, silld eRe,

- symmetrinen, silla bRe, mutta eRb,

- antisymmetrinen, silli aRb ja bRa, mutta a # b, - taysi, silld esimerkiksi
bRe.

Sen sijaan R on transitiivinen. Téma n&dhdadn kdymalld 1api kaikki parit
rRy, yRz ja toteamalla, ettd aina rRz.
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3.3.1 Ekvivalenssirelaatio ja ositus

Maaritelmi 3.3.3 Relaatio R C XxX on ekvivalenssi(relaatio), jos se on
refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen (ks. Maaritelma [3.3.1).

Ekvivalenssi jakaa joukon X pistevieraisiin ekvivalenssiluokkiin Xy, joiden
yvhdiste on koko X. Ekvivalenssiluokkiin jakoa sanotaan joukon X ositukseksi
(partition).

Yhden ekvivalenssiluokan alkiot ovat tamén relaation suhteen samanarvoisia.
Kuvajoukkoa R(z) sanotaan alkion x € X mdadaradimdaksi ekvivalenssiluokaksi.

Esimerkki 3.3.4 Ihmisten joukko jakaantuu samannimisten ihmisten muo-
dostamiin ekvivalenssiluokkiin, kun relaationa on

H\RHy <= H; ja Hy samannimisia.

Jotkut ekvivalenssiluokat voivat sisdltdd vain yhden ihmisen, kun taas esi-
merkiksi Matti Virtasia on paljon.

Esimerkki 3.3.5 Miéiritellddn joukossa Z relaatio
mRn <= m—n on jaollinen luvulla 3.
Tamé& on ekvivalenssi, silli se on
- refleksiivinen: jokaisella n € Z on n—n = 0 jaollinen kolmella eli nRn,
- symmetrinen: jos mRn, on m—n = 3k eli n—m = 3(—k) ja siten nRm,
- transitiivinen: olkoot [Rm ja mRn eli [—m = 3p ja m—n = 3q. Silloin
[—n = (I-m) + (m—n) = 3p+3q = 3(p+q),
joten [ Rn.
Ekvivalenssiluokkia on kolme, nimittiin

R(0) = {...,—6,-3.0,3,6,...}
R(1) = {...,—5,-2,1,4,7,...}
R?2) = {..,—4,-1,2,5,8,..}

ovat erillisia ja sisdltdvit koko joukon Z.
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3.3.2 Osittainen ja tdydellinen jirjestysrelaatio
Maéaritelmi 3.3.6 Relaatio < C XxX on

a) osittainen jarjestys (partial order), jos se on refleksiivinen, antisym-
metrinen ja transitiivinen,

b) totaali jdrjestys, jos se on tdysi osittainen jirjestys.

Pari (X, <) on
a’) osittain jarjestetty joukko, jos < on osittainen jirjestys joukossa X.
b’) totaalisti jarjestetty joukko, jos = on totaali jirjestys joukossa X.

Merkinta: Jos =< on osittainen jarjestys, sanonta aito pienemmyys tarkoittaa
relaatiota <:
r<y < r=yjaxFy.

Se ei ole refleksiivinen, mutta on antisymmetrinen (!) ja transitiivinen.
Joukon osittainen jarjestys indusoi osajoukkoihin osittaisen jarjestyksen, joka
voi olla jopa totaali.

Esimerkki 3.3.7 R, Q, Z ja N varustettuina tavallisella < relaatiolla ovat
totaalisti jarjestettyja.

Esimerkki 3.3.8 Inkluusio C on osittainen jirjestys potenssijoukossa P (X).
Se ei ole totaali, jos n(X) > 2.

Esimerkki 3.3.9 Varustetaan vélilla I := [—1, 1] jatkuvien reaaliarvoisten
funktioiden joukko C(I,R) pisteittéisella jarjestykselld

29 <= flz)<g(zx) Vzel
Pari (C(/,R), =) on silloin osittainen jérjestys, mutta ei totaali jarjestys.

Maééritelmd 3.3.10 Olkoon (X, =) jérjestetty joukko ja z,y € X, joille
x < y. Alkio = on alkion y wdliton edeltdji ja y alkion x vdlitén seuraaja, jos
niiden "vilissd” ei ole alkioita, ts. t <z <y = z=xzVz=y.

Maéiritelméa 3.3.11 Jarjestetyn joukon (X, <) alkio a € X on
e minimaalinen, jos r X a = T = a.
e maksimaalinen, jos a X r = x = a.
e joukon X pienin alkio, jos a = x kaikilla x € X.

e joukon X suurin alkio, jos z = a kaikilla x € X.
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3.3.3 Hassen kaavio

Osittain jarjestetty joukko (X, =) kannattaa esittdé yksinkertaistettuna Has-
sen kaaviona, jossa alkiosta piirretdan nuolet ylospédin vain sen vilittomiin
seuraajiin. Hassen kaaviota luetaan "transitiivisesti”.

Esimerkki 3.3.12 Olkoon X := {2,3,...,12} ja z < y jos ja vain jos y =
x - z jollekin z € Z. Parin (X, =) Hassen kaavio on

8 12 7 11
10 \4/ \6 9
/SN L— N/
5 2 3
Kaavion mukaan esimerkiksi 2 < (4 <) 8, minimaalisia alkioita ovat 5, 2, 3,

7 ja 11 ja maksimaalisia 10, 8, 12, 7, 9 ja 11. Pieninta tai suurinta alkiota ei
ole.

Tehtdva 3.3.13 Etsi parin (P({a,b,c}), C) Hassen kaaviosta minimaaliset,
maksimaaliset, pienin ja suurin alkio seké alkioiden vilittomat seuraajat:

a,b,c

a,b alc b,c

=2—
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3.4 Relaation sulkeuma

Olkoon R C X xX relaatio.

tietyn ehdon & tayttavisté relaatioista suppein, ts. relaatio Rg C X xX, jolle
1) R C Rg,

2) Re toteuttaa ehdon &,

3) jos S O R toteuttaa ehdon &, niin Rg C S.

Ongelmalla ei aina ole ratkaisua. Ratkaisu on olemassa (ja se on samalla
yksikésitteinen) jos ja vain jos joukko

Re :=N{T C XxX|RCT, T toteuttaa ehdon & }

on epatyhji ja toteuttaa ehdon £. Ratkaisua sanotaan vaikkapa & -sulkeumaksi
(closure).

3.4.1 Transitiivinen sulkeuma

Teoreettisesti voidaan todistaa, ettd jos ehto £ on transitiivisuus, ratkaisu —
transitisvinen sulkeuma R; — on olemassa. Todistus voidaan tehdé seuraavin
— matematiikassa usein samankaltaisena esiintyvin — askelin:

1. Osoitetaan, ettd miké tahansa (samassa joukossa X xX maédriteltyjen)
transitiivisten relaatioiden leikkaus on transitiivinen.

2. Todetaan, ettd X xX on itse transitiivinen relaatio ja varmasti sisaltaa
annetun relaation R.

3. Muodostetaan~ kaikkien relaation R sisaltavien transitiivisten relaatioi-
den leikkaus R;.

Kohdan 2 mukaan tdméa on epédtyhja, kohdan 1 mukaan transitiivinen ja
méadrittelynsd mukaan Rt = R,.

Tama todistus ei anna kidytanndllista keinoa transitiivisen sulkeuman laske-
miseksi, siindhdn pitdisi muodostaa ensin suuri maara "turhia”, mahdollisesti
hyvinkin laajoja transitiivisia relaatioita. Yksinkertaisissa tapauksissa tran-
sitiivinen sulkeuma selvidi, kun lisdtdan relaatioon R — vaikkapa kaaviosta
katsoen — riittédvasti alkioita, joita ilman se ei ole transitiivinen. Prosessi voi-
daan tehdé systemaattisesti riittdvin monessa vaiheessa.

Esimerkki 3.4.1 a) Relaatioon {(a,b), (b,c), (¢,b)} on liséttéva (a,c), (b,b)
ja (¢, c), jotta saadaan sen transitiivinen sulkeuma. Piirrd kuviot.

b) Lisataéan relaatioon S = {(a,b), (b, ¢), (¢,d)} aluksi (a,c) ja (b, d). Havai-
taan, ettd syntynyt relaatio ei vield ole transitiivinen, joten lisitddn "toisella
kierroksella” (a,d). Nyt ei enéd lisdd tarvita. Piirrd kuviot.
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Adrellisessi joukossa X méiritellyn relaation R transitiivinen sulkeuma saa-
daan aina yhdistelemélld nuolilla alkiot, joita yhdistdd kahden nuolen, kol-
men nuolen, neljin nuolen jne. pituiset nuolijonot. Matemaattisesti se kiy
seuraavasti:

Maaritelma 3.4.2 Relaation R C XxX n. potenssi R™ méaéaritelladan re-
kursiokaavalla

1) RO = AX
2) R"!:= R"oR arvoilla n € Nj.

Lause 3.4.3 Olkoon R C XxX jan(X) = m. Silloin relaation transitiivinen
sulkeuma on

Rt - U Rk
k=1
Tehtéva 3.4.4 Olkoot X ={a,b,c,d, e} eri alkioita ja
R ={(a,a),(a,b),(a,e),(b,a),(bb),(be),(c,b),(c,c),(cd),(dc) (dd)}.

Laske R;.

3.4.2 Ekvivalenssisulkeuma

Jos R on relaatio joukossa X, niin on myos olemassa suppein relaation R
sisdltdva ekvivalenssi. Tamaé voidaan perustella samoin kuin transitiivisen-
kin sulkeuman olemassaolo. Ekvivalenssisulkeuma antaa periaatteessa keinon
luokitella alkioita lihtien vajavaisistakin esitiedoista.

Tehtéva 3.4.5 Joukon X = {1,2,3,4,5,6 } relaatio

R= { (17 3)? (273)7 <4v6>7 (57 1)7 (676) }

ei ole ekvivalenssi. Tdydenné se suppeimmaksi relaation R sisdltaviksi ekvi-
valenssiksi.

R, =
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Tassda Luvussa tutkimme matemaattisia rakenteita, joilla on hyvin keskeinen
merkitys nykyelamassa, vaikka itse infrastruktuuri onkin usein piilossa.
Perinteisia verkkojen sovellusalueita ovat olleet mm. tieston ja vesiston,
puhelin- ja sidhkoverkkojen sekd putkistojen mallitus. Uudempia verkkoina
esitettavissa olevia struktuureja ovat esimerkiksi integroidut piirit ja mikro-
prosessorit, tietokoneohjelman vuokaaviot, yrityksen henkilostostruktuurit,
tietopankit, internet ja talouselaman rakenne.

4.1 Mita matemaattiset verkot ovat?

Verkko eli graafi koostuu pisteistd eli solmuista ja nditd mahdollisesti yhdis-
tavistd kaarista tai suunnatuista kaarista eli nuolista.

e Suuntaamaton verkko soveltuu sellaisten struktuurien malliksi, joissa
materia tai informaatio voi liikkkua kahta kohdetta yhdistavissa vali-
neessi kumpaan suuntaan tahansa.

e Suunnattua verkkoa kiytetddn mallina struktuureissa, joissa liitkenne
kahden solmun vililla saattaa olla yksisuuntaista.

e Painotettu verkko voi olla kumpaa tahansa edellisisté tyypeisté, ja sii-
né on lisdksi solmuilla, kaarilla tai nuolilla jotkin painokertoimet, esi-
merkiksi kaarilla pituudet tai solmuilla tarkeyskertoimet.

Tarkat méaritelmét esiintyvit myohemmin (ks. Luvut [4.2] [4.3]ja 14.4).

4.1.1 Verkkoteorian synty

Verkkojen tutkimuksen katsotaan alkaneen nk. Konigsbergin (nykyisen Ve-
ndjan Kaliningrad) sillat-ongelmasta 1700-luvulla:

Kaupungin lapi virtaa Pregel-joki, jossa on perdkkéin kaksi saar-
ta, A ja B. Saaresta A on kaksi siltaa ja saaresta B yksi silta mo-
lemmille rannoille. Saaret yhdistdé toisiinsa yksi silta, yhteensa
siis 7 siltaa. Kaupunkilaisia askarrutti se, onko mahdollista tehda
kévelyretki, jonka aikana kukin silta ylitetdan tasan kerran?

Asiaa tiedusteltiin kuuluisalta sveitsildiseltd matemaatikolta Leonhard Eule-
rilta, joka todisti, ettei ratkaisua ole. Eulerin alkuperdinen paattely oli seu-
raava:
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—
N

Kuva 3: Konigsbergin sillat 1700-luvulla

Montako kertaa kavelija kidy retken aikana saarella A? .Jos hin
kéy kerran, kahdesti tai kolmesti, han kiyttaa vastaavasti 2, 4 tai
6 siltaa, joiden toinen pad on kyseiselli saarella. Mutta siltoja
onkin 5!

Euler kiinnostui tdménkaltaisista ongelmista enemmaénkin ja néin syntyi uusi
matematiikan haara, verkkoteoria, jossa tutkitaan solmujen ja niitd yhdista-
vien kaarien muodostamien rakenteiden ominaisuuksia. Esimerkiksi Konigs-
bergin sillat-ongelma voidaan tulkita verkoksi sopimalla rannat ja saaret sol-
muiksi ja sillat kaariksi, ks. Kuva 4.

AN
NV

Kuva 4: Kénigsbergin sillat verkkokaaviona
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4.2 Suuntaamaton verkko

Suuntaamattomassa verkossa emme kiyta jirjestettyji pareja, koska niihin
liittyy luonnollisella tavalla suunta.

Mairitelma 4.2.1 Joukon X jarjestimdton eli ei-jarjestetty tulo on sen
jarjestiméttomien parien (xq,x9) joukko

X&X ={(x1,22) | 1,20 € X }.

Maééritelmé 4.2.2 Kolmikko (X, E, ¥) on suuntaamaton verkko eli graafi
((undirected) graph, multigraph), jos X # () ja E ovat joukkoja ja ¥ : E —
X & X on kuvaus.

Nimityksia:
solmu (vertex, node) = joukon X alkio
kaari tai vali (edge, link, arc) = joukon E alkio
vastaavuuskuvaus = funktio ¥

Jos ¥(e) = (x,y), kiiytetdin sanontoja:
e 1 ja y ovat kaaren e pditd
e kaari e yhdistid solmut x ja y
e kaari e [iittyy solmuihin x ja y
e solmut x ja y liittyvit kaareen e.

Kaksi solmua ovat vierekkaisid (adjacent), jos ne ovat saman kaaren paita.
Kaksi kaarta ovat

o rinnakkaisia (parallel), jos niilla on yhteiset péét.
o vierekkdisid, jos niilla on ainakin yksi yhteinen paa.

Jos W(e) = (x,z), on kaari e silmukka eli luuppi.

Solmun z € X asteluku (degree) dg(z) on solmuun liittyvien kaarten mééra,
kun silmukan liittyminen otetaan kaksinkertaisena.

Solmu = € X on erillinen tai eristetty (isolated), jos dg(x) = 0.

Esimerkki 4.2.3 Olkoon G = (X, E, V), missi
X :={x1, 29,23}

E :={ej, ez, e3,64}

U(ey) = U(ey) := (1, x3)

U(ez) := (1, 1)
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\I’(64) = <ZL‘1, 113'2>.

G @)es

€2
€4

) XT3

Kaaren ey padt ovat x; ja xo. Solmuun xg liittyvit kaaret e; ja es.

Asteet: dg(z1) =5, dg(z2) = 1 ja dg(x3) = 2.

Kaaret e; ja e; ovat rinnakkaisia ja vierekkiisié, kaaret e; ja ez vierekkiisia.
Verkossa on yksi silmukka eikd lainkaan erillisid solmuja.

Verkon G sanotaan olevan
o degeneroitunut eli surkastunut, jos E = (),
e ddrellinen, jos X ja E ovat ddrellisié,

o tdydellinen (complete), jos jokaista solmuparia = # y yhdistdd ainakin
yksi kaari,

o yksinkertainen (simple), jos siind ei ole silmukoita eikd rinnakkaisia
kaaria.

Huomautus 4.2.4 Yksinkertaisessa verkossa voidaan solmupari (x,y) ja
kaari e = U1 ({x,y)) samaistaa, e ~ (x,y).

Jokaisesta verkosta saadaan taydellinen lisdédmalla puuttuvat kaaret, samoin
verkosta saadaan yksinkertainen poistamalla silmukat ja liiat rinnakkaiset
kaaret.

Esimerkki 4.2.5 Esimerkin 4.2.3/ verkko on direllinen, muttei surkastunut,
taydellinen eikd yksinkertainen. Miksi?

Tehtiva 4.2.6 Mitkd edelld luetelluista nimityksistd sopivat seuraaviin nk.
Kuratowskin verkkoihin Ks ja K 3:

KS K33

)
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4.2.1 Aliverkko

Miééritelmi 4.2.7 Olkoon G = (X, E, V) suuntaamaton verkko.

a) Verkko G’ = (X', E', U') on verkon G aliverkko (subgraph), jos verkko
G’ koostuu osasta verkon G solmuja ja osasta naitd yhdistavid verkon
G kaaria.

Jos G' C G on aliverkko ja siséltda kaikki ne verkon G kaaret, jotka
yhdistaviat verkon G’ solmuja, niin G’ on solmujoukon X' wvirittdimd
(span) aliverkko.

b) Verkon G diagonaali Ax = {{(x,x) | x € X }.

c¢) Verkon G komplementti on yksinkertainen verkko G, johon on koottu
kaikki ne kaaret (paitsi ei silmukoita), joita verkossa G ei esiinny.

Esimerkki 4.2.8 Esimerkin 4.2.3/ verkon G komplementti on verkko G =
(X, F,T'), jossa on yksi puuttuva kaari F' = {f} = {(z2, x3)}, jolle siis I'(f) =
(w9, x3). Solmujoukon {x,xs} virittdméassd verkossa on kaaret e; ja ey ja
solmujoukon {z1,z3} virittdméissi es, e; ja es.

Tehtévi 4.2.9 Mita kaaria on joukon {zo, z3} virittdméssi verkossa?

Tehtéavi 4.2.10 Suunnittele Kénigsbergiin lisi siltoja niin, ettd ongelmalla
on ratkaisuna suljettu Eulerin ketju.

Tehtava 4.2.11 Piirrd verkot, jotka kuvaavat Joensuun siltoja

a) kévelijan nikokulmasta,

b) autoilijan ndkokulmasta.
Piirrd my6s ndiden komplementit ja selvitd mité siltoja vield puuttuu.

Tehtava 4.2.12 Piirrd kymmensolmuinen verkko, jossa on mahdollisimman
vahan kaaria, ja jossa on kolme silmukkaa, vain kaksi erillistd solmua, nelja
solmua, joiden aste on 3, sekd nelji solmua, joiden asteet ovat 2.

Lause 4.2.13 Airellisessi suuntaamattomassa verkossa
a) kaikkien solmujen asteiden summa = 2 - n(E).
b) paritonasteisten solmujen lukumééra parillinen.

Todistus. a) Ajatellaan verkkoa aluksi ilman kaaria ja aletaan asettaa niita
takaisin. Kaaren lisidminen kasvattaa astelukujen summaa kahdella, joten
vaite on tosi.

b) Kohdan a) mukaan asteiden summa on parillinen. Parillisasteisten solmu-
jen summa on parillinen, joten myds paritonasteisten summa on parillinen.
Néin paritonasteisia ei voi olla paritonta maaraa. Q.E.D
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4.2.2 Adrellisten verkkojen esitystapoja

Verkko voidaan esittdd mm. luettelona, kaaviona tai matriisina.

1. Luettelo sisidltda solmujen ja kaarten joukot sekd vastaavuuskuvauksen
(ks. Esimerkki 4.2.3).

2. Kaavioesitys on geometrinen kuvio, jossa

solmut = 2- tai 3-ulotteisen avaruuden pisteet kaaret = geometriset kaaret.
3. Yhteysmatriisi (adjacency matrix) Mg = (a;;j)nxn on nelioméinen tauluk-
ko, jonka rivilld 7 sarakkeessa j oleva luku a;; ilmoittaa kuinka monta kaarta
yhdistdd solmun x; solmuun x;. Esimerkin 4.2.3 verkon yhteysmatriisi on

G r1T T2 XT3

1 (1 1 2
Mg = (aij)3><3 = z2( 1 0 0
T3 2 0 0

Yhteysmatriisista ei ndy kaarten nimet ja solmujenkin nimet jatetdin usein
merkitseméattd. Yhteysmatriisi on hyvin kdyttokelpoinen, kun verkkoja esite-
taan ja kisitelladn esimerkiksi tietokoneella (matriisi- tai taulukkolaskenta).

4.2.3 Ketjut

Tarkastellaan liikkumista verkossa solmusta toiseen pitkin vierekkéisia kaa-
ria.

Méaritelmi 4.2.14 Verkon jérjestetty kaarijono ¢ := (eq, ea, ..., e,) on ket-
ju (path, chain) solmusta xy solmujen xi, o, ..., z,_1 kautta solmuun x,,
jos

1) kukin e; on solmujen z;_; ja x; vilinen kaari ja
2) mikddn kaari ei esiinny jonossa useammin kuin kerran.

Edelleen, solmujono (zg,z1,...,%,) on ketjua ¢ vastaava solmujono, merki-
tdan o — z,. Ketju on

o suljettu (cycle), jos g = x,, muutoin avoin.

o yksinkertainen, jos sitd vastaavan solmujonon solmut ovat eri solmuja
paitsi mahdollisesti zg = x,,.

e pituudeltaan |c| := sen kaarien lukumé&éra.
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Tehtévi 4.2.15 Olkoon G = (X, E, V), missi

X = {.To, X1,T2,T3, 33'4},

E = {61, €9, €3, 64},

Uler) = (o, 1),

U(eg) = (1, 73),

U(es) = (3, 74),

U(ey) = (24, 21).

Piirra oheen kyseinen verkko ja muodosta sen yhteysmatriisi.

Esimerkki 4.2.16 Tarkastellaan Tehtédvin 4.2.15 verkkoa. Silloin kaarijono
¢ := (eq, eq, €3, €4) on ketju alkupaéni x ja loppupaina x1, se kulkee solmujen
X9, T1, T3, T4, T1 kautta ja sen pituus on |c| = 4. Se ei ole suljettu eiki
yksinkertainen.

Jono (ey, €3, €4) on yksinkertainen suljettu ketju x; — ;.

Jono (eq, €2, e3) on avoin yksinkertainen ketju xo — 4.

Kaarijonot (e, eq, €2) ja (e2, €3, €4, €2) €ivit ole ketjuja.

Tehtava 4.2.17 Usein ketju voidaan ilmaista pelkkdna solmujonona, mutta
ei aina. Milloin solmujonon antaminen ei riita?

4.2.4 Yhteniisyys

Maiégritelmi 4.2.18 Suuntaamaton verkko on yhtendinen (connected), jos
sen jokaista solmuparia x # y kohti on olemassa ketju x — y; muutoin se on
epayhtendinen.

Osoittautuu, ettd verkko voidaan jakaa erillisiin yhtendisiin osiin: relaatio
S :={(z,y) | * = y tai on olemassa ketju z — y}

voidaan osoittaa ekvivalenssiksi. Se jakaa solmujoukon X ekvivalenssiluokkiin
S(x), jotka siis muodostavat osituksen. Kukin osituksen solmujoukko virittia
aliverkon, joka on itsessdin yhteniinen verkko.

Maééiritelmi 4.2.19 Suuntaamattoman verkon G = (X, E, V) yhtendiset
komponentit ovat ekvivalenssiluokkien S(x), x € X, virittdmat aliverkot.

Verkon yhteniiset komponentit (ja yhtendisyys) voidaan selvittaa esimerkiksi
seuraavilla menetelmilla:

o depth-first-menetelma: lahdetdan yhdesta solmusta seuraamaan ketjua
niin, ettei vierailla missidéin solmussa kuin kerran; kun joudutaan um-
pikujaan, palataan edelliseen risteykseen ja tutkitaan seuraava reitti
jne.
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o breadth-first-menetelmd: lahdetdan yhdestd solmusta ja edetdin kaikkia
siitd 1ahtevid ketjuja seuraaviin, seuraavista solmuista taas kaikkia niité
seuraaviin jne. niin ettei missdin solmussa kiyda enempéaé kuin kerran.

Néin tullaan vierailleeksi lahtosolmun maidrdaman yhtendisen komponentin
kaikissa solmuissa.

Tehtava 4.2.20 Tehtavin 4.2.15 verkko on epiyhtendinen. Maaritd yhte-
néiset komponentit.

Méaritelmi 4.2.21 Yhtendisen verkon kaarta sanotaan sillaksi (bridge),
jos sen poistaminen epayhtendistdd verkon.

Tehtava 4.2.22 Missi edelld olleissa esimerkkiverkoissa on siltoja?

Péahkini 4.2.23 Miten relaation sulkeumaa voidaan kiyttdd verkon yhte-
niisyyden testauksessa?
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4.3 Suunnattu verkko
4.3.1 Suunnattu vs. suuntaamaton

Jos verkon solmuja yhdistavit kaaret ovat yksisuuntaisia, niitd sanotaan nuo-
liksi eli suunnatuiksi vileiksi (arc, arrow).

Miéritelmi 4.3.1 Kolmikko G = (X, U, V) on suunnattu verkko eli digraafi
(directed graph, digraph), jos

(i) solmujoukko X ei ole tyhja,
(ii) U on nuolten joukko,

(iii) ¥ :U — XxX on vastaavuuskuvaus.

Esimerkki 4.3.2 Kuvassa 5l on erds 8-solmuinen suunnattu verkko.

B C

Kuva 5: Suunnattu verkko

Nimityksia. Jos ¥(u) = (x,y),
e solmu z on nuolen u ldhtosolmu,
e solmu y on nuolen u maalisolmu,
e solmut = ja y ovat pddtesolmuja.

Edelleen kiytetddn myos nimityksia (ks. Luku [4.2) listtyy, vierekkdinen, rin-
nakkainen, silmukka eli luuppi, erillinen, surkastunut, ddrellinen.
Nuolet u # v ovat

e vahvasti rinnakkaiset, jos V(u) = ¥(v),
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e vastakkaiset, jos V(u) = (z,y) ja V(v) = (y,x).
Solmun x

e lihtiaste (out-degree, positive degree) df,(z) on solmusta lihtevien
nuolten lukuméra,

e maaliaste (in-degree, negative degree) d(z) solmuun saapuvien nuol-
ten lukumaara.

Verkko on

e tdydellinen, jos jokaista solmuparia x # y kohti on nuoli x — ¥y tai
Yy—7z,

o yksinkertainen, jos se ei sisélla silmukoita eikd vahvasti rinnakkaisia
nuolia.

Kasitteet aliverkko, virittaminen, diagonaali ja komplementti maaritellaan
kuten suuntaamattomalle verkolle.

Tehtava 4.3.3 Selvitd Kuvan bl suunnatusta verkosta seuraavat asiat:

e a) Solmujen asteet:
e b) Onko se yksinkertainen , onko se taydellinen

e ¢) Mité rinnakkaisia nuolia 16ydét:

Suunnattua verkkoa wvastaava suuntaamaton verkko saadaan muuttamalla
nuolet kaariksi. My6s suuntaamaton verkko voidaan suunnistaa, kunhan so-
vitaan korvataanko kaari vastakkaisilla nuolilla vai kdytetddnko jotain muuta
menetelmas.

Tehtdva 4.3.4 Piirrd oheen suunnattu verkko G = (X, U, V), jossa
X = {z1, 29, 23},

U = {uy, us, ug, ug},

U(ur) = (z3,21),

U(ug) = (21, 73),

V(uz) = (21, 71),

U(uy) = (21, 22).

Esimerkki 4.3.5 Tehtévin 4.3.4 verkko G ei ole yksinkertainen eikd téydel-
linen, miksi?
Solmun x; asteet ovat

dg(l’l) = 3, d(_;(ﬂfl) = 2,

Komplementin nuolet ovat (xq, 1), (22, 23) ja (x3,x2).
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Tehtéva 4.3.6 Tehtdvin 4.3.4/ muiden solmujen asteet ovat:

Lause 4.3.7 Adrellisen suunnatun verkon solmujen lihto- ja maaliasteiden
summa = 2 - n(U).

Todistus. Jokaisella nuolella on yksi 14ht6 ja maali. Q.E.D
Suunnattuja verkkoja esitetdén luetteloina, kaavioina ja yhteysmatriiseina.
Tehtéavan 4.3.4] yhteysmatriisi

G Ty X2 XT3

x1 [ 1 1 1
Mg = (aij)3><3 =22 0 0 O
T3 1 0 0

Suunnattuun verkkoon G = (X, U, ¥) liittyy yksinkertainen suunnattu verk-
ko Gy, josta on poistettu yliméariiset vahvasti rinnakkaiset nuolet. Jéljelle
jadneiden nuolten (kuva)joukko ¥(U) C XxX on verkon G seuraajarelaatio
Re =¥ (U), jolle

zRgy <= VY(u)= (z,y) jollekin u € U.

Tehtdva 4.3.8 Piirrd oheen suunnattu verkko G = (X, U, V), jossa
X = {1‘1, T, 1‘3},

U= {U17U27U3>U4},

U(ur) = W(uz) = (21, 72),
U(uz) = (21, 3),

U(uy) := (x3,1).

Télloin seuraajarelaatio Rg =

4.3.2 Polut ja yhtendisyyskisitteet

Maaritelma 4.3.9 Suuntaamattoman verkon ketjua xo — x, vastaa suun-
natun verkon polku (path), joka koostuu perékkiisistda kulkusuuntaan osoit-
tavista nuolista.

Polku p on

e suljettu (cycle), jos g = x,, muutoin avoin,
o yksinkertainen, jos x; # x;, paitsi ehkd zg = .

Voidaan todistaa, ettd jokaista polkua x — y kohti on olemassa yksinkertai-
nen polku z — y.
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Tehtdva 4.3.10 Suunnittele verkko, johon voit piirtdé ei-yksinkertaisen po-
lun solmusta x solmuun y. Valitse sitten yksinkertainen polku z — y.

Miten yksinkertaistusprosessi voidaan tehdi missé tahansa aérellisessi ver-
kossa?

Esimerkki 4.3.11 Olkoot

X = {l’l, 9, 133},

U= {Ul,UQ,Ug} ja

Uy ‘= (.1'1,33'2), Ug 1= (ZIZ’Q,CC?,), Us ‘= (LCg,l'g).
Nuolijono

(u1,ug,us) on polku, ei suljettu eiké yksinkertainen.
(us2,us) on suljettu ja yksinkertainen.

(u1,us, us, usz) ei ole polku.

Maaéritelladn kaksi eriasteista yhtendisyyden késitettd. Ekvivalenssirelaatio
S :={(z,y) | =y tai on olemassa polut = < y }
jakaa solmujen joukon X ekvivalenssiluokkiin.

Méaritelmi 4.3.12 a) Suunnattu verkko on yhtendinen, jos sitd vastaava
suuntaamaton verkko on yhtenéinen.

b) Suunnatun verkon G = (X, U, V) vahvasti yhtendiset komponentit ovat
solmujoukkojen S(z), x € X, virittamat aliverkot. Verkko G on wvahvasti
yhtendinen, jos silld on vain yksi vahvasti yhtendinen komponentti.

Esimerkki 4.3.13 Esimerkin/4.3.11/verkko on yhtenéinen, mutta ei vahvasti
yhtenéinen. Sen vahvasti yhteniiset komponentit ovat solmujoukkojen {x;}
ja {x9, z3} virittdméat. Nuoli uy ei kuulu kumpaankaan.

Tehtava 4.3.14 Keksi kuusisolmuinen yhtenédinen suunnattu verkko, jossa
on kolme vahvasti yhtendistd komponenttia.
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4.4 Painotettu verkko

Miééritelmi 4.4.1 Olkoon G = (X, A, V) yksinkertainen suuntaamaton
(tai suunnattu) verkko ja ga : A — R painofunktio (weight function), so.
kuvaus, joka liittaa verkon jokaiseen kaareen e painon ga(e). Télloin nelikko
G = (X, A,V,g4) on painotettu verkko.

Verkon painot ilmaistaan usein painomatriisina Mg w = (Wij)nxn, joka saa-
daan yhteysmatriisista Mg = (aij)nxn korvaamalla

luvut a;; > 0 painoilla w;;
luvut a;; =0, @ # j, ddrettomilld

luvut a;; nollilla (tai ddrettomilld).

Siis, jos solmuja x ja y yhdistda jokin kaari, painomatriisin rivin ¢ sarakkeen
J luku w;; ilmaisee kyseisen kaaren painon. Jos kaarta ei ole, on paino dare-
ton. Joskus — esimerkiksi kauppamatkustajan ongelmassa — myos diagonaalin
painot kannattaa asettaa ddrettomiksi.

Jos painot ovat etdisyyksid, painomatriisia kutsutaan usein etdisyysmatrii-
siksi (distance matrix).

Esimerkki 4.4.2 Seuraavassa erds suuntaamaton painotettu verkko ja sen
painomatriisi:

troog 0 3 5 3

G 3 0 oo oo
3N4 Mew =15 o 0 4

To T3 3 o0 4 0

Tehtavi 4.4.3 Selvitd Joensuun opiskelija-asuntoloiden véliset etéisyydet
ja piirrd painotettu verkko, joka kuvaa tilannetta. Muodosta myds etiisyys-
matriisi.
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4.5 Puut ja virittavat puut

Téssd Luvussa esittelemme verkkoteoreettisia puita koskevia perusasioita.
Lukijan olisi hyvé tutustua tarvittaviin kasitteisiin Luvuista 4.2, 4.3/ ja 4.4.
4.5.1 Suuntaamaton puu

Maiédritelmi 4.5.1 Suuntaamaton verkko on metsd (forest), jos siiné ei ole
suljettuja ketjuja. Verkko on puu (tree), jos se on yhtendinen eiké siiné ole
suljettuja ketjuja. Metsdn yhtendiset komponentit ovat siis puita.

Esimerkki 4.5.2 Kuva 6 esittdd puuta, vaikkakaan se ei ole piirretty ihan
standardiin muotoon.

Kuva 6: Erds 9-solmuinen puu

Tehtava 4.5.3 Puu on siind mielessd optimaalinen verkko, ettd yhden kaa-
ren lisidminen tuo suljetun ketjun ja toisaalta kaaren poistaminen epéyhte-
néistda verkon. Koeta tatd Kuvan 6/ verkolle.

Millaisen verkon saat poistamalla yhden kaaren?

Puulle, ja yleisemmin metsélle, on voimassa

Lause 4.5.4 Jos G = (X, F, V) on dérellinen suuntaamaton metsé, jossa on
p komponenttia, on
n(X) =n(E) + p.

Erikoisesti on puulle voimassa yhtélo n(X) = n(FE) + 1.
Tehtiva 4.5.5 Olkoon G verkko, jonka solmut ovat 1, 2, 3, ..., 12. Sen

kaaret esitetddn seuraavassa listoina, joiden ensimmaéinen alkio on lahtésolmu
ja muut solmuja, joihin lahtésolmusta on kaari:
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a) Piirrd oheen kyseinen verkko. Onko kyseessd puu?

b) Montako yhtendistd komponenttia?

c) Mitké ovat yhtenéiset komponentit?

d) Onko kyseessé metsi?

)
)
)
)

4.5.2 Suunnattu juurellinen puu

Maaritelma 4.5.6 Suunnattu verkko on juurellinen suunnattu puu juure-
na (root) solmu j, jos vastaava suuntaamaton verkko on puu ja solmusta j
on polut jokaiseen muuhun solmuun. Solmun vélittémét seuraajat ovat lap-
sia, edeltdjit vanhempia. Lapsettomia (polkujen loppupéissi olevia) solmuja
sanotaan lehdiksz.

Suunnattu juurellinen puu esitetdin havainnollisimmin Hassen kaaviona niin,
etta

1) juuri piirretdén ylimmaéksi ja
2) lapset aina vanhempiensa alapuolelle.

Puu niyttaa silloin ylosalaisin olevalta puulta (tai pensaalta). Nuolista voi-
daan myos jattdaa kirjet piirtAmatta.

Tehtiva 4.5.7 Suuntaamattomasta puusta saadaan varsin luonnollisella ta-
valla juurellinen suunnattu puu. Miten?

Tehtdva 4.5.8 Muunna ylla kuvatulla tavalla Kuvan 16 verkko niin, etta
solmu A on juuri ja sijaitsee ylimpana.
Luettele puusi lehdet:




60 4 VERKOISTA

4.5.3 Bindiripuu

Maéritelmi 4.5.9 Suunnattu juurellinen puu on binddripuu (binary tree),
jos jokaisella solmulla on (enintéén) kaksi lasta. N&itd kutsutaan vasemmaksi
ja otkeakst.

Binaaripuita kiytetdédn erityisesti tietotekniikassa, mutta myos monissa muis-
sa yhteyksissa.

Esimerkki 4.5.10 Aritmeettisen lausekkeen laskujarjestys voidaan esittaa
binddripuuna. Esimerkiksi lauseke

(34 —5)* = (6:7+1)

bindédripuuna:

O ® © O
3 @

Kuva 7: Laskutoimitus binddripuuna

Tehtava 4.5.11 Esitd ainakin kahdella eri tavalla bindaripuuna lauseke
(a—b)(a+Db),

missd a ja b ovat reaalilukuja.

4.5.4 Virittava puu

Jos halutaan tutkia verkkoa lahinna sen solmujen osalta, ei ole tarpeen kiyt-
tda sen kaikkia kaaria. Yhtendisessd verkossa lilkkuminen helpottuu, jos sille
loydetdan yhtendinen aliverkko, joka sisidltdda samat solmut, mutta mahdol-
lisimman vahén kaaria; siis puu.

Verkon G aliverkko, jossa on kaikki verkon G solmut ja joka on puu, on
verkon G wirittivi puu (spanning tree).
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Esimerkki 4.5.12 Yksinkertaisen tiydellisen 4-solmuisen verkon K, virit-
tavia puita on seuraavia tyyppeja

CTIRNX

eri asennoissa, ja kussakin luokassa on 4 erilaista puuta. Yhteensi néitd on
siis 4 - 4 = 16. Yleinen tulos on

Ky

2

Lause 4.5.13 (Cayleyn lause). Yksinkertaisella tdydelliselld n-solmuisella
(n > 2) suuntaamattomalla verkolla K, on n" 2 erilaista virittivii puu-
ta.

Tehtéva 4.5.14 Piirrd kaikki verkon K3 ja K33 virittavit puut.

Voidaan todistaa, ettd suuntaamaton verkko on yhtenéinen jos ja vain jos sillé
on virittava puu. Yhtendisen verkon virittdvan puun l6ytédmiseksi voidaan

e vihentdd verkosta kaaria niin, ettd verkko siilyy yhtendisena.

e lisdta vastaavaan tyhjain verkkoon kaaria niin paljon kuin voidaan il-
man ettd syntyy suljettua ketjua.

Esimerkiksi depth- ja breadth-first algoritmit soveltuvat jalkimmaiiseen me-
nettelyyn.
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5 VERKKO-ONGELMIA

Luvuissa 4.2/4.3,4.4 ja 4.5 on esitelty selvitelty perusasioita erilaisista ver-
koista. Verkkoteoriassa terminologia on siksi kirjavaa, ettd asioihin paallisin-
puolin perehtyneenkin on syytéa tarkistaa ainakin kiytetyt mairitelmét ennen
kuin ryhtyy kiyttamadn hyviksi tdssd Luvussa esitettivid menetelmia.

5.1 Reittiongelmia

Téssd Luvussa luomme katsauksen joihinkin verkkojen ketjuja tai polkuja
koskeviin kuuluisiin ongelmiin. Naistd erdisiin — esimerkiksi kauppamatkus-
tajan ongelmaan — ei nykydankddn tiedetd hyvia, kaikenkattavia tarkkoja
ratkaisumenetelmia.

5.1.1 Eulerin ketjut

Olkoon téassa pykalassa G = (X, E, V) aarellinen suuntaamaton verkko, ks.
Luku 4.2.

Maaritelma 5.1.1 Verkon ketju on Fulerin ketju, jos se siséltaa kaikki ver-

kon kaaret. Jos verkossa on suljettu Eulerin ketju, on kyseessd Eulerin verk-
ko.

Jo Euler selvitti tyhjentévisti Eulerin ketjun olemassaololle helposti tarkas-
tettavat ehdot (yhtendisyys-késite: kertaa Luku 4.2.4):

Lause 5.1.2 Olkoon G &irellinen suuntaamaton verkko, jossa ei ole erillisia
solmuja. Silloin

a) Verkossa G on suljettu Eulerin ketju jos ja vain jos G' on yhtenédinen
ja siiné ei ole paritonasteisia solmuja. Eulerin verkon jokainen Eulerin
ketju on suljettu.

b) Verkossa G on avoin Eulerin ketju jos ja vain jos G on yhtendinen
ja siind on tdsmaélleen kaksi paritonasteista solmua. Jos verkossa G on
yksikin avoin Eulerin ketju, sen jokainen Eulerin ketju on avoin paindén
kyseiset paritonasteiset solmut.

Todistus. (vain osittain) Todistetaan vain se puoli, josta saadaan eréds (kom-
pelohkd) keino Eulerin ketjun etsimiseksi. Olkoon siis G yhtenéinen ja kaikki
solmut parillista astetta. Olkoon x verkon erds solmu ja e siihen liittyva kaari.
Toistetaan seuraavaa prosessia, kunnes kaikki kaaret ovat ketjussa:
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Lahdetddn solmusta = kaarta e pitkin muodostamaan ketjua, jo-
hon otetaan yksi kerrallaan uusi kaari, kunnes on pakko pysahtya
johonkin solmuun y. Asteiden parillisuudesta seuraa (miten?), et-
td on oltava y = x. On saatu suljettu ketju. Asia on selvé, jos tdma
ketju sisaltad kaikki kaaret. Jos ei, etsitddn ketjusta ensimmaéinen
solmu z, johon liittyy kiyttaméton kaari f, otetaan z uudeksi lah-
tosolmuksi ja jatketaan siitd kuten edellisessd ketjussa solmuun
x ja siitd edelleen solmuun z. Nimetddn z solmuksi x, f kaareksi
e ja palataan alkuun.

Q.E.D

Tehtévi 5.1.3 Miten Lauseen 5.1.2l kohdan b) vastaavan osan todistus, siis
avoimen Eulerin ketjun etsiminen, onnistuu kohdan a) menetelméé hyvéksi
kdyttaen?

Esimerkki 5.1.4 Konigsbergin sillat-ongelmassa, Luvussa 4.1.1, kysyttiin
siis, onko vastaavassa verkossa (suljettuja) Eulerin ketjuja. Kaikki nelja sol-
mua ovat paritonta astetta, joten tuolloin sielld ei ollut avoimia eika suljettuja
Eulerin ketjuja.

Esitetdan vield konkreettisempi menetelmé, nk. Fleuryn algoritmi. Kaytam-
me tassa kasitettd silta, ks. Maaritelmé 4.2.21.

Fleuryn algoritmi Olkoon G yhtendinen ja kaikki solmut parillista astetta.
Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd verkossa ei ole luuppeja. Lisdksi
tiedetddn, ettd verkossa G ei voi olla pelkkia siltoja; miksi?

Askel 1 Valitaan jokin verkon kaari e;, joka ei ole silta. Olkoot z; ja zo
kaaren e; pait. Alustetaan kaari- ja solmujonot asettamalla

c1 = (e1) ja x1 = (1, x2),

poistetaan e; verkosta G ja merkitadn jiljelld olevaa verkkoa Gi. Jos
verkossa (G ei ole kaaria, lopetetaan prosessi.

Askel 2 Jos verkossa G; on kaaria, ainakin yhdell& niistd on oltava paina
Z9.

Nyt valitaan naistd yksi kaareksi ey seuraavasti: jos néitd on vain yk-
si, otetaan se ja poistetaan myos (nolla-asteiseksi jadnyt) solmu s,
muutoin poistetaan sellainen kaari, joka ei ole silta verkossa G. Miksi
téallaisia 16ytyy?

Olkoon uuden kaaren toinen pai xs. Asetetaan
c2 = (e1,e2) ja Xo = (21, 2, T3).

Jos jéljelle jaa verkko G, jossa ei ole kaaria, lopetetaan prosessi.
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Askeleet 3 — Jos verkossa GG on kaaria, ainakin yhdelld on padana x3. Toi-
mitaan kuten edelld, siirretdin kaaria ketjuun kunnes kaaret loppuvat.

Huomautus 5.1.5 Annetusta suuntaamattomasta verkosta on ennen algo-
ritmien kayttoa testattava yhtendisyys sekd asteiden kelvollisuus.

Usein tehtévand on lisété (tai poistaa) annetusta verkosta minimaalinen méé-
ra kaaria niin, ettd saatu verkko on Eulerin verkko.

Tehtdva 5.1.6 Mita siltoja Konigsbergiin pitéisi rakentaa, jotta saataisiin
Eulerin verkko?

Tehtiva 5.1.7 Tutki Kuvan 8 Eulerin keksiméé verkkoa: muodosta sen yh-
teysmatriisi, piirrd kaavio ja selvitd Eulerin ketjujen olemassaolo ja luonne.

Kuva 8: Eulerin keksimé verkko Tehtavéssa 5.1.7

5.1.2 Hamiltonin ketjut

Olkoon G = (X, E, V) téssi pykildssd suuntaamaton, dérellinen, yhteniinen
ja yksinkertainen verkko. Tarkastellaan yksinkertaisia ketjuja, joita pitkin
voi kulkea verkon jokaisen solmun kautta tdsmaélleen kerran. Téllainen ketju
voi olla avoin tai suljettu. Tassd tarkastellaan ldhinna suljettujen ketjujen
olemassaoloa, silld se liittyy olennaisesti nk. kauppamatkustajan ongelmaan.

Mairitelma 5.1.8 Yksinkertaista ketjua, joka kulkee verkon jokaisen sol-
mun kautta, sanotaan Hamiltonin ketjuksi. Verkko on Hamiltonin verkko,
jos siind on yksikin suljettu Hamiltonin ketju.
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Hamiltonin ketjujen etsiminen suurista verkoista on erittidin hankala ongel-
ma. Ainoa yleinen menetelmé on triviaali menetelma so. tutkia kaikki mah-
dolliset ketjut!

Taméa voidaan tehdd alkaen samaan tapaan kuin depth-first-menetelméssé:
kuljetaan ldhtosolmusta niin kauas kuin padstddn vierailematta edellisissa
solmuissa uudestaan. Jos néin saadussa ketjussa on kaikki solmut, on saatu
avoin Hamiltonin ketju ja voidaan tarkastaa, voidaanko ketju sulkea. Tarvit-
taessa palataan edelliseen solmuun ja valitaan toinen reitti jne.

Solmuissa vierailuista pidetdin kirjaa niin, ettd tiedetdian, onko kunkin sol-
mun kaikki lihtosuunnat jo tarkastettu.

Tehtavi 5.1.9 Olkoot

X ={a,b,c,d e} ja
E={{a,c),(a,d),{d,c),(c,b),{be),{e,)}.

Piirrd verkko ja selvitd, onko verkossa Hamiltonin ketjuja?

Vialttamattomia ehtoja. Osoitettaessa, ettd verkossa ei voi olla suljettua
Hamiltonin ketjua, voidaan kiyttda seuraavia konkreettisia sddntojé, jotka
ovat ketjun olemassaololle valttdmattémia, tai joita tulee noudattaa ketjua
muodostettaessa:

1. Jos verkossa on n > 2 solmua, avoimessa Hamiltonin ketjussa on aina
n — 1 kaarta, suljetussa n kaarta.

2. Jos solmun z asteluku on 2, niin molemmat kaaret, joiden pdiné on z,
kuuluvat jokaiseen suljettuun Hamiltonin ketjuun.

Riittdvid ehtoja. On olemassa enemméin tai vihemmén hankalia ehtoja,
jotka kieltdvit tai takaavat Hamiltonin ketjun olemassaolon. Téssd niista
pari; ensimmaéinen on triviaali, toinen on Diracin lause vuodelta 1952:

1. Taydellisessa verkossa on suljettu Hamiltonin ketju.

2. Olkoon G = (X, E, V) aarellinen, suuntaamaton, yhteniinen ja yksin-
kertainen verkko, jossa on n solmua, n > 3. Jos dg(z) > % kaikilla
x € X, on verkossa suljettu Hamiltonin ketju.

Tehtéva 5.1.10 Etsi Hamiltonin ketjut (jos niitd on) Kuvan 9 verkoista a)
jab).

Kuvion a) Hamiltonin ketju:
Kuvion b) Hamiltonin ketju:
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Kuva 9: Verkot a) ja b) Tehtivéédn [5.1.10

5.1.3 Kauppamatkustajan ongelma

Kauppamatkustajan ongelmassa (travelling salesperson problem) henkilon
taytyy kiyda kiertomatkallaan tdsmélleen kerran jokaisessa Suomen kaupun-
gissa.

Onko tdmé ylipadtadn mahdollista?

Jos on, mikd on lyhin reitti?

Matemaattinen muotoilu: kaupungit verkon solmuja ja tiet kaa-
ria, joilla on painoina kaupunkien viliset etdisyydet. Onko néin
muodostuvassa verkossa suljettu Hamiltonin ketju? Jos on, mika
niistd on lyhin?

Periaatteessa ratkaisun 16ytaa tutkimalla kaikkia mahdollisia suljettuja Ha-
miltonin ketjuja. Esimerkiksi tdydellisessd n-solmuisessa verkossa on (n—1)!
(kertoma) kappaletta erilaisia suljettuja Hamiltonin ketjuja, joten menetelméa
on aarimmaisen tyolds. Kelvollista nopeata yleistd menetelméié ei ole onnis-
tuttu kehittdméiin; kyseessi onkin kompleksisuudeltaan nk. N'P-téiydellinen
ongelma.

Tehtdva 5.1.11 Millainen reitti kannattaa valita henkilon, joka jakaa postia
Joensuun opiskelija-asuntoloihin (ks. Tehtéva 4.4.3)7

Suurissa verkoissa on usein ainoa keino turvautua approksimatiivisiin ratkai-
suihin. Niitd on nykyéddn kehitteilld runsaasti ja parhaimmillaan paastdin
ratkaisuihin, jotka poikkeavat oikeasta vain muutaman prosentin verran.
Quick travelling salesperson-algoritmi. Olkoon G yksinkertainen taydellinen
painotettu verkko, jossa on n solmua. Oletetaan, ettd verkon painot toteut-
tavat kolmioepayhtalon

Wi, < Wij + Wi
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— mutkan kautta ei ole lyhyempi matka kuin suoraan — minki useimmat
kiytdnnon ongelmat toteuttavatkin.

Voidaan osoittaa, ettd seuraava menetelmé antaa kohtuullisen hyvén approk-
simatiivisen ratkaisun, joka on huonoimmassakin tilanteessa pituudeltaan
korkeintaan kaksinkertainen verrattuna oikeaan ratkaisuun.

Valitaan solmu z, ja sitd ldhinnéd oleva solmu x, ja asetetaan
h = (x1,x9,x1). Toistetaan, kunnes kaikki solmut ovat ketjussa
h:

Toista Lisdtdan ketjuun yksi lahimpéané ketjua h oleva uusi sol-
mu 2 sen solmun edelle, jota ldhimpané z on.

Tehtavi 5.1.12 Olkoon G painotettu verkko etdisyysmatriisina

© 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 oo 1 4 4
MG’W_2410055
7 5 4 5 oo 4
3 5 4 5 4 oo

Piirrd verkko mahdollisimman hyvin niin, ettd etdisyydet pitdvéit paikkansa.
Selvitad toteuttaako verkko edelld vaaditun kolmioepéyhtalon:

Esimerkki 5.1.13 Sovelletaan "quick”-algoritmia Tehtavan 5.1.12/verkkoon G.
Olkoot solmut nimeltdédn 1,2,3,4,5,6. Valitaan

h2 = (1,4, 1)
Néita solmuja ldhinna on solmu 3, jota lahinna on 4:
hg = (1, 3, 4, 1)

Jatkossa on hieman valinnan varaa: Edellisid [dhinnad on kaksi solmua, 2 ja
6. Valitaan néistd 2, joka on ldhimpani ketjun solmua 3:

hy:=(1,2,3,4,1).
Solmu 6 on ldhimpéné ketjua hy:
hs :=(1,2,3,4,6,1).
Solmu 5 on ldhinnd solmua 6:
he :=(1,2,3,4,5,6,1).

Ratkaisun pituus on 19, kun lyhin olisi 18 (mikd se on?). Aloittamalla jos-
tain muusta solmusta tai tekemalld dskeiset valinnat toisin saataisiin erilaisia
arvioita.
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5.1.4 Lyhimméit ketjut

Olkoon G yksinkertainen yhteniinen painotettu verkko.
Ongelma Etsi verkon kahta solmua x ja y yhdistavistd ketjuista lyhin.

Alkeellisin ja samalla tehottomin menetelmé on etsia kaikki ketjut x — y ja
valita ndista lyhin.

Huomattavasti parempi, mutta myos hieman hankalammin kisiteltdva me-
netelméd on E. Dijkstran vuonna 1959 esittdma algoritmi, jolla haluttaessa
saadaan myos lyhimmét ketjut solmusta = kaikkiin muihin solmuihin virit-
tavidn puun muodossa (ks. Luku [4.5):

Olkoon H aluksi verkko, jossa on vain lahtosolmu x. Lédhdetédan
kasvattamaan verkkoa H yksi solmu kerrallaan toistamalla seu-

raavaa prosessia, kunnes solmu y (tai kaikki solmut) ovat verkossa
H:

Toista Etsitddn sellainen verkkoon H kuulumaton solmu, johon
on lyhin matka ldhtésolmusta x verkossa H. Lisatdan tdmé
solmu ja kaari verkkoon H.

On selvia, ettéd nédin syntyneessi verkossa H jokaista solmuparia x # z yhdis-
tdd tdsmaélleen yksi ketju. On myos melko ilmeistéd, ettd kaikki muut ketjut
verkossa G' ovat ainakin yhta pitkia.

Tehtava 5.1.14 Etsi lyhimmaét ketjut Kuvan 10 verkon solmusta A muihin
solmuihin.

B 2 C
4
2 2 3 1
A D 4 E H
N 8 7 6
5
E G

Kuva 10: Tehtavan 5.1.14 painotettu verkko

Jos halutaan tietda vain kaikkien solmuparien vilisten lyhimpien ketjujen
pituudet, voidaan kdyttdd Floydin algoritmia. Olkoon D = (d;;)nxn verkon
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G etaisyysmatriisi. Matriisi D ilmaisee talloin solmujen vilisten yhden kaaren
pituisten ketjujen pituudet. Floydin algoritmissa matriisia ) muunnetaan n
kertaa niin, ettd kussakin vaiheessa p saadaan matriisiin lyhimmén enintdan
p kaarta sisaltavan ketjun pituus:

fork=1:n
fori=1:n
for j=1:n
if (D(i,k) + D(k,j) < D(i,))
D(i,j) = D(i, k) + D(k, j);
end
end
end

end

Esimerkki 5.1.15 Esimerkin 4.4.2/ tapauksessa etdisyysmatriisista saadaan
Floydin menetelmalld lyhimpien ketjujen pituudet

035 3
3 0 8 6
5 8 0 4
36 40

Tehtava 5.1.16 Laske Tehtdvin 5.1.14 lyhimpien ketjujen pituudet.
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5.2 Muita verkko-ongelmia
5.2.1 ”“Halvin” virittdva puu

Painotetun verkon virittdva puu, jossa kaaripainojen summa on mahdolli-
simman pieni, on halvin virittdvd puu (minimal, cheapest, economy tree).
Painotetusta yhtendisesti verkosta 16ydetaan Dijkstran algoritmilla (ks. Lu-
ku 5.1.4) sivutuotteena eréis virittdva puu (ei aina halvin), jolla on juurena
annettu solmu.

Halvimman virittdvin puun etsimiseen kelpaa samankaltainen Primin algo-
ritmi, joka toimii seuraavasti:

Lahtépuuksi valitaan halvin kaari padtesolmuineen. Toistetaan,
kunnes kaikki solmut ovat puussa:

Toista Lisdtdan puuhun halvin niistd puuhun liittyvistd kaaris-
ta, joiden toinen péi ei vield ole puussa, seké kyseinen solmu.

Tehtava 5.2.1 Etsi Primin algoritmilla halvin virittdva puu Kuvan 11 ver-
kosta.

B 2 C
4
2/, 3 1
A D 4 E H
N 3 7 6
5
E G

Kuva 11: Tehtavin 5.2.1 painotettu verkko

Esimerkki 5.2.2 Esimerkille 5.1.12 saadaan Primin menetelmélla virittava
puu (Kuva [12)), jonka kaarten painojen summa on 13 yksikkoa.
Onko muitakin yhtad halpoja?

Tehtdva 5.2.3 Rakenna Kuvan 13 painotetulle verkolle

a) halvin virittavd puu Primin algoritmilla.

b) virittdva puu Dijkstran algoritmilla alkaen solmusta 4.
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Kuva 12: Virittava puu Esimerkkiin 5.2.2

5.2.2 Verkkojen isomorfisuudesta

Kahta suuntaamatonta verkkoa G ja H sanotaan isomorfisiksi, jos verkko G
saadaan verkosta H sopivalla solmujen ja kaarten nimien muutoksella.
Yhteysmatriisien avulla ilmaistuna: jos H:n matriisista saadaan G:n matriisi
jarjestamalld H:n solmut sopivasti.

Yleisesti kahden verkon isomorfisuuden toteaminen on verrannollinen solmu-
madran kertomaan, siis erittdin tyolastd. Erikoista tyyppié oleville verkoille,
kuten puille ja tasoverkoille, on kehitetty nopeitakin menetelmia.

Joskus voidaan ei-isomorfisuus todeta helpostikin kdyttden isomorfisuudesta
seuraavia valttamattomia ehtoja:

Kahdella aéarelliselld isomorfisella verkolla G = (X, A, V) ja H = (Y, B,I)
on

a) sama madra solmuja.

b

sama maara kaaria.

d

)
)
¢) sama méérd kunkin asteluvun omaavia solmuja.
) samat madrat tietynpituisia (suljettuja) ketjuja tai polkuja.
)

e) sama méadréd yhtendisid ja vahvasti yhtendisid komponentteja,

ja jokaista verkon G komponenttia vastaa sen kanssa verkkona isomorfinen
verkon H komponentti, joille pitevit kohdat a) — d).
Naméa ominaisuudet eivét todista isomorfisuutta!

Tehtava 5.2.4 Ovatko seuraavat verkot isomorfisia?
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Kuva 13: Tehtéavan 5.2.3/ painotettu verkko

Esimerkki 5.2.5 Osoita, ettd verkot GG ja H ovat isomorfisia, kun

11301 21011
12110 111320
Mg = 100 2 2 My = 10010
00001 0120 2
01100 00100

Ratkaisu. Olkoot G = (X, U, V) ja H = (Y, V,T'), missi

X = {1‘17$2,[E3,$4,J;5}
Y — {y17y27y37y47y5}

Olkoot Mg = (aij)sxs ja My = (bij)sxs. Yritetddn muodostaa bijektio f :
X — Y kiiyttiden isomorfisuudelle vilttaméttomiéd ehtoja.

Koska aj3 = byy = 3, on valittava f(x1) = yo ja f(z3) = ys-

Koska solmut z4 ja ys ovat ainoita, joiden ldhtoaste on 1, tdytyy olla f(x4) =

Ys-
Koska (x4, x5) € U, on oltava

(f(za), f(x5)) = (ys, [(25)) €V,
joten pitdd valita f(z5) = y3. Lopuksi olkoon f(z3) = y.
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Jarjestamalld funktion f mukaan saadaan

H vy v v ys U3

w1l 1 3 0 1
wl1 2 1 1 0
My=w|l1 0 0 2 2/,
ys]0 0 0 0 1
»\0 1 1 0 0

mistd ndhdédéan, ettd verkot ovat isomorfiset.

5.2.3 Taso- vai avaruusverkko?

Suuntaamaton verkko G on tasoverkko eli planaarinen, jos se on esitettavissi
tasokaaviona niin, etteivit kaaret leikkaa toisiaan, muutoin se on avaruus-
verkko.

Ongelma Miten selvitetdin, onko annettu verkko planaarinen?

Ratkaisu on teoreettisesti yksinkertainen mutta — kuten monet muutkin
verkko-ongelmat — kiytdnnossa hidas toteuttaa. Vaikka verkko onnistuttai-
siinkin todistamaan tasoverkoksi, jad yleenséd vield selvitettdviksi, miten se
on tasoon piirrettava.

Seuraavaa lausetta kiytetddn usein osoitettaessa verkkoa avaruusverkoksi:

Lause 5.2.6 (Eulerin kaava verkoille) Olkoon G &érellinen yhtendinen ta-
soverkko, jossa on m solmua ja m kaarta. Jos GG jakaa tason r alueeseen,
niin

n—m+r=2.

Seuraus 5.2.7 Jos G on dérellinen yhtenédinen yksinkertainen tasoverkko,
jossa on n > 3 solmua ja m kaarta, niin

m < 3n—6.

Huomautus 5.2.8 Jos verkko on tasoverkko, sitd voidaan muuntaa planaa-
risuuden kirsimatti seuraavasti:

1. Poistetaan silmukat ja rinnakkaiset kaaret.
2. Poistetaan 2-asteinen solmu ja yhdistetdén siihen liittyneet kaaret.

3. Kaari "kutistetaan” pisteeksi, jolloin kaaren pédat yhtyvit yhdeksi sol-
muksi.
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Avaruusverkko puolestaan siilyy avaruusverkkona, jos sitd muunnetaan koh-
tien 1 ja 2 keinoin, mutta kohta 3 saattaa muuttaa sen planaariseksi.
Verkon yksinkertaisuus saatetaan tapauksissa 2 tai 3 menettaa.

Esimerkki 5.2.9 Onko seuraava verkko G tasoverkko?

Ratkaisu. Verkko on yksinkertainen ja siind on 6 solmua ja 11 kaarta, joten
piatee 11 < 3-6 — 6 = 12, mika ei ole planaarisuuden kanssa ristiriidassa.
Kutistetaan pisin vaakasuora kaari. Muunnettu verkko GG’ on yksinkertainen
ja siind on 5 solmua ja 10 kaarta, joten 10 > 3 -5 — 6 = 9. Seurauksen 5.2.7
nojalla verkko GG’ ei ole tasoverkko, joten myoskidian G ei ole.

Esimerkki 5.2.10 Airellisii avaruusverkkoja on olemassa ainakin kaksi,
Kuratowskin verkot K3 ja Ks3 (ks. Tehtdvi 4.2.6).

Edellinen on yksinkertainen tiydellinen 5-solmuinen verkko ja jalkimmé&inen
nk. tiydellinen kaksijakoinen (complete bipartite) (3 + 3)-solmuinen verkko.

Itse asiassa ndmaé ovat olennaisesti ainoat aarelliset avaruusverkot:

Lause 5.2.11 (Kuratowskin lause). Adrellinen verkko on tasoverkko jos ja
vain jos se ei sisdlla yhtdan sellaista aliverkkoa, joka voidaan muuntaa Huo-
mautuksen 5.2.8 keinoin 1 ja 2 (ei 3) verkoksi, joka on isomorfinen Kuratows-
kin verkon K3 tai K33 kanssa.

Tehtava 5.2.12 Mitkd seuraavista verkoista ovat planaarisia?

KUVAT
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5.2.4 Kartan viritys

Olkoon G eriis valtioiden rajoja kuvaava tasokartta. Valtiot oletetaan yhte-
naisiksi alueiksi ja rajanaapuruus tarkoittaa, ettd valtioilla on yhteistd rajaa
enemmén kuin yksittédisten pisteiden verran.

Kartanviéritysongelma. Kuinka monta eri virid tarvitaan kartan
varittdmisessd, kun rajanaapureilla on oltava eri vérit, ts. mika
on kartan kromaattinen luku ~7

Probleema verkkoteorian kielella:

valtiot = solmut X = {xy, z9,...,2,},

rajanaapuruus merkitsee kaarta (z;,z;):

Montako vériad v riittad varitettiessd solmut niin, etteivat vierekkaiset ole
samanvarisia?

Aikojen myo6téd on esitetty lukuisa joukko osatuloksia tietyn tyyppisille ver-
koille seké yleisid tuloksia v < 6, v < 5.

On myos kauan tiedetty, ettd joillekin tasoverkoille v = 4.

Esimerkki 5.2.13 Montako varia tarvitaan oheisen kartan varittamiseen?

Ratkaisu. 3 virid ei riitd, silld sisemmén tdydellisen nelisolmuisen aliver-
kon virittdmiseen tarvitaan 4. Toisaalta 4 virilla tehtéva viritys onnistuu
helposti. Siis kromaattinen luku on 4.

Kuuluisan nelivdrivdittamdan todistukseen, joka perustuu oleellisesti tietoko-
neen kiyttoon, kului aikaa 4 vuotta ja yli 1200 tietokonetuntia.

Lause 5.2.14 (Appel ja Haken, 1976). Tasoverkon kromaattinen luku v < 4.
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Tehtdva 5.2.15 Maarita seuraavien verkkojen kromaattiset luvut:
Tehtdva 5.2.16 Mitkd Tehtdvien 5.2.15 ja 5.2.12 verkoista ovat Fulerin,
mitkd Hamiltonin verkkoja?



