Differentiaaliyhtilot, syksy 2001
Harjoitus 8 (viikolla 44, 30.10.-1.11)

Sopimuksemme mukaan I vilikoe on 2.11.2001 klo 8-10 salissa M1. Téhén ilmoittautuminen
tapahtuu demojen 7 yhteydessi tai sdhkopostilla. Muille koe on alkuperiisen ohjelman mu-
kaisesti 14.11.2001 klo 8-10 M1. Koealue: Luennot Lukuun 3.6 saakka (asiat demoissa 1-8).
Kaintopuolella kertaustehtavia.

Tiistaina 30.10. ei luentoa ole, keskiviikkona kertausta.

Viikolle 45 (5.-9.11.) ei kotilaskuja, mutta on tietokonedemot ke 12-14 M17 ja to 8-10 M18.

1. Todista Lause 3.4.2: Olkoot p ja ¢ vililla A jatkuvia funktioita. Jos y;, on yhtdlon

v+ o)y +q(x)y =r(z)

yksi ratkaisu vélilla A, on funktio y sen ratkaisu jos ja vain jos y on muotoa y = yr,+yg,
missd yy on homogeeniyhtilon y” + p(x)y + q(x)y = 0 ratkaisu kyseiselld, valilla.

2. Muodostavatko funktiot y;(x) := e* ja yo(x) := (z + 1)e* yhtdlon v’ — 2y +y =0
perusjirjestelméin?

3. Maarita kertaluvun pudotusta (Luku 3.6) kiyttéen differentiaaliyht&lon
22y’ —2y=0, x>0,
ratkaisut, kun tiedetdén, ettd yksi ratkaisu on y;(x) = 1/x.

4. a) Osoita, ettd homogeeniyhtalon y” +p(z)y’ +q(z)y = 0 lineaarisesti riippumattomilla
ratkaisuilla ei ole yhteisid nollakohtia (Apulause 3.5.10).

b) Voivatko funktiot 41, yo : R — R,
y1(z) = sin 2z, Yo(z) = cos 3z,
olla saman homogeeniyhtélon y” + p(z)y’ + q(x)y = 0 ratkaisuja?
5. Ovatko funktiot v, o,
yi1(x) ==z, yo(z) i= 2% — 1,
saman 2. kertaluvun lineaarisen homogeeniyhtilon ratkaisuja?

6. Osoita, ettd u(x) :=sin(1/z) on differentiaaliyhtalon
1/ 2 / 1
y+-y+—y=0
x x
ratkaisu positiivisella reaaliakselilla ja etsi tdydellinen ratkaisu.

7. Tarkastellaan yhtalod v’ + p(z)y + q(z)y = 0, p, ¢ € C(A). Osoita, ettd yhtalslla on
ratkaisu
a) y(x) = x, jos p(z) + zq(z) = 0 kaikilla x € A,
b) y(x) = €*, jos p(x) + ¢(x) + 1 = 0 kaikilla x € A.

8. Ratkaise tehtdvén [7] avulla differentiaaliyhtald

3 3
' ——y'+—5y=0, x>0
T T



Seuraavassa tehtivid kokeeseen harjoitteluun:

1. Ratkaise:

YHTALO RATKAISU (C,Cy,Cs € R)
a) ¥y —3y=6 y=Ce’® —2
b) ¢ + % =z y=Co+ 5a°
¢) xy — 2y = 23cosdx Y = ixz sin 4z + Cxz?
d) ¥ —5y=0, y(3)=4 y = 4e?3)
e) Y + gy =3z, y(0) =4 y=06—2e/"
f) -9 =0 y:(%x2—30)1/3
g) (' +D(x+1)y = +3y) Y +3y=Clz+1)7° C#0
h) ¢ —ze? =0 y=—In(—C — 32?)
i) 2oy +(1+2%)y =0, y(2) =3 Y=
j) x+siny+ (zeosy—2y)y =0, y(2) =7 Ltz +asiny—y? =2 —7?
k) yi = 2y + 4y Yy = —016_% —  deyet

Yo =~y — 3y Yo = e+ e
) o' =2%" y(1)=1, y(1) =0 y=(2"—4x+6)e®" —ex +1—2e¢
m) zy’+y =0 y=Ciln|z| + Cy
" N2 _ y = In|Cie” +e |+ 0y, Cp #0,

n) y'+(y)=1 {y:ix+02
o) v =W)»P+y y = arcsin (Cye”) + C
p) ¥ =2yy, y(0) =0, y(0) =1 y = tan(z +nm), n € Z

Y114 loppupuolella tee sopivat apusijoitukset ¢y’ = z. Ratkaisuparvet (oikeatkin) voivat
eri tavoilla saatuina ndyttda hyvinkin erilaisilta!

2. Mink& differentiaaliyhtéldiden ratkaisuparvia ovat
a) y(x) = Cy cos(2x) + Cysin(2x), C1,Cy € R?
b) y(z) = (Cy + Cox)e**, C1,Cy € R?
¢c)ylx)=x+Cilnz+Cy, Cp,Cy € R?

3. Ovatko funktiot y1, yo : |1,00[ — R,
yl(x) = (111 x)(lna:)’ yZ(I) — 21,1n(lnac)7

lineaarisesti riippuvat?

Vastaus: Ovat.

4. Oletetaan, ettd yhtalolla zy” — 2y’ +y = 0, x > 0, on ratkaisut y; ja ys, joille

y1(2) =1, 11(2) = 12(2) = 2 ja y5(2) = 3.

Maaritd funktio W, ,,. Ovatko y; ja yo yhtdlon perusjarjestelma?

Vastaus: Ovat, silld Wy, ,,(z) = —2? # 0 vililla R



