Differentiaaliyhtilot, syksy 2001
Harjoitus 14 (viikolla 50, torstaina 13.12. klo 10-12 salissa M3)

Keskiviikkona 5.12. ei ole luentoa, eikd myGskiin tiistaina 11.12. Viimeiset luennot
ovat siis tiistaina 4.12. ja keskiviikkona 12.12. Tarvitaanko kertausluento?

Viimeiset demot 14 ovat yhdessd ryhméssa torstaina 13.12. klo 10-12 salissa M3.

2. valikoe on 20.12., ja siihen tulee monisteen ja luentojen luvut 3.7-10, 4.2-10 ja 5.1-2.
Laplace-muunnoksia syventavét lisdluvut 4.8-4.10 jaetaan luennoilla.

Kokeessa pitdd olla mukana henkildyden todistava asiakirja (ajokortti tms.). Kokeessa saa
olla mukana kirjoitusvélineet ja laskin, tehtavapaperi sisidltdd Laplace-muunnostaulukon.

1. Muodosta Picardin iterointimenetelmalld perdkkiiset approksimaatiot yg, 1 ja yo al-
kuarvotehtavin

1
y'=—gry. y(0) =3,
ratkaisulle.
Vastaus: yo = 3, 1 = 3 — 322, yp = 3 — 32 + Ja.
2. Etsi myos tehtdvin 1 oikea ratkaisu ja piirrd kaikki samaan koordinaatistoon (esim.
valilld [-5,5]).
3. Toteuttaako funktio f, f(x,y) := 3z,/y, Lipschitz-ehdon muuttujan y suhteen
a) joukossa [—2,2] x [0, 1]7
b) joukossa [—2,2] x [1/2,1]?
c) joukossa [—2,2] x [1/2, 00[?

4. Osoita, ettd alkuarvotehtavalla

y=-y, y0)=3
on yksikésitteinen ratkaisu erdéssa pisteen 0 ymparistossa.

5. Miki on edellisessi tehtaviissi laajin véli |4, d], jolla kyseisen ratkaisun olemassaolo
on OY-lauseen 5.2.2 mukaan taattu?
Vihje: ota tarkasteluun (0, 3)-keskinen suorakulmio T ja pdéttele, kuinka suuri § voi
olla.

6. Muodosta Picardin iterointimenetelméilld perdkkiiset approksimaatiot (yx)ren alkuar-
votehtidvan

Y =-y, y0)=3

ratkaisulle ja selvitd niiden avulla oikea ratkaisu.

Kaintopuolella kertausharjoitustehtavia vastauksineen.



Kertausharjoitustehtivid vastauksineen

1. Ratkaise alku- tai reuna-arvotehtavéit
a) 2’ —8x' + 162 =0, z(0) =1, z(1) = -2,
b) y" + 8y + 25y =0, y(0) = y'(0) = 1,
c) 22" =52 +22=0, 2(0) =1, 2/(0) = —1.
Vastaukset (laskettu Maplella):
x(t) = exp(4t) — (exp(4) + 2) t exp(4t)/ exp(4)
y(t) = exp(—4t) cos(3t) + 5/3 exp(—4t) sin(3t)
z(t) = —exp(2t) + 2exp(1/21)

2. Ratkaise

6355

y' =6y 9y =5

Vastaus: y = (c; + cox)e®® — (1 + In|z|)e®®, ¢, ¢ € R.
3. Ratkaise differentiaaliyhtilo

25
y//+5y/+zyzx2.

5 5
. _ —2x —2z 4 .2 32 96
Vastaus: y(v) = cie™ 2% + cpwe 2" + 2 0° — 75 T + 55, €1, &2 € R.

4. Onko funktiojoukko {z? + sinz, z? — sinx, z? — 1,2 + z} lineaarisesti riippuva?

Vastaus: Ei. Nahddan méadritelmén avulla tai Wronskin determinantilla (sen arvo esi-
merkiksi nollassa = —4).

5. Todenna, ettid funktio y;, y1(z) := z, on erds yhtdlon
(2% sinx)y” — (3 sinz + 2% cos 7)y” + (62 sin v +22° cos )y’ — (6sinz + 2z cos x)y = 0
ratkaisu ja ratkaise yhtilo.
Vastaus: y(x) = c1x + cox® + cswsinz, ¢; € R.

6. Mitkd ovat sen alinta mahdollista kertalukua olevan lineaarisen homogeenisen vakio-

kertoimisen differentiaaliyhtiléon muut ratkaisut, jolla on ainakin ratkaisut ze 3* ja

xsin x cos x?

Vastaus: y(z) = c1e73% 4 coxe 3% + ¢y 8in 22 + ¢4 sin 22 + ¢5 cos 22 + cgx cos 2, ¢; € R.

7. Ratkaise yhtalo
y® — 6y™ — 8y" + 48y" + 16y’ — 96y = 0.

Vastaus: y(x) = 1€ + coxe®® + e3¢ + cuze™ + ¢5e%%, ¢; € R.

8. Ratkaise Laplace-muunnosten avulla alkuarvotehtiva

Vastaus: y(z) = cosh .



