1.5 Moivre’n kaava.
Olkoon z = r(cos ¢ + isin ). Silloin
2" =1r"(cosnp + isinny).
Jos valitaan r = 1, jolloin z = cos ¢ + isin ¢, saadaan ns. Moivre n kaava
(cos +ising)" = cosny + isinnp.

Tamé on kétevd moninkertaisten kulmien sinien ja kosinien laskemiseen. Va-

litaan esim. n = 5.

Kuva 8: Pascalin kolmio

(cos p+i sin )° = cos” p+5i cos? psin p—10 cos® ¢ sin? p—10i cos? ¢ sin® 45 cos @ sin? p+i sin® .
Néin ollen

cosby = Re (cosp +ising)?
= cos’ ¢ — 10 cos® psin® ¢ 4 5 cos psin?

sin5p = Im (cosp +ising)®
= sin® ¢ — 10 cos? ¢ sin® ¢ + 5 cos* ¢ sin .

Naitéd voidaan vield muokata eri muotoihin. Sijoitetaan esimerkiksi ensimmaéiseen
sin ¢ =1 —cos? o :

cosbp = cos’p — 10cos® (1 — cos? p) + 5cos (1 — cos? p)?
= cos’ ¢ — 10cos® ¢ 4+ 10 cos® ¢ + 5 cos (1 — 2 cos? ¢ + cos® )
= 16cos’ p — 20 cos® ¢ + 5 cos .
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Vastaavasti
cos3p = Re (cosp +isingp)?
= Re (cos® p + 3icos® psin g — 3 cospsin® p — isin® )
cos® ¢ — 3cos psin® ¢
= cos® ¢ — 3cosp(l — cos? p)
= 4cos® o — 3cos .

Tasta seuraa esimerkiksi kaava

cos® p = = cos 3p + 7 o8¢

4
Unohtuneet kaavat on helppo johtaa:
Koska
cos2p +isin2p = (cos + isinp)?
= cos? p + 2isin g cosp — sin® ¢
on

cos2p = cos?p —sin® o,
sin2¢ = 2sinpcos .
1.6 Eulerin kaava.
Jos x € R, niin
2?2 3 a2t
e’ = 1+$+§+§+Z+"‘

cosr = 1l——+———+4---

sinr = v — v+ —— 5+

Toisaalta



Sijoitetaan e”:n sarjakehitelméin x = 1. Silloin

2 3 4 5 6 7
; . ¥ ¥ ¥ P ¥ ¥
wp _rr _ _ T LA A -
e S T IR TR T L T
= cosp +isin g,

joten olemme saaneet ns. Fulerin kaavan
€' = cos p + i sin .
Tédmén perusteella kompleksiluvuilla z, arg z = ¢, |z| = r, on esitys
2 = re'
Moivren kaava saa muodon

(eigo)n _ eintp.

1.7 Esimerkkeja.

1. Laske (1 +41/3)% Moivren kaavan avulla. Kuvan 9 perusteella on

i\/g‘.,,l,‘iil/_:2ei%

(14 iv/3)0 = 20¢'F = 20¢2™ = 64.

2. Ratkaise yht#lo 22 = 1.
Merkitééin z = re#. Silloin 23 = r3¢3%. Koska |e¥?]| = 1, on

2] = Ple|=rP=1er=1
P=1 & r=1ljae®=1="""n=0,+1,42,....

2
2=1 & gpzngﬂ,nzo,il,jﬁ,....
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Kuva 10: Yhtalon 23 = 1 ratkaisut

“I%

1
z1 = co0s120° +isin120° = —3 + i—

2= Aoy iy
Tarkastus:
1 3 1 1 3 1 3 3
zlz(——ﬂ’\/——)?’ = ——+3z’—-£+3—'——i(£)3
2 2 8 4 2 2 4 2
9 1
— ———:1
8 8

n=@)° = (@)=1=1
Yleisesti ottaen binomiyhtélén
Z"=1

juuret ovat yksikkdympyrén kehélld. Ne sijaitsevat sddnnéllisen n-kulmion
kérjissd, jonka yksi kérki on pisteessa 1.
3. Ratkaise yht#lo 2* = 1.
Piirretdan yksikkéympyra ja sen sisdédn nelio, jonka yksi kérki on pisteessé
z=1.

Juuret ovat nelion kérjissa:

2’1:1
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Kuva 11: Yhtélon 2% = 1 ratkaisut

zZ9 = 1
zZ3 = -1
Z4 = —1.
4. Laske e'™.
e =cosw+isinm = —1.

1.8 Binomiyhtilo
Yleiselld binomiyhtilolla tarkoitetaan yhtaloa

missd z on tuntematon ja w annettu kompleksiluku. Edellé késiteltiin muotoa
2" =1 (1)

olevia erikoistapauksia. Jos merkitiin z = re’, saadaan (1) muotoon

n,ing __ r =1
re 1@{71@ = k2m.

Yhtalon (1) juuret ovat siis

)r =1
T e =kE k=0,41,42, -
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Kun k£ = 0, saadaan triviaali juuri zy = 1.
Kun k£ = 1, saadaan niin sanottu n:s yksikkdojuuri
2n 27 27

z1 =e€e'n = cos— + isin —,
n n

jolle kiytetddn merkintéda ¢,. Koska

. 2m
ek:ezkn

n = Zk,

voidaan muut (1) juuret esittdé e,:n potensseina, ja kaikki e,:n potenssit
ovat (1):n juuria.

Yhtalolla (1) on tdsmélleen niin monta juurta kuin €,,:114 on eri potenssia.
Nama ovat

e =1
o En
H
n—1
E:’I’L
silla
n in2r 27
g, = €'n =" =1
etl = ¢,
elt? = &2 jne.

(Kun lasketaan luvuilla €,”, joiden moduli =1, on kertolasku pelkkiii argu-
menttien yhteenlaskua.)
Binomiyhtalolla (1) on tdsmaélleen n kpl eri juurta. Namai sijaitsevat komplek-
sitasossa sen sdannollisen n-kulmion kérjissd, jonka yksi kérki on pisteessé
z = 1 ja keskipiste on origossa (Kuva 12).

Esimerkki. Olkoon a yhtélon

l+2422+2+2'=0 (2)

juuri. Osoita, ettd my6s a? on yhtdlén juuri.
Ratkaisu: Koska

1-2"=(1-2)1+2z+72"+2°+2%
ja z =1 ei ole (2):n juuri, on

l+z+2+282 4+ =02 =1,24#1.
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Kuva 12: Yhtélon 28 = 1 ratkaisut

by
€s
2
€
5 =1
0
s N
1 1 T
3
€5 f
€5

Kuva 13: Yhtalon z° = 1 ratkaisut

Niin ollen a = ¥ jollakin k = 1,2, 3, 4.

Tallsin a? # 1. Toisaalta a®> = 2* on yhtélén 2° = 1 juuri. Siis a?

on
(2):n juuri.

Sama tehtéva ei onnistu, jos astelukua nostetaan yhdella:

(M4+z4+2+22 422+ 25)1—2)=1-25
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a = —1on yhtdlén 1 + z + 22 + 23 + 2% + 25 = 0 juuri, mutta a® = 1 ei ole.
Siirrymme nyt yleiseen binomiyht&loon

2" =w = pe'?, W > 0. (3)

Sijoituksella z = re'¥ saadaan

Tn

nine ) 1%
e r é{mp =Y +k2m, k=0,£1,£2,....

Yhtalolld (3) on juuret

3

’r‘ pr—

Merkitaan .
2o = {/pe'n.

Silloin muut juuret ovat

Z1 20En
Z9 = Zoé’fi
Zno1 = 2pe" !
Juuret 2, ..., 2,1 sijaitsevat sen sdannollisen n-kulmion kérjissé, jonka yksi
kérki on pisteessé zp ja keskipiste on origossa (kuva 14).
Esimerkki. Yhtilon z* = —1 = ¢™ juuret ovat (kuva 15)
ir_ V2 N V2
zp=¢€'"4=—+i—
’ 2 2
V2 V2
2 = ——— i
2 2
V2 V2
29 = —— —i—
2 2
V2 V2
23 = — —i—
2 2
eli 2o = —Zp, 23 = Z_Oa ja 2 = _Z_O
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22 ’Zl

20

3

Kuva 14: Yleisen binomiyhtélén juuret

Yy
zl/ 20
1 1 x
22 Z3

Kuva 15: Yhtélon 2* = —1 juuret
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