Sisallosta

Lukuteorian kurssi on ensisijaisesti tarkoitettu opettajalinjan maisterikurssiksi. Tama nakyy
mm. siten, etta perinteisesti lukuteoriaan kuuluvan materiaalin lisdksi kurssi sisaltaéa jonkin ver-
ran sellaista lukuihin liittyvaa asiaa, jonka voi toivoa kuuluvan matematiikan opettajan yleis-
sivistykseen, mutta jota ei ole kasitelty muilla kursseilla. Toisaalta kurssin sisaltdman teorian
maara on verrattain vahainen; samoja perustyokaluja sovelletaan useassa eri yhteydessa. Tavoit-
teena on se, etta ainakin nama perustyodkalut (jotka tulevat osin vastaan myos lukion lukuteorian
kursseilla) opittaisiin hallitsemaan kunnolla.

Kurssi kady hyvin myds sovelletun matematiikan opiskelijoille johtuen siita, ettd monet mate-
matiikan sovellutukset perustuvat lukuteoriaan ja moniin sovellutuksiin paastaan kasiksi ns. al-
keellisella lukuteorialla. Kurssilla k&sitelladn myds kaytannon sovellutuksia, joista tiedonsalaus
lienee tata nykya keskeisin.

Kurssille voi osallistua vaikkei olisi kdynytkaan algebran kurssia. Algebran kurssin kayneil-
le alkuosa sisaltaa jonkin verran kertausta, koska jaollisuuden perusominaisuudet keskeisena
tyokaluna on hyva kasitella alkeista lahtien huolella.

Oppimateriaali

Jokseenkin kaikki kurssilla kasiteltavat asiat 10ytyvat kirjd@tsen: Elementary number theory
and it's applicationsKuitenkaan Rosenin kirjaa ei seurata systemaattisesti.

1 Lukujarjestelmat

1.1 Jakoyhtalo

Sovitaan merkinnoista

N={1,2,...} (luonnolliset luvut),
Z={---—2,-1,0,1,2,...} (kokonaisluvut),
Z,={0,1,2,...} (positiiviset kokonaisluvut),

R = reaaliluvut.

Pidamme kokonaislukujen algebralliset "perusominaisuudet"tunnettuna. Erityisesti seuraavat
kaksi lemmaa oletetaan tunnetuksi.

Lemma 1.1.1 Jokaisessa epatyhjassé ei-negatiivisten kokonaislukujen osajoukossa on pienin
luku.

Lause 1.1.2 (Jakoyhtéalo)Olkoota,b € Z, b # 0. Talldin on olemassa yksikasitteisesti maa-
ratyt luvutg, » € Z siten, etta

a=bg+r ja 0<r<|b.



Nimityksid Lauseessa.l.2a onjaettava b jakaja, ¢ kokonaisosga r onjakojaannos

Esimerkki 1.1.3 (a) Olkoona € Z. Jakoyhtdlon mukaam on muotoas = 2q¢ tai muotoa
a = 2q + 1, missdg € Z. Ensimmaisessa tapaukseasan parillinen ja toisessa tapauksessa
on pariton.

(b) Osoitetaan, etta parittoman luvun nelié on aina muétoa 1, k € Z?

Tapa 1: Jos: on pariton,n = 2k + 1 jollekin k& € Z. N&in ollenn? = 4k%* + 4k +1 =
4(k(k + 1)) + 1. Riitt4a siis osoittaa, etté(k + 1) on aina parillinen. Tama on selva, josn
muotoak = 2k’. Jos taag = 2k’ + 1, niin

k(k+1)= (2K + 1)(2K' +2) = 2"

jollekin £ € Z.

Tapa 2: Lukun on muotoadk + r, missér = 0, 1, 2, 3. Koskan on pariton, valttAmatta = 1
tair = 3. Josr = 1, saadaan

(4k + 1) = 16k* + 8k + 1 = 8(2k* + k) + 1.
Jos taag = 3, saadaan
(4k + 3)* = 16k* + 24k + 9 = 8(2k* + 3k + 1) + 1.
Todetaan, ettd tulos on kummassakin tapauksessa vaadittavaa muotoa.
Maaritelmé 1.1.4 Luku a € Z on luvunb € Z tekijajosb = ak jollakin k € Z.
Josa onb:n tekija, merkitaam | b. Josa ei oleb:n tekija, merkitaam 1 b.

Huomautus 1.1.50lkoona | b. Josb # 0, niin |a| < |b|. Nimittéin b = «k jollakin k& € Z,
joten
b = [ak| = [al|k[ = |al,

silla |k| > 1 kaikilla k € Z \ {0}.

Lause 1.1.60lkoond > 1 kokonaisluku ja olkoonV € N. Tall6in on olemassa yksikasitteiset
luvutm € Z, jaa; € Z siten, ettéu,, # 0,

N = apb™ + a4 8™+ 4 arb + ag
ja0 < a; <b-—1lkaikila:=0,1,...,m.
Lauseessa.1.6lukuab sanotaarkantaluvuksja merkitaan lyhyesti
N = (Amm—1 ... 0100)p = AmGm—1 - - - G100y
Josb = 10 jatetaan sulut seka kantaluku pois eli merkitaan vain

N = a1 - . . 100.



Huomautus

e Kullekin luvulle 0,...,b — 1 on ensin sovittu oma symbolimerkinta, esimerkiksi 10-
jarjestelma perustuu arabeilta perittyihin symboleihin 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

e Kymmenijarjestelma levisi arabeilta Eurooppaan 1200-luvulta Iahtien mm. Fibonaccin Li-
ber Abacin ansiosta (liite).

e Babylonialaiset kayttivat 60-jarjestelmaa, mayat 20-jarjestelmaa.

Esimerkki Ennen todistusta tarkastellaan lukua 103 3- ja 8-jarjestelmissa. Soveltamalla toistu-
vasti jakoyhtéaloa saadaan

103=8-12+7=8(8-1+4)+7=1-8+4-8+7-8" = (147)s
ja
103 = 3-34+1=33-11+1)+1=11-32+3+3°

= (3-3+2)-32+3+3°
= 3'+2-32+3+3° = (10211)s.

Todistus. Olemassaaldakoyhtalon nojalla
N:qob+a0, Ogaogb—l.

Tasséy, > 0. Jos nimittaing, < 0, niin NV < 0, ristiriita. Josgy = 0 eli0 < N < b — 1, esitys
patee (talloinV = a,). Jos taag, > 0, jaetaany, kantaluvullab ja saadaan

QOZle+ala 0<a; <b-—1.

Tassd) < ¢; < qp. Jatkamalla samaan tapaan l0ydetaan aidosti laskevasti ei-negatiiviset luvut
90,41, - - -, qm = 0 Siten, etta

¢i-1=qb+a0 ja 0<a; <b-1
kaikilla = 1,...,m. Sijoittamalla saadaan

N = qb+ag=(qb+a)b+ag= qb* +aib+ ag = (qb+ az)b* + a1b + ag
= @b+ ab® +abtag=- = qu b+ an_ V" 4+ +ab+ag
= apb™ + -+ a1b + ay,

silld ¢o—1 = gmb + ay, = apy,.

Yksikasitteisyyletetaan, etta luvullady on kaksi vaadittua muotoa olevaa esitysta el

D™ + gy O™ b Fag = N = cpb" 4 e 0 o+ b+ o,



missd) < a; <b—1,0<¢; <b—1,a,, # 0jac, # 0. Voidaan olettaa, etté > n. Merkitd&n
¢ = 0kunn +1 < i < m. Vahentdmalla esitykset puolittain toisistaan ja merkitsemalla
d; := a; — ¢; Saadaan

dnb™ 4+ dpy 8™+ dib+ dy = 0.

Oletetaan vastoin vaitetta, etté esitykset eivat ole samat. Tallgi0 jollekini =0,...,mja
|0ydetaan pienin luku
j:=min{i=0,...,m|d; #0}.

Siis ‘
dpnd™ + dpy 1 b+ di = 0.
Ratkaisemalla tasid saadaan, ettd; = kb jollekin & € Z. Nain ollenb | d;. Toisaalta
—b< —¢; <dj=a; —c; <b,

jotenk = 0 jad; = 0 (Huomautudl.1.5. Siis antiteesi johtaa ristiriitaan eli vaite pateel]

Esimerkki 1.1.7 (a) Tietokoneet kayttavat kantalukuina 2:n potensseja, esim. luvut 2, Bi-16.
naarijarjestelmass&antalukuna ore. Heksadesimaalijarjestelmassdi 16-jarjestelméassa lu-

vuille 0,1, ..., 15 kaytetaan symboleja, 1,...,9, A, B,C, D, E, F (vastaavassa jarjestykses-

sd). Heksadesimaaliluvut saadaan muunnetuksi 10-jarjestelméaén yksinkertaisesti kirjoittamalla

A35B0F s =10-16° +3-16*+5-16>+11-6%24+0- 16 + 15 = 10705679.

Samaan tapaan voidaan yleisesti suorittaa muubigngestelmasta 10-jarjestelmaan.

(b) 10-jarjestelman lukwW muunnetaan-jarjestelmaan Lausednl.6todistuksen mukaisesti:
e jaetaanV luvullab eli kirjoitetaan yhtaloN = bqy + aq,
e saatu kokonaisosp jaetaan edelleetlla eli kirjoitetaang, = bq; + ayo,

e jatketaan tdhan tapaan kunnes saadaan kokonaisggsaksi.
Talldin N = (amam—1 - .- a1ap),. K&ytdnnodssa kannattaa kirjoittaa jakoyhtalot alekkain ja poi-

mia kertoimeta; jakojadnnoksista alhaalta ylospéin. Esimerkiksi luvun 143 bin&éariesitys saa-
daan kirjoittamalla

143 =2-71+1

71 =2-35+1
3 =2-17+1
17 =2-8+1
8§ =2-440
4 =2-240
2 =2-140
1 =2-0+1



ja poimimalla kertoimet;;. Siisqg; = 0 jaa; = 1 eli 143 = 100011115.

(c) Tietokoneiden kannalta on katevaa se, ettd muunnokset bindarijarjestelmasta jarjestelmaan
jonka kantaluku or2?, ovat helposti toteutettavissa. Esimerkiksi

1111011, = 26 4 2° + 28 + 23 + 28 + 20 = 2N (1 + 2+ 4) + (21)°(1 + 2 + 8) = TBys.

Vastaavalla tavalla onnistuvat muunnokset mink& hyvansa jarjestelmien valilla, joiden kantalu-
vut ovatb jab’, b > 1.

2 Kokonaislukujen jaollisuus

2.1 Suurin yhteinen tekija
Josa | b, sanomme myo6s ettéon jaollinen luvulla a.
Lemma2.1.1 (i) Josa|bjac|d, niinac|bd.
(i) Ehdota |bjab|a ovat voimassa jos ja vain jas= b taia = —b.
(iii) Josa|b; kaikillai =1,...,n, niin
a|bicy + ...+ buey
kaikilec; € Z,i=1,...,n.

Todistus. (i) ja (iii) harjoitustehtava.

Todistetaan (ii): Oletetaan, ettd b ja b|a. Talldin on olemassa luvut,, k; € Z siten, etta
b = kia jaa = kyb. Erityisestia = 0 jos ja vain josh = 0. Voidaan siis olettaa # 0, b # 0,
jolloin my6sk; # 0, ko # 0. Kirjoittamalla

ab = (k?gb)(k’la) = (k?lkig)(ab)7

ja supistamalla saadad&nk, = 1. TAmé& on mahdollista vain silloin kuky, = k, = 1 tai
k1 = ko = —1. Siisa = b taia = —b. K&&nteinen implikaatio on ilmeinen. [

Maaritelméa 2.1.2 Lukujenay,...,a, € Z, joista ainakin yksi on nollasta eroav&jurin yh-
teinen tekijasyt(ay, . . ., a,) on luku

Syt(al,...,an):max{kGN: k|a; kaikillaizl,...,n}

Huomautus Erityisesti
syt(ay, ..., a,) < la;l,

josa;, # 0. Nollan mukana ololla ei ole vaikutusta suurimpaan yhteiseen tekijaén. N&in on sen
vuoksi, etté | 0 kaikilla a € Z.



Esimerkki Lukujen12 ja 30 suurin yhteinen tekija ofi. Tama perustellaan Euklideen algorit-
milla tai kirjoittamalla kanoniset esitykset

12=2%.3, 30=2-3-5.
(perustelu my6hemmin). Luvukvoi kirjoittaa lukujen12 ja 30 lineaarikombinaationa. Esimer-

kiksi
6 =12-(—2) +30-1 tai 6 = 12-8 + 30-(—3).

Lineaarikombinaatioesitys ei ole yksikasitteinen.

Lause 2.1.30lkootay, . .. a, € Z siten, ettéu;, # 0 jollekinig € {1,...,n }. Talloin

syt(ay, ...a,) = min (Nﬁ {wlal +...+zpa, T € Z}) )

Todistus. Olkoon

x; € Z}

=1

Talloin A # 0, silla |a;,| € A. Lemmanl.1.1nojalla A siséltédd pienimmén alkioth = min A.
Koskad € A, on olemassa; € Z siten, etta

d= Xn:xiai.
=1
Jakoyhtalon mukaan l6ydetagnr; € Z siten, etta
a; =dg; +r;, 0<r;<d, 1=1,...,n.
Nyt

n
r; =a; —dg; = a; — <inai)%a
i=1

joten jakojaannokset; ovat lukujena; lineaarikombinaatioita. Koska < r; < d jad on A:n

pienin luku, on valttdmattd; = 0 kaikilla i = 1,...,n. Siisd on erads lukujenu, ..., a,
yhteisista tekijoistéd. Olkoon € N mielivaltainen lukujeruy, . . ., a,, yhteinen tekija, tsc | a;
kaikilla: = 1,...,n. Lemmar2.1.1(iii) mukaanc | d, josta seuraa < d (Huomautusl.1.5).
O

Seuraus 2.1.40lkootay, . .. a, € Z siten, ettéu,, # 0 jollekiniy € {1,...,n }. Talldin
syt(ay,...,a,) =1
jos ja vain jos .
inai =1
=1

joillekin z; € Z,i=1,... n.



Todistus. Implikaatio vasemmalta oikealle siséltyy Lauseézi.3 vaitteeseen. Jos kaantaen
S zia; = Ljoillekin z; € Z, niin1 € NN {za; + ... + 2,0, : z; € Z} ja Lauseel2.1.3
mukaan

1 = min (N N {xlal + ...tz T € Z}) = syt(ay,...ay,).

[
Esimerkki 2.1.5 (a) Josn € N, niin sytn,n + 1) = 1. Nimittain
l=n+1-n=1-(n+1)+(-1) n,

joten vaite patee Seurauks2ni.4nojalla.
(b) Kuinka vaite perustellaan jakoyhtalén avulla?
Antiteesi: On olemassa > 1 siten, ettén = ak jan + 1 = ok’ joillekin k, k' € IN. Tallgin

n+1=ak+1=ak.

Tama on ristiriidassa jakoyhtalon yksikasitteisyysvaitteen kanssa, silla jaettaessa tuku
luvulla a on saatu kaksi erilaista jakojaannosta 0 ja 1.

Euklideen algoritmi

Kahden luonnollisen luvun suurin yhteinen tekija voidaan mé&arata Euklideen algoritmilla seu-
raavasti:

Esimerkki

123 = 781445
78 = 451+ 33
45 = 33-1+12

33 = 122+9
12 = 91+3
9 = 33

Siis sy(78,123) = 3.

Kun Euklideen algoritmissa edetaan alhaalta ylospain, saadaasyt(78, 123) esitettya luku-
jen 78 ja 123 lineaarikombinaationa kirjoittamalla

3 = 12-9=12—(33—2-12) =312 — 33 = 3(45—33) — 33 = 3-45 — 4.33
= 345 — 4(78—45) = 7-45 — 4-78 = 7(123—78) — 4-78 = 7:123 — 11.78.

On olemassa myds laskennallisesti tehokkaampia tapoja maarata lineaarikombinaatio, ks. esi-
merkiksi Rosen: Elementary number theory, s. 85.

Esimerkki 2.1.6 Euklideen algoritmi perustuu seuraavaan apuhavaintoori, 3os € N, niin
syt(bc + a, b) = syf(a,b). (1)
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Tata varten riittaa nayttaa, etta joukoille
Ay = {keZ: k|(bc+a)jak]|b},
Ay = {k€eZ: klajak|b},
pateed; = Ay. Josk € Ao, niin k| a jak |b. Lemmari2.1.1(iii) nojalla k | bc + a. Siisk € A,

eli on todettu, ettdd, C A;. Tallbin patee sybe + a,b) > syt(a, b). Kédanteinen epayhtalo
paatellaan vastaavasti Lemmiad.lavulla (harjoitustehtava).

Lause 2.1.7 (Eukleideen algoritmi)Olkoota > b > 0 siten, ettéd { a. Merkitdé&na = ry,
b = ry, Ja kirjoitetaan jakoyhtalt

ro = T+ 719, 0 <1y <1y,

ri = Toqs+13, 013 <1y,
T'n—2 = Tp-14n + T'n, 0< Tn < Tn—1,
Thne1 = TnQn+1+0.

Talloin r,, = syt(a, b) eli syt(a, b) on viimeinen nollasta eroava jakojaédnnds algoritmissa.
Todistus. Algoritmissa saadaan aidosti pieneneva jono jakojaannaoksiér; > o > ... > 0,
joten jossakin vaiheessa saadaan, = 0.
Josb t a, niin Esimerkin2.1.6yhtélon (L) toistuva soveltaminen osoittaa, etta
SYt(a,b) = syt(ro,r1) = SYrigs +ra,r1) = Syt(ri,r2)
= SYUryqy +13,72) = SYl(ry, 73)

= Syt(Tn,l, Tn) = Syt(ann+1,Tn) = Tn-
O

2.2 Fibonaccin luvut
Tarkastellaan seuraavaksi sita, kuinka monta yhtal6ad Euklideen algoritmi vaatii. TAma tieto
tarvitaan sen arviointiin kuinka paljon tietokoneaikaa algoritmin suorittaminen vaatii.
Fibonaccin lukujond f,,) maaritellaan rekursiivisesti asettamalla

fi=f=1ja foo=fi+f. kakillan € N.
Siis jonon alkupdan luvut ovadt 1,2, 3, 5,8, 13,21, 34, . . ..

Kultainen luku Kultaisella luvulla (kultaisella suhteella) tarkoitetaan yhtalon
oA=a+1

positiivista ratkaisua

1++5
7
Kultaisella luvulla on monenlaisia yhteyksi& Fibonaccin lukujonoon. Esimerkiksi patee:
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Lemma 2.2.1 Fibonaccin luvuille

fn > Oéan

kaikilla n > 3.
Todistus. Induktiotodistus (harjoitustehtava). [

Huomautus 2.2.2 Voidaan my0@s osoittaa, etta

1m =

n—oo n

On helppo todeta, ett@ on ainoa mahdollinen raja-arvo: Jos oletetaan, ettalim,, .., f'}:l
on olemassa, niin kirjoittamalla
fn—l 1

fn+1 _ fn+fn—1 _ —

ja ottamalla raja-arvot puolittain, saadaan

1
r=1+- eli 22=x+1.
T

Tassa on helppo néhda, ettd< = < 2. Nain ollen ratkaisu o = «, silla toinen ratkaisu
0= %5 on negatiivinen. Raja-arvon olemassaolo ei ole kuitenkaan triviaalia!

Binet’'n kaavana tunnettu tulos sanoo, etta

1 n n
n=—F4= " — .
f \/3( ")
Fibonaccin luvuilla (ja niiden yleistyksilla Lucas-luvuilla) on runsaasti mielenkiintoisia ana-
lyyttisia ja lukuteoreettisia ominaisuuksia.

Lause 2.2.3 (Lame’n lause)Olkoota > b > 0. Tallgin luvun syta,b) maaradminen Eukli-
deen algoritmilla vaatii korkeintaab¥: jakoyhtalod, miss& on desimaalien lukumé&éara koko-
naisluvunb 10-jarjestelmaesityksessa.

Todistus. Olkootrq = a, ry = b. Euklideen algoritmin suorittaminen vaatii jakoyhtélot

ro = Tiq2+12, 071y <7y,

ri = ragq3+r3, 0<1r3< 1y,
T'n—2 = Tp-14n + T'n, 0< T < Tp_1,
Tn-1 = TpQn+1 +0.

Siis tarvittavia yhtal6itd om kappaletta. Havaitaan, ettéa kertoimillepatee yleisesty; > 1 ja
erityisestig,, 1 > 2. Jos nimittéing; < 0 jollekini =1,...,n — 1, niin

Tig = Ti—1q; +1; <14,



mika on ristiriita sen kanssa, etta jakojaannokset muodostavat aidosti laskevan jonon. Samoin,
jos ¢,+1 < 1, niin tapauksessg, 1 = 1 paadytaan ristiriitaan, _; = r,q,.1 = r, ja tapauk-
sessay, 1 < 0 paadytaan ristiriitaan, ; = r,q,+1 < 0.

Né&in ollen
1 - f27

2rn > 2f2:f37
Tne1+ 70 > f3+ fo= fa,

ﬁ
i
IV IV IV

T3+ T4 Z fn—1+fn—2 :fna
b = m>ro+rs > fot fooi = fagr-

T2

Siisb > f,41. Lemman2.2.1mukaanf,.; > o™ !, joten yhdistamalla epayhtalot saadaan
b > o', Koskalog,, a > £, paadytaan arvioon

n—1

ottamallalog,, puolittain. Siisn — 1 < 5log;, b. Lopuksi, jos luvullab on k& desimaaliyksikkoa,

niin b < 10*, ja siis

Siisn — 1 < 5k, jotenn < 5k. O

Jo Lame’n lauseesta voi paatella, ettd Euklideen algoritmi on varsin nopea suorittaa tietokoneel-
la. Siita on my6s olemassa parannettuja nopeampia versioita.

Huomautus 2.2.4 Useamman luvun suurin yhteinen tekija voidaan maarata Euklideen algorit-
min ja rekursiokaavan

Syt<a17 s 7an) = 51/75(@17 sy An_2, Syt(an—la an)) (2)

avulla.

2.3 Alkuluvut ja tekijdihin jako

Maaritelmé 2.3.1 Luku a > 1 onalkuluky jos silla on vain triviaalit tekijat-1 ja +a. Lukua
a > 1 sanotaaryhdistetyksijos a ei ole alkuluku.

Seuraava yksinkertainen jaollisuuslemma on keskeinen.
Lemma 2.3.2 (Eukleideen lemma)Josa | be ja syl(a,b) = 1, niina | c.

Todistus.Koska syta, b) = 1, on olemassa kokonaisluvuta v, joille au + bv = 1. Kun tama
yhtélo kerrotaan luvulla, saadaamau + cbv = c. Koskaa | be, onbe = ra jollekin r € Z ja
siten

c = cau + cbv = cau + (ra)v = a(cu + rv).

Siisale. O
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Lemma 2.3.3 Luonnollinen lukup > 2 on alkuluku jos ja vain jos kaikillas,b € N patee
implikaatio
plab = pla tai p|b. (3)

Todistus.Oletetaan ensin, ettgon alkuluku. Olkoota, b € N sellaisia, ettd | ab. Koskap
on alkuluku, on joko syp,a) = 1 tai sytp,a) = p. Jos sytp,a) = p, niin p|a. Jos taas
syt(p,a) = 1, saadaan Lemméah3.2mukaarp | b.

Oletetaan k&antaen, etta implikaaid) patee kaikillaa, b € N.

Antiteesi:p ei ole alkuluku. Antiteesin seurauksena luvyllan esitysp = st, missal < s < p
jal <t < p. Koskap | st, niin implikaation B) mukaanp | s tai p | ¢t. Talloinp < staip < t,
mika on ristiriita. [

Huomautus Olennaista on, etta alkuluvun tapauksessa implika&)ipdtee kaikillaa, b € N.
Esimerkiksi, josp = 4, a = 8, b = 3, niin p|ab jap]|a, joten implikaatio patee valituille, b
vaikkap = 4 ei ole alkuluku. Kuitenkin esimerkiksi ehdostd 60 ei seuraaetta4 | 6 tai 4| 10.

Seuraus 2.3.4Josp on alkuluku jaas, . . ., a, € N siten, ettép | ajas - - - a,, niin p| a; jollakin
1=1,...,n.

Todistus. Induktiolla (harjoitustehtava). [

Lause 2.3.5 (Aritmetiikan peruslause)Jokainen luonnollinen luku > 2 on esitettavissa jar-
jestetysta vaille yksikasitteisella tavalla tulona

n=pi'py’ -y, (4)

missép;:t ovat eri alkulukuja jai; € N.

Todistus. Olemassaolo: Olkoos niiden luonnollisten lukujen joukko, jotka eivét ole alkulu-
kujen tuloja. Osoitetaan, etfion tyhja joukko.

Antiteesi:S on epéatyhja. Talldin joukossaon pienin alkion. Koskam € S, m eiole alkuluku,
jotenm = abjoillekin 1 < a <mjal <b< m.Silloina ¢ Sjab¢ S, koskam on joukonS
pienin alkio. Nain oller: ja b ovat esitettavissa alkulukujen tuloina. Mutta talloin myds= ab
on alkulukujen tulo, mik& on ristiriita. SiiS on tyhj& joukko.

Yksikasitteisyys: Antiteesi: On olemassa luonnollisia lukuja, joilla on kaksi erilaista alkuteki-
jaesitysta. Olkoomn pienin tallainen luku. Siis

prps - pt =m =g gy gl (5)

missa vasemman- ja oikeanpuoleiset esitykset ovat eritpNy£' ¢5 - - - ¢, joten Seurauksen
2.3.4nojallap, | ¢; jollekin i = 1,2,...,s. Nain olleng; = kp, jollekin £ € N. Muttap, ja
q; ovat alkulukuja, joten valttdméatta = 1 ja siisp; = ¢;. Jaetaan esityd) luvulla p; = ¢,
jolloin

! m a1—1_asz ar —1

m::_:p p pr _qal...q?i
D 1 2 1
Nyt m’ on luku, jolle yllaolevat kaksi alkutekijaesitysta ovat erilaiset (jos nain ei olisi, myos lu-
vunm esitykset olisivat samanlaiset). Koské < m, on paadytty ristiriitaan luvum valinnan

kanssa. O

a
...qss'
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Esitysta @) kutsutaan luvum kanoniseksi esitykseklsii alkutekijaesitykseksi

Esimerkki 2.3.6 Jo antiikin kreikkalaiset tunsivat lukuteoreettisen todistuksen sille \&2tén
irrationaalinen. Todistetaan tassa yleisempi vaite: Olkeatgebrallisen yhtalon

"+ 2"+ =0

reaalinen ratkaisu, misgé e Z. Talléin joko « on kokonaisluku tai irrationaalinen.

Perustelu: Oletetaan, etdc Q ja osoitetaan, ettd € Z. Esitetddny supistetussa muodossa
o = ¢, missa s¥fia,b) = 1 jab # 0. Sijoittamallac yhtal66n saadaan

(a/b)" + cp1(a/b)" ' + -+ ci(a/b) + co = 0.
Kertomalla puolittain luvulld™ saadaan
A+ 10" D+ - crab™ 4 pb™ = 0.

Téasta seuraa, ettd o". Oletetaan, ettd # +1. Tall6in luvullab on alkutekijap. Koskap | b
jab|a™, niin p|a™. SeuraukseR.3.4nojallap | a, mik& on ristiriidassa oletuksen $ytb) = 1
kanssa (sillé | b). Siisb = +1 eli a = +a.

Vaitteen nojalla esimerkiksi luvu/3, v/5 ja Y/17 ovat irrationaalisia. Nimittdin nama ovat
yhtalénz™ = a, a € Z, ratkaisuja, mutta eivat ole kokonaislukuja.

Esimerkki Suurin yhteinen tekija I0ydetdan katevasti kanonisen esityksen avulla, jos ne ovat
kaytettavissa. Esimerkiksi

200=2%-5% ja 420=2%-3-5-7.
Poimimalla korkeimmat yhteiset alkutekijapotenssit esityksista saadaan

syt(200,420) = 22 - 3" . 5' . 7° = 20.

Lemma 2.3.7 (S.y.t. kanonisen esityksen avullaplkoota, . . ., a, € N ja olkoon
k
a; = Hp;‘n” (6)
j=1

luvun a; modifioitu kanoninen esitys siten, etté joukke;, . .., px } koostuu kaikista lukujen

ai, ..., a, alkutekijoista jam;; = 0 mikali p; { a,. Talloin
k
min{ m;;|i=1,...,n
syt(ay,...,a,) = | | p; {ma| 5 (7)
j=1

Todistus. Merkitadn

J=1
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On selvaa, ettd | a; kaikilla i = 1,...,n. Siisd on erés lukujenuy, ..., a, yhteinen tekija.

Olkoonc € N siten, ettéc | a; kaikilla: = 1,...,n. Siisa; = s;c kaikillai = 1,...,n, joten
luvulla c ei ole alkutekijoita, jotka eivat esiintyisi joukos$ay, . . ., px }. Olkoon
k
=11
j=1

luvun ¢ muotoa |6) oleva modifioitu kanoninen esitys. Ehdosta= s;c ja kanonisen esityksen
yksikéasitteisyydestéa seuraa, ettg < m;; kaikilla ¢ ja j. Siispa

my <min{m;; |[i=1,...,n},
jotenc <d. 0O

Maaritelma 2.3.8 Lukujen ay,...,a, € N pienin yhteinen monikertgpym(a,...,a,) on
luku
pym(ay,...,a,) :=min{k € N : q; |k kaikillai =1,...,n}.

Huomautus Maéritelmassa esiintyva joukko on epétyhja, sillé(a, - - - a,,) kaikillai = 1,...  n.
Erityisesti
pym(ay,...,a,) < ajg---ap.

Matkimalla Lemmarf.3.7todistusta todetaan (tarkastelu sivuutetaan):

Lemma 2.3.9 (P.y.m. kanonisen esityksen avullaplkoota, ..., a, € N ja olkoon
k
CLZ = ]I]);nlJ
j=1

luvun a; modifioitu kanoninen esitys, missa alkutekijajoukke, . .., px } koostuu kaikista

lukujenay, . .., a, alkutekijoista jam,; = 0 mikéli p; t a;. Tallgin
k
max{ m;;|t=1,...,n
pym(al, . 7an> — pj {mi;| }

Esimerkki Siis esimerkiksi kanonisista esityksista
200=12%-3°.52.7% 420=22.3.5.7,

poimimalla saadaan py(200, 420) = 23 - 3' . 52 . 71 = 4200.

Yhdistamalla lemme2.3.7jal2.3.9todetaan:
Seuraus 2.3.100lkoota, b € N. Talloin

syt(a,b) - pym(a,b) = ab.

TodistusHarjoitustehtava. [
Huomautus Seurauksen tulosi padeuseammalle kuin kahdelle alkiolle.
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2.4 Alkulukujen jakaantumisesta

Jo Eukleides osasi paatella, ettd alkulukuja on aareton maara. Hanen ideansa yleistda sen ha-
vainnon, etta esimerkiksi luvut

p=2-3-5+1=31 ja p=2-3-5-7T+1=211
ovat alkulukuja, ks. harjoitustehtava.

Esimerkki 2.4.1 (a) Dirichlet todisti seuraavan tuloksen: Jo$é € N toteuttavat ehdon s, b) =
1, niin aritmeettinen lukujongan + b),.cN Siséltdd aarettdoman maaran alkulukuja.

Todistetaan vdite erikoistapauksessa- 4, b = 3. Osoitetaan ensin, etta tule on muotoa
4n + 1 jos sekdy ettdr ovat muotoaln + 1. Olkootq = 4ny + 1 jar = 4n, + 1. Tall6GIN

qr = (4711 + 1)(4%2 + 1) = 16711712 + 4721 + 4n2 +1= 4(4721712 +ni + ng) + 1,

joten véite patee.

Tehdaan antiteesi: Muotoi + 3 olevia alkulukuja on vain &arellinen maara. Olkggt= 3,
p1,--.,p, N@ma alkuluvut ja olkoon

Q :=4p1---p. + 3.

Talléin luvulla @ on ainakin yksi alkutekijd muotoén + 3. Jos nimittain néin ei ole, eli kaikki
alkutekijat ovat muotodn + 1, niin myds() on muotoain + 1 alkuosan perusteella. Tall6in

Q=4p,--p,+3=4n+1,

mika on ristiriidassa jakoyhtalon yksikasitteisyysvaitteen kanssa.

Riittd& osoittaa, ettd mikaan alkuluvuisi@ p1, ..., p, ei jaa lukua@. Luku 3 ei jaa lukua@),
sillajos3| @, nin3|Q — 3 eli

Q—=3=p1-pr =3k,

mika on ristiriidassa kanonisen esityksen yksikasitteisyyden kanssa. Toisaalts; jos. ., r,
niin p; ei jaa lukua®), silla josp; | Q, niin p; | Q — 4p; - - - p,. €li

3=Q —4p,---p, = pik,

mika on ristiriita. Vaite on todistettu.
(b) Kaikilla » € IN on olemassa perakkaista yhdistettya lukua. Esimerkiksi luvut

M+ +2,(n+1)!+3,...,(n+ D) +n+1
ovat yhdistettyja, silla jo < j <n+1,niinj|(n+ 1) jasiisj|(n+ 1)! + j.

Huomautus 2.4.2 (a) Josp,, onn:s alkuluku, niin

=1
2
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ts. alkulukujen kaanteisluvuista muodostettu sarja hajaantuu. TA&mén todisti ensimmaisena Eu-
ler.

(b) Eulerin tulos voidaan edelleen parantaa muotoon: On olemassa #akips.e.

k
1
cp log (log k) < Z — < ¢ylog (log k).

n=1 "

Siis Eulerin sarjan osasummat kasvavat olennaisesti "samaa vauhtie&diog k).
(c) Alkulukulauseen nimell& tunnettu tulos sanoo, ettd lukumaarafunktio

[I(n) := niiden alkulukujen lukum&éara, jotka ovdtn

toteuttaa ehdon

IT
lim ﬂ-log n=1.
n

n—od

Alkulukulauseen todistivat ensimmaisend Hadamard ja de la Vallee-Ponsiu 1896 kompleksia-
nalyysin avulla. Selberg esitti 1949 alkulukulauseelle "alkeellisen"todistuksen (=todistus, joka
ei kayta kompleksianalyysia).

(d) Kuuluisa todistamatoGoldbachin konjektuuisanoo, etté jokainen parillinen kakkosta suu-
rempi luku voidaan esittda kahden alkuluvun summana. Esimerkiksi

10=5+4+5=3+4+7,24=54+19=7+17=11+13.

(e) Toinen kuuluisa todistamaton konjektuuri sanoo, etté alkulukukaksosia on &aretbn maara.
Alkulukukaksosista puhutaan silloin, kun molemmat lugkit:- 1 ovat alkulukujak € IN.

3 Kongruenssi

3.1 Kongruenssirelaation perusominaisuudet
Jatkossan € IN on ns.modulolukuellei toisin ilmoiteta.

Maaritelméa 3.1.1 Olkoonm € N ja olkoota, b € Z. Talldin a on kongruentti luvurb kanssa
modulom,
a = b(modm),

josm | a —b.Josm 1 a — b, merkitdéru Z£ b ( modm).

Esimerkki Esimerkiksi4 = 1 (mod 3),4 =4 (mod3),4 = 7(mod3), 4 = 10 (mod 3), jne.

Huomautus Josm € N jaa € Z, niin m | a jos ja vain josa = 0 (modm). Yleisesti, jakoyh-
tald a = gm + r patee jos ja vain jog = r (modm). Jos tédssa < r < m, sanomme lukua
a:n jakojddnnokseksi modula.

Lemma 3.1.2 (Kongruenssi on ekvivalenssipIkoota, b, ¢, d € Z. Talldin
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(i) a=a(modm) (refleksiivisyys)
(i) Josa = b(modm), niinb =a(modm) (Symmetrisyys)
(iii) Josa =b(modm)jab=c(modm), nina=c(modm) (transitiivisuus)

Todistus. Todistetaan malliksi (iii). Jog = b(modm) jab = ¢(modm), niin m|a — b ja
m|b — c. Siis on olemassa,, k, € Z siten, ettéa — b = kym jab — ¢ = kom. Laskemalla
yhtélot yhteen saadaan— ¢ = (ky + ko)m. Siism|a — celia = ¢(modm). O

Lemma 3.1.3 (Kongruenssiaritmetiikan perussdannot)Olkoota, b, ¢, d € Z. Tallin
(i) a=b(modm) ja c=d(modm) = a+c¢=b+d(modm),
(i) a=b(modm) ja ¢ =d(modm) = ac = bd(modm).

Todistus. Harjoitustehtava. [

Esimerkki 3.1.4 (a) Erityisesti kongruenssiyhtal6on voidaan lisata puolittain kokonaisluku ja
kongruenssiyhtalo voidaan kertoa puolittain kokonaisluvulla. Induktiolla paatellaan, etta

a=b(modm) = a* = b* (modm)

kaikilla £ € N: Jos implikaatio patee arvolla, niin kertomalla yhtélétz = b(modm) ja
a® = b* (mod m) puolittain saadaan implikaatio indeksin arvalia- 1.

(b) Kohdan (a) nojalla patee esimerkiksi: Koska 5 (mod 3), niin 21% = 519 (mod3) ja
edelleen
210 4 5 =5 4 2 (mod3).

Kongruenssiyhtalossé yleisestpade tulon supistussaantt. Esimerkiksi
14=8(mod6) eli 7-2=4-2(mod6).

Kuitenkin 7 # 4 (mod 6) eli lukua2 ei voi supistaa pois. Supistussaantd patee kuitenkin seu-
raavassa muodossa.

Lause 3.1.5 (Tulon supistussaantolkoota, b, c € Z. Talldin
ac =bc(modm) = a=b (mod%).
Erityisesti, jossyt(m, ¢) = 1, niin supistussaanto
ac = bc (modm) = a =0b(modm)

patee.

Esimerkki Soveltamalla Lauset@1.5yhtaloon2 - 7 = 2 - 4 (mod 6) saadaan

6
7T=14 <m0d syt(6,2)) .

LauseerB.1.5todistamiseksi tarvitaan aputulos:
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Lemma 3.1.6 Olkootay, . .., a, € Zsiten, etta,;, # 0 jollekin iy ja olkoond = syt(as, ..., a,).
Talldin
FRRRRRR )
Todistus. Lauseer2.1.3mukaan .
d = Z a;x;
=1

joillekin 7 = 1,...,n. Jakamalla lineaarikombinaatio luvullasaadaan

d -, a

=1
Tass&y € Z, sillad | a; kaikilla i. Vaite patee Seurauks@nl.4nojalla. [

Lauseen 3.1.5 todistu®lkoond = syt(m, ¢). Koskaac = be (modm), niin m | ac — be. Siis
(a — b)c = km jollekin k& € Z. Jakamalla puolittain luvulld saadaan
Cc m

k- —.
d

Tésség, e Z, silléd.: syt(m, c). Sii§% | (@ —b)5. Lemmar3.1.6mukaansyt(, 5) = 1,
joten Lemmar.3.2nojalla’ | a — b. Siisa = b (mod 7).

(a =)

QU

Kongruenssiluokat modulom

Olkoonm € N jaa € Z. Talloin joukkoa
la] = [a]m ={k €Z]|k=a(modm)}

kutsutaan luvum maarddmaksi kongruenssiluokaksi moduldtai luvuna maaraddmaksi jaéan-
ndsluokaksi modulen).

Esimerkki Josm = 3, niin

0] ={--—6,-3,0,3,6,9,...} = [3],
1] ={---—5-21,4,7,10,...} = [4],
2] ={---—4,-1,2,5,8,11,...} = [5].

Jakoyhtéldsta seuraa, ettd kongruenssirelaatiossa madediisia ekvivalenssiluokkia on téas-
malleenm kappaletta:

Lause 3.1.7 Jokaisellan € N luokat[0], [1], ..., [m—1] (mod m) ovat pareittain pistevieraita
ja niiden yhdiste orZ.

TodistusOlkoonk € Z mielivaltainen. Jakoyhtaldn mukaan on olemagsac Z siten, etta
k=gm+r, 0<r<m.

Talloin £ € [r], sillda k = r (modm). Siisk € [r] jollakin r = 0,1,...,m — 1, joten
Z C [0] U --- U [m—1]. Kéanteinen inkluusio on triviaali. Pareittain pistevierautta koskeva
vaite harjoitustehtava. [J
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3.2 Lineaarinen kongruenssi

Muotoa
ax = b (modm) (8)

olevaa kongruenssia, misg& € Z jan € N ovat annettuja, sanotagghden muuttujan) line-
aariseksi kongruenssiyhtaloksi

Huomautus 3.2.1 (i) Josax; = b (modm) jaz; = x (Modm), niin ax; = axy (Modm) ja
edelleen symmetrisyyden ja transitiivisuuden nojalta = b (modm).

(i) Josaz; # b (modm) jaz; = zo (Modm), niin azy, Z b (Modm). Nimittéin olettamalla,
ettdaxrs = b (modm) saadaamx; = b (modm) kuten kohdassa (i).

Kohtien (i) ja (ii) nojalla joko annetun kongruenssiluokan moduidaikki luvut ovat yhtalon

(8) ratkaisuja tai yksikaan kongruenssiluokan luvuista ei ole ratkaisu. Erityisesti yh@)Ion (
ratkaisut voivat olla yksikasitteisia vain kongruenssiluokan mielessa.

Esimerkki Luvun z jakojaédnnos modh toteuttaa ehdom = r (modm). Siksi Huomautuksen
3.2.1 nojalla yhtalon [8) ratkaisemiseksi riittaa tutkia kaikki mahdolliset jakojadnnokset, so.
luvut0,1,...,m — 1. Esimerkiksi kokeilemalla havaitaan, etta luvuista, . .., 11 ainoastaan
3 ja 9 toteuttavat yhtalon

2z =6 (mod12).

Kaikkien ratkaisujen joukko on sii$] U [9]. Vastaavasti todetaan kokeilemalla, ettd yksikaan
luvuista0, 1, ..., 11 ei toteuta yhtaloa

4x =6 (mod12).
Nain ollen yhtal6lla ei ole lainkaan ratkaisuja.

Lause 3.2.20lkoonm € N ja olkoota, b € Z siten, ettéa # 0 (modm) jad = syt(a,m).
Tallgin
(i) Josd t b, kongruenssillax = b (modm) ei ole ratkaisuja.

(i) Josd|b, niin kongruenssimxz = b (modm) ratkaisujoukko ornd:n kongruenssiluokan
yhdiste.

LauseerB.2.2lineaarinen kongruenssi palautuu klassiBeofantoksen yhtalén
ar +by =c

ratkaisemiseen. Tassabh, c € Z ovat annettuja ja tarkoitus on |0yt&édy € Z, jotka toteuttavat
yhtalon.

Esimerkki 3.2.3 Tarkastellaan yhtalG2r = 7 (mod 1111). Tama péatee josjavainjdd11 | 2z—
7 mika péatee jos ja vain jos
20+ 1111y =7
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joillekin x,y € Z. Selvastisyt(2,1111) = 1, joten on olemassa, i’ € Z, joille 22’ +1111y' =
1. Kertomalla yhtal6 puolittain luvull& saadaan

7=2(7¢') + 1111(7y/),

jotenz = 72’ jay = 7y ovat erdat ratkaisut. Siis ratkaisuun paadytaan suurimpaan yhtei-
seen tekijaan liittyvan lineaarikombinaation kautta. Taman Iéytamiseksi kirjoitetaan Euklideen
algoritmi
1111 = 555-2+1,
2 = 2-1+40,

josta saadaah = 1111 — 2 - 555. Siis7 = 2(—3885) + 1111 - 7eliz’ = —3885jay’ = 7 on
eras tarkasteltavan Diofantoksen yhtalon ratkaisuista

Lause 3.2.40lkoota,b € Z\ {0}, c € Z jad = syt(a,b).

(i) Josd 1 ¢, niin yhtalolla
ar + by =c 9)

ei ole ratkaisujac, y € Z.

(i) Josd | ¢, niin yhtalolla ©) on ratkaisuja siten, ettéa mikéat, yo € Z on eras ratkaisu, niin
kaikki ratkaisutz, y € Z saadaan yhtaldista

b
x:a:0+c—in, y:yo—gn, n € 7. (20)

Todistus. (i) Oletetaan vastoin véitetta, etta luvuilley € Z péateenzr + by = c. Koskad | a ja
d| b, niind | ax + by elid | c. TAma on ristiriidassa oletuksen kanssa.

(if) Olkoon d | c. Lauseer?.1.3mukaand = as + bt joillekin s, ¢ € Z. Koskad | ¢, niin ¢ = kd
ja siis
c=kd = k(as+ bt) = a(ks) + b(kt).
Nain ollen yhtal6lla'9) on ainakin ratkaisu, = ks, yo = kt.
Osoitetaan seuraavaksi, etta kaikki muo@) plevat lukuparit ovat ratkaisuja. Olkoot

a
55—330"‘6—1”7 y_yo_ana

jollekin n € Z. Talldin
b b b
ax+by:a(xo+an)+b(yo— %n) :axg+%n+byo— %n:axo+byo =c.

Siis z, y on ratkaisu.

Naytetaan lopuksi, ettd muita kuin muotdL) olevia ratkaisuja ei ole. Olkooau + bv = ¢
joillekin u, v € Z. Talloin
au + bv = axg + by,
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joten
a(u — x) = b(yo — v)

ja edelleen

a b
E(U — 1) = a(yo — ).

Koskasyt(%,2) = 1 (Lemma3.1.6), saadaan Lemméh3.2nojalla, etté | yo —v. Siis jollekin
n € Z pateej - n = yo — v eliv = yo — 4n. Sijoittamallav yhtalodna(u — x) = b(yo — v)
saadaan edelleen

ofu —20) = b — (s ~ 5m)) =20,

joten jakamallau:lla seuraau = xy + gn Sijoittamalla tama yhtaloda(u — x¢) = b(yo — v)
saadaa’n = b(yo — v), misté jakamalla:lla seuraay = yo — %n. O

Esimerkki Oletetaan, etta pankkiautomaatti antaa vain 20 euron ja 50 euron seteleita. Milla
tavoin setelit voidaan valita, kun halutaan nostaa rahaa 530 euroa?

Olkoon
x = 20 euron seteleiden Ikm y = 50 euron seteleiden Ikm

On siis ratkaistava Diofantoksen yhtalo
20x 4 50y = 530,

missax > 0 jay > 0. Nyt syt(20,50) = 10 ja syt(20, 50) | 530, joten ratkaisuja on olemassa.
Eras ratkaisu I0ydetaan luvun £30, 50) lineaarikombinaation avulla. Lineaarikombinaatioksi
saadaan (tasséa suoraan hatusiay 50 — 2 - 20, ja kertomalla lineaarikombinaatio luvultes
saadaan

530 = 50 - 53 — 106 - 20,

eli o = —106 jay, = 53. TAma ratkaisu ei kuitenkaan toteuta reunaehtoja! Kaikki ratkaisut
saadaan yhtaloista

50 20
x:—106+mn:—106+5n, y:53—1—0n:53—2n, n e 7.

Koska—106 + 5n > 0 ja 53 — 2n > 0, saadaam:lle rajatn > 1% = 211 jan < 3 = 263.
Siisn € {22,23,24, 25,26} ja ratkaisupari{z, y) ovat(4,9), (9,7), (14,5), (19, 3), (24, 1).
Diofantoksen yhtaloén ratkaisu johtaa lineaarisen kongruenssin ratkaisuun:

Lauseen 3.2.2 todistu@). Olkoond t b, misséd = syt(a, m). Lukuz € Z toteuttaa yhtalon

ax = b (modm)

jos javain josux + ym = bjoillekin z,y € Z, joten LauseeB.2.4nojalla kongruenssilla ei ole
ratkaisuja.
(il) Olkoon d | b. Lauseer8.2.4mukaan yhtalémx + ym = b ratkaisujoukko on

m a
x:xo—i_gna y:yo_ana n€Z7
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missa(zo, yo) on jokin ratkaisu. Siis luvut

x:x0+%n, nez, (11)

muodostavat kongruenssin = b (modm) ratkaisujoukon.
Tarkastellaan lopuksi ratkaisuja

x:xo—l—%t, t=0,1,....d—1. (12)
Riittda osoittaa, ettéa
(1) ratkaisut/2) ovat pareittain ei-kongruentteja moduig
(2) jokainen ratkaisuX1) on kongruentti moduler jonkin ratkaisun/12) kanssa.

Vaite (1): Antiteesi: On olemas$a< t; < t, < d — 1 siten, etta

To + @tl =29+ mtz (modm).

d d
Talloin m m
Etl = Etg (modm)

Nyt syt(m, %) = %2, joten tulon supistussaannon (Laigse.5 nojalla
t1 =ty (mod d).

Nain ollend | t; — to, mista seurad < ¢, — ¢;. TAma on ristiriidassa ehdon< ¢; <ty <d—1
kanssa, joten vaite (1) patee.

Vaite (2): Olkoonz = z + %n eras ratkaisu. Jakamaliduvulla d saadaan jakoyhtalo
n=qd+r, 0<r<d-1.
Tallgin
m

m m m
:):O—I—En::vo%—z(qd%—r):$0+mq+grzx0+gr(modm),

sillamg =0 (modm). Tass& = 0,1,...,d — 1, joten myds (2) patee.d
Esimerkki Ratkaistaan kongruenssiyhtalo
9872 = 520 (mod 1597).
Euklideen algoritmin avulla saadaan lineaarikombinaatio
1 = syt(1597,987) = —377 - 1597 + 610 - 987.

Yksityiskohdat sivuutetaan tassa. Kodka syt(1597,987), ratkaisu on yksikéasitteinen kongruens-
siluokkana. Lineaarikombinaatiosta saadaan edelleen

520 = (—377 - 520)1597 + (610 - 520)987

eli
(610 - 520)987 — 520 = (—377 - 520)1597.

Siis ratkaisu o = 610 - 520 = 317200 = 994 ( mod 1597). Huomaa, etté ratkaisu ilmoitetaan
yleensa jakojaannoksen avulla. T&a8$a200 — 994 = 1597 - 198.
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Huomautus 3.2.5 LauseerB.2.2tarkein tapaus on se, josga= syt(a, m) = 1. Tall6in yhta-
l6lla
ax = b (modm)

on kongruenssiluokan mielessa yksikasitteinen ratkaisu katkdl&..
Maaritelméa 3.2.6 Olkoonm € N jaa € Z siten, etté&yt(a, m) = 1. Talléin kongruenssin
ax =1 (modm)

ratkaisunr jakojganndsta modulm kutsutaaduvuna kdanteisluvuksi modulo nKéaanteislu-
vulle modulom kaytetd&n merkintdé ( mod m).

Esimerkki 3.2.7 (a) Maarataan2 (mod 1001). Tata varten kirjoitetaan euklideen algoritmi
suurimman yhteisen tekijan gy2, 1001) = 1 maaraamiseksi. Saadaan

1001 = 83-12+5,

12 = 2.5+2,
5 = 2-241,

josta johdetaan lineaarikombinaatio
1=5-1001 — 417 - 12.

Siis12(—417) — 1 = —5- 1001, joten eras ratkaisu tarkasteltavalle kongruenssiyhtélale=
1 (mod1001) onzy = —417. Taman luvun jakojadnnds modul001 on 584, silla—417 =
—1-1001 + 584. Siis12 = 584 (mod 1001).

(b) Jos kongruenssiyhtalossa = b (modm), syt(a, m) = 1, tunnetaan luvum kéanteisluku
a (modm), on yhtalon ratkaiseminen helppoa (vrt. yhtalé= b reaaliluvuille). Tarkastellaan
esimerkiksi yhtal6a

122 = 7 (mod 1001).

Nyt 12 = 584, joten
12-584 =1 (mod 1001)

ja kertomalla puolittain luvulld saadaan
7-12-584 = 12(7-584) = 7 (mod 1001).

Siis eras ratkaisu on- 584 = 4088. Ratkaisuksi saadaan jakojaanndksen avulla 84 418 =
4 -1001 + 84. (Tarkistus:12 - 84 — 7 = 1001.)

Toisin: Kertomalla yhtéld 2z = 7 (mod 1001) puolittain luvulla584 saadaan
584 - 122 = 584 - 7 (mod 1001).
Koska toisaalt®84 - 12 = 1 (mod 1001), niin kertomalla puolittain luvulla: saadaan
584 - 12z = x (mod 1001).

Transitiivisuuden nojalla
r =584 -7 (mod1001).
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3.3 Kiinalainen jadnndslause

Esimerkki (a) Mika on pienin pariton luonnollinen luku, jolla on 3:lla jaettaessa jakojadnnos 2
ja 5:1la jaettaessa jakojddnnds 37
Kongruenssikielella: Maaraa pienine N, jolle

(mod 2)
(mod 3)
(mod5).

8 8 8
N
W N =

Alkeellisin ratkaisu ongelmaan ldydetaan, kun listataan ehdot toteuttavia lukuja mpydulo
ja poimitaan pienin:

r=1(mod2) = =z =1,3,5,... eli z on pariton luonnollinen luku
r=2(mod3) = z=2,5,8,11,14, 17,20, 23,26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47, 50, 53, ...
xr=3(modb) = x =2,8,13,18,23,28,33,38,43,48,53, ....

Siis pienin yhteinen luonnollinen luku &8, seuraavaksi pienin dsB.

Huom! Josr = 23 ( mod 30), niin x on yhtéléryhman ratkaisu. Esimerkiksi, ehtes 23 ( mod 30)
implikoi, ettdz = 23 (mod 5) ja yhdistamalla tama tietod28 = 3 ( mod 5) saadaan transitii-
visuuden nojallac = 3 (mod 5). Yhtélét modulo 2 ja 3 kasitellaén vastaavasti.

(b) Jos moduloluvut eivat ole pareittain suhteellisia alkulukuja, kohdan (a) tyyppisella yhtalo-
ryhmalla ei valttamatta ole ratkaisua. Esimerkiksi yhtaloryhmalla

{ r =1 (mod2)
r =2 (mod4)

ei ole ratkaisua, silla ylemman yhtalén ratkaisut ovat parittomia ja alemman ratkaisut ovat pa-
rillisia.
Jos yhtal6ita on vahan ja luvut ovat pienid, seuraava iteratiivinen metodi on kateva:

Esimerkki 3.3.1 Tarkastellaan yhtaloryhmaa

r =1 (mod3)
x =2 (modb)
x =3 (mod7).

Josz toteuttaa ylimman yhtalén, se on muotoa= 3¢ + 1 jollekin ¢ € Z. Sijoittamalla toiseen
yhtal66n saadaan
3t+1=2(modb),

ja siis
3t =1 (mod5).
Ratkaisemalla kongruenssi saadaan 2 ( mod 5). Siist = 5u + 2 jollekin u € Z, joten
r=3t+1=30Gu+2)+1=15u+T.
Sijoittamalla tdmé kolmanteen yhtaloon saadaan

15u+7=3 (mod7),
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mista seuraa
15u = —4 (mod7) <= u=3(mod7).

Téassa jalkimmainen esitys perustuu yhtaldifiin = 1 (mod7) ja —4 = 3 (mod 7). Siis
u = Tv + 3, joten luvullex saadaan esitys

z=15u+7=15(Tv + 3) + 7 = 1050 + 52.
N&in ollenz = 52 (mod 105).

Huomautus lteratiivisen metodin etuna on se, etta metodi toimii vaikka moduloluvut eivét oli-
si pareittain suhteellisia alkulukuja, vrt. muinainen intialainen munaongelma.

Lause 3.3.2 (Kiinalainen jaanndslause)Olkootmy, . .., m, € N pareittain suhteellisia alku-
lukuja, so. sytm;, m;) = 1 aina kuni # j. Talldin kongruenssiryhmaén

x = a; (modm)
: (13)
x = a, (modm,)

ratkaisu on yksikasitteinen moduld := m; - - - m, kaikilla a4, .. ., a, € Z. Eras ratkaisu on
To = Z CliMiMm
=1

missal; := 2L ja M; on luvun; kaanteisluku module; kaikillai = 1,...,r.

LauseerB.3.2tyyppia olevia ongelmia ja niiden ratkaisuja on I6ydetty kiinalaisista ja intialai-
sista kirjoitelmista jo 100-luvulta lahtien.

Esimerkki 3.3.3 Ratkaistaan Esimerki®.3.1yhtaléryhma
(mod3)

1
2 (modb)
3 (mod7)

Xz
T
i

LauseerB.3.2avulla. Nyt

105 105 105
M=3-5-7=105, M1=?=35, M2:?:21, M3:7:15.

Lukujen M; kaanteislukujeny; := M, modulom, ldytamiseksi ratkaistaan kongruenssit
35y; =1 (mod3), 2ly, =1 (mod5), 15y3 =1 (mod7),
jotka sievenevat muotoon

2y1 =1 (mod3), 1y, =1(mod5), y3=1(mod7)
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kayttaen kongruensseja
35=2(mod3), 21=1(mod5), 15=1(mod7).
Kaanteisluvuiksi saadaal; = 2, M, = 1, M5 = 1. Lauseer8.3.2mukaan ratkaisu on
3
vo =Y a;MM;=1-35-2+2-21-1+3-15-1= 157 = 52 (mod 105).
=1

Ratkaisu ilmoitetaan yleensa jakojaannoksen modilavulla!

Huomautus LauseerB.3.2ratkaisumetodi voidaan helposti toteuttaa tietokoneella. Olennaista
on se, ettd vaadittava algoritmi on hyvin tehokas eli toimii hyvinkin suurilla luvuilla lyhyessa
tietokoneajassa.

Kiinalaisen jaanndslauseen todistamiseksi tarvitsemme kaksi aputulosta:
Lemma 3.3.4 Olkootay, ..., a,,b € Z siten, ettd sy;,b) = 1 kaikilla: =1,...,n. Tallgin
syt(a; - - - a,,b) = 1.

Todistus. Todetaan vaite induktiolla: (i) Tapaus= 2 on todistettu harjoitustehtavana.

(ii) Oletetaan, etta vaite pateen alkion tapauksessa,> 2. Olkootay, ..., a,.1,b € Z siten,
ettd syfa;,b) = 1 kaikillai = 1,...,n + 1. Induktio-oletuksen nojalla sgd; - - - a,,b) = 1,
joten kohdan (i) perusteella syt - - - a,a,41,0) =1. O

Lemma 3.3.5 Olkootm, ..., m, € N. Josa = b (modm;) kaikillai = 1,...,r, niin
a=0b(mod pymmy,...,m,.)).
Erityisesti, jos luvutn, ..., m, € N ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, niin

a=b(modm;---m,).

Huomautus Jos luvutm,,...,m, € N ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, niin kahdella
luvullam; jam;, ¢ # 7, ei ole yhteisia alkutekijéita. Esimerkiksi, jos

my = 2352, my =373, mg = 114,
niin

m1Mmeoing = 23523473114

ja oikea puoli on selvasti sama kuin kaavan

5

max{m;;:i=1,2,3
Hpj s V= pym(my, ma, my)
j=1

antama lauseke tassa tapauksessa.
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Todistus. Olkoon .

m; = Hpj N

j=1

luvun m; modifioitu kanoninen esitys, misséa alkutekijajoukke, . . ., py } koostuu kaikista
lukujenmy, ..., m, alkutekijoista jam,;; = 0 mikali p; { m;. Koskaa = b (modm,) kaikilla
1=1,...,r,niin

a = b (modp;™)

kaikilai=1,...,rjaj=1,...,k. Siis erityisesti
a = b (modp;

smax{m;;ji=1,..,r}

kaikilla j = 1,..., k, joten kaikki alkutekijapotenssit; ,J =1,...,k, ovat mu-
kana luvun: — b kanonisessa esityksessa. Kanonisen esityksen yksikasitteisyydesta seuraa, etta

k
a=Db (mod Hp;nax{mij:zzl,...,r}).
7=1

Lemmar2.3.9nojalla
a =b(mod pymimys,...,m.)).

Edelleen, jos luvutn4, ..., m, € N ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, niin
max{m;:i=1,...,7r} = Xr:mzj
=1
kaikilla j. Nimitt&in, jos néin ei ole, eli jos
max{m; :i=1,...,r} < imi]’
i=1
jollekin j, niin joillekin ¢ # * pateem,;, m;-; € N. Lemmast&.3.7seuraa, etta

Syt(mz‘, mi*) > pfﬂin{m%mi*j}

; > 1,

mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. Lemi@a&h9nojalla

k k
max{m;;:t=1,....r Z: mij
pym(my, ..., m,)) = [[ o=t = [T =™
j=1 =1

k r k
“TIID = TTTD = e

j=1i=1 i=1 j=1

]
Lauseen 3.3.2 todistu&oska sytm;,m;) = 1 aina kuni # j, niin Lemman3.3.4 nojalla
syt(M;, m;) = 1 kaikillai = 1, ..., r. Nain ollen kongruenssilla

M;y =1 (modm,)
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on yksikéasitteinen ratkaisl/; modulom;.
Osoitetaan, etta
To = Z aiMiM
=1
on kongruenssiyhtaléoryhman3) ratkaisu. Olkooni € {1,...,r }. Koskam; | M; kunj # 1,
niin
M; =0 (modm;)

kaikilla 7 # 7. Nain ollen

kaikilla j # i, joten

Mutta M; M; = 1 (mod m;), jotena; M;M; = a; (mod m;). Transitiivisuuden nojalla
zo = a; M;M; = a; (modm;).

Tama patee jokaisella= 1, ..., r, jotenx, on kongruenssirynmai.8) ratkaisu.
Todistetaan lopuksi ratkaisun yksikasitteisyys modulo M: Olkooja =, yhtaloryhman(13)
ratkaisuja. Talloin transitiivisuuden nojalla

1 = a; = x5 (mod my)

kaikilla i = 1,...,r, joten Lemman3.3.5 mukaanz; = z, (mod M ). Toisaalta, josr; on
yhtaloryhméan13) ratkaisu jar; = x2 (mod M), niin erityisestiz; = x5 (mod m;) kaikilla

i =1,...,r. Ehdostar; = a; (modm;) seuraa transitiivisuuden (ja symmetrisyyden) nojalla,
ettdz, = a; kakillai =1,...,r. O

3.4 Fermat’n pieni lause ja Wilsonin lause

Lemma 3.4.1 Olkoon p alkuluku. Tallinz?> = 1 (mod p) jos ja vain josz = 1 (mod p) tai
x = —1 (modp).

Todistus. Josz = +1 (modp), niin z2 = (£1)? (modp) eli > = 1 (modp). Oletetaan
kaantaen, etta®> = 1 (modp) elip |2 — 1. Talldinp | (z — 1)(z + 1) ja Lemmar2.3.3nojalla
plz—1taip|z+ 1. Siiszx —1 =0 (modp) taiz +1 = 0 (modp) eliz = 1 (modp) tai

r=—1(modp). O

Lemmaaé3.4.1hyddynnetaan seuraavassa kahdessa klassisessa 1600-luvun tuloksessa.

Lause 3.4.2 (Wilsonin lause)Josp on alkuluku, niin

(p—1)!'=—1(modp).
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Huomautus Wilson itse ei todistanut lausettaan vaan ensimmaisen todistuksen esitti Lagrange
1770-luvulla. Tarkastellaan todistuksen ideaa ensin tapauksessal. Koska2 = 6, 3 = 4,
5=29,7 =8 modulo11, niin

100 = 1-2-3-4.5-6-7-8-9-10
1-10(2-6)(3-4)(5-9)(7-8) =10-1° = 10 = —1 (mod 11).

Lauseen 3.4.2 todistugoidaan olettaa, etta > 2, jolloin p — 1 on parillinen. Jokaista lukua,

1 < a < p—1, vastaa yksikasitteinen kaanteislukmodulop joukosta{l, ..., p—1}. Lemman
3.4.1nojalla ainoat luvut joukossél, . ..,p — 1}, jotka ovat itsensa k&anteislukuja, ovat 1 ja
p — 1. N&in ollen joukko{2,...,p — 2} jakautuup%3 kappaleeseen luku-kaanteislukupareja,
joiden tulot ovat= 1 (mod p). Siis

2:3---(p—2) =1 (modp),

mista seuraa, etta
(p—D!=p—1=—1(modp).
0
Wilsonin lauseen kongruenssi itseasiassa karakterisoi alkuluvut:

Seuraus 3.4.30lkoonn > 1. Tall6in » on alkuluku jos ja vain jos

(n—1)'=—1(modn).

Todistus. Harjoitustehtava. [

Maaritelmé 3.4.4 Olkoonm € N. JoukkoA C Z ontaydellinen jadnndssysteemi moduto
(Iyhyesti t.j.s. modn), jos A onm:n alkion joukko, jonka luvut ovat pareittein ei-kongruentteja
modulom.

Esimerkki 3.4.5 (a) Esimerkiksi

e Joukko{0,1,2,3} ont.,j.s. mod 4.
e Joukko{ —4,1,2,6 } eiole t.j.s. mod 4, sill& = 6 (mod 4).

e Joukko{ —4,9,6,—17 } on t.j.s. mod 4.

(b) Josm € N, niin {0,1,...,m — 1} on t.j.s. modm. Yleisestim:n alkion joukko A on
t.J.s. modm tasmaélleen silloin kun joukod alkioiden jakojd&dnndsten modutoe joukko yhtyy
joukkoon{ 0,1,...,m — 1}, ks.3.4.7.

Lemma 3.4.6 Olkootm € N jaa,b € Z siten, etta sy, m) = 1. Jos joukko{ z1, ...,z }
on t.j.s. modmn, niin myds joukko

A={ax;+0b,...;a0, +b}

on t.j.s. modmn.
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Todistus. Harjoitustehtava. [
Esimerkki Olkoonm = 7 jaa = 3. Tarkastellaan joukkoa

A={3i|i=0,1,...,6}.

Nyt

3-0=0(mod7)

3-1=3(mod7)

3:2=6(mod7)

3:-3=2(mod7)

3-4=5(mod7)

3-5=1(mod7)

3-6=4(mod7).
Lemma 3.4.7 Olkoon A = { x1, ..., z,, } t.j.s. modm ja olkoonr; luvun z; jakojdannds mo-
dulom,i=1,...,m. Tallin

{ri,...,rm }=40,1,...,m—1}.

Todistus. Harjoitustehtava. [

Lguse 3.4.8 (Fermat’n pieni lause)Olkoonp alkuluku ja olkoona € Z siten, ettd t a. Tal-
o a?~' =1 (mod p). (14)
Esimerkki Tarkastellaan todistuksen ideaa tapauksgss&’, a = 3. Nyt joukko

{32:2=0,1,2,3,4,5,6 }

on t.j.s. modulo7r (Lemma3.4.6 ja koska luvun3 - 0 = 0 jakojaannds modulo 7 on luku O,
saadaan (Lemma4.7)

(1-3)-(2-3)-(3-3)-(4-3)-(5-3)-(6-3)=1-2-3-4-5-6 (mod7)

eli
6!-3°=6!=6!-1(mod7).

Koska syt6!, 7) = 1, voidaan6! supistaa kongruenssiyhtaléssa Lemr8ah5nojalla. Siis
3% =1 (mod7).
Fermat’'n pienen lauseen todistusemman3.4.6nojalla lukujoukko
A={0-a,1-a,...,(p—1)-a}
on t.j.s. modulg. Kullakini = 0,1, ..., p — 1, kirjoitetaan jakoyht&lo
ia=qgp+r, 0<r<p-1
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Huomaa, etté&, = 0, silla0-a = 0 - p + 0. KoskaA on t.j.s. modulgp, on Lemmar3.4.7
seurauksena

{ri,...;rp1 }={1,....,p—1} (15)

Kertomalla yhtalon15) lukujoukot puolittain ja ottamalla huomioon kongruenssi r; ( mod p)
saadaan

(1-a)2-a)---((p=1)-a) = (p— ! (modp),
eli
(p— Dla?~t = (p—1)! (mod p).
Koska sytp, (p — 1)!) = 1 voidaan kertom#p — 1)! supistaa, mista vaite

a’~' =1 (mod p).

Seuraus 3.4.90lkoonp alkuluku jaa € Z siten, ettgp { a. Talldina = a?~2 modulop. Edel-
leen, kaikillab € Z, lineaarisen kongruenssin: = b ( mod p) ratkaisu onr = a”?~2b (mod p).

Todistus. Fermat'n pienen lauseen nojalla
a?%a = aP' =1 (mod p),

joten kéaanteislukua koskeva véite on selva.
Oletetaan, etté toteuttaa yhtalomx = b ( mod p). Kertomalla puolittain luvulla:’~2 saadaan

a’2ar = a? b (modp) <= a’ 'z = a’%b (modp).
Toisaalta yhtalésté’—! = 1 (mod p) seuraa’~'z = x (mod p), joten transitiivisuuden nojalla
r=a’"'z = a” b (mod p).

OJ

Esimerkki Fermat'n pienté lausetta kaytetaan tyypillisesti potenssimuotoisten lukujen sieven-
tdmiseen moduloaritmetiikassa, eli nsodulaarisessa potenssiin korotuksessa

Maarataan malliksi luvua?®! jakojaannods modulo 11. Fermat’'n pienen mukaan
3" =1 (mod 11).
Toisaalta jakoyhtalon mukaa&d1 = 20 - 10 + 1, joten
3201 — (3193 = 120. 3 = 3 (mod 11).

Siis kysytty jakojadnnés on 3.

3.5 Pseudoalkuluvut

Pseudoalkuluvuilla tarkoitetaan yhdistettyja lukuja, jotka kayttaytyvat jonkin kriteerin mielessa
samalla tavalla kuin alkuluvut. Pseudoalkulukuja kaytetaan hyvaksi mm. alkulukutestauksessa.
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Huomautus 3.5.1 Josp on alkuluku, niin
a’ = a (mod p)
kaikilla a € Z (harjoitustehtava).

Pitkaan ajateltiin, ettd Huomaut@s5.1 voidaan kaantaa. Tiettavasti esim. Leibniz uskoi kon-
jektuuriin: Jos
2" =2 (modn),

niin n on alkuluku. Tama vaite pitda paikkansa aina lukuuna 341 = 11 - 31 saakka.

Esimerkki 3.5.2 Tarkastellaan lukua41 = 11 - 31. Fermat’n pienen lauseen mukaan
2! =1 (mod 11),

joten
2340 — (219** = 1 (mod 11).

Toisaalta
2340 — (25)68 = (32)% = 1% =1 (mod 31).

Lemmar3.3.5nojalla
230 =1 (mod341) eli 2*!' =2 (mod341).
Maaritelmé 3.5.3 Olkoonb > 1. Yhdistetty lukun € IN on b-kantainen pseudoalkulukjos

b" = b (modn).

Huomautus Siis luku341 = 11 - 31 on 2-kantainen pseudoalkuluku.

Lause 3.5.42-kantaisia pseudoalkulukuja on &aretébn maara.

Todistus.Olkoonn 2-kantainen pseudoalkuluku, ts= ns, missal < r < njal < s <nja
2" = 2 (modn). (Ainakin 341 on tallainen). Riittda osoittaa, ettd myos

m:=2" —1
on 2-kantainen pseudoalkuluku. Esityksesta
2" —1=2" = 1= (2" 1) ((2) "+ (2) 4. 27+ 1)
seuraa, ettd” — 1 on yhdistetty. Toisaalta kongruenssioletuksen muk&an 2 = kn jollekin
k € Z, joten
2m—1 — 22”—2 — 2kn
Edelleen

2 1= (2" = 1) (2" + .27+ 1),
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joten(2" — 1) | (2" — 1). Yhdistamalla tekijarelaatiot saadaan| (2™~ — 1) eli
21 =1 (modm).

Téasta seura2™ = 2 (modm), jotenm = 2" — 1 on 2-kantainen pseudoalkuluku. O
Itseasiassa on olemassa lukuja, jotka dvkantaisia pseudoalkulukuja kaikille > 1. Naita
kutsutaan keksijansa R. D. Carmichaelin (1879-1967) mukaan Carmichaelin luvuiksi.
Maaritelmé 3.5.5 Yhdistetty lukun € N on Carmichaelin lukyos

b ' =1 (modn)
kaikille b € N, joille syt(b,n) = 1.

Huomautus 3.5.6 Jos sytb,n) = 1 jan on Carmichaelin luku, niin kertomalla M&aritelman
3.5.5kongruenssi luvullé saadaan

b" = b (modn).

Nain ollenn on b-kantainen pseudoalkuluku. Voidaan osoittaa edelleen, ettd Carmichaelin lu-
vulle n patee
b" = b (modn)

myos tapauksessa $ytn) > 1. Tama kuitenkin sivuutetaan.

Kaantéen, jos: on b-kantainen pseudoalkuluku kaikilla $¥tn) = 1, niin supistamalla yhta-
l6sta
b" = b (modn)

b puolittain todetaan, etté on Carmichaelin luku.

Siis: Lukun on Carmichaelin luku jos ja vain jos on b-kantainen pseudoalkuluku kaikilla
b>1.

Esimerkki 3.5.7 Luku 561 = 3-11 - 17 on Carmichaelin luku (pienin sellainen). TAman totea-
miseksi olkoorb > 1 siten, etta syb, 561) = 1. Talloin

syt(b, 3) = syt(b, 11) = syt(b, 17) = 1.
Fermat'n pienen lauseen nojalla
v =1 (mod3), % =1(modll), b= (mod17).

Téasté seuraa, etta
b0 = (52)**° =1 (mod3),
K50 = (519)°° =1 (mod11),
B0 = (56)* =1 (mod17),
joten Lemmar8.3.5nojalla
b =1 (mod561).

Esimerkin ilmi6 ei ole sattumaa, silla yleisesti patee:
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Lause 3.5.8 Luku n on Carmichaelin luku jos ja vain joson muotoa
n=pi-pr
missép;:t ovat erillisia alkulukuja jap; — 1 | n — 1 kaikillai =1, .. ..

Todistus.Josn on vaadittua muotoa, niin yleistamalla EsimerRib.7paattely todetaan, etté
on Carmichaelin luku (harjoitustehtava). Kéanteisen vaitteen todistus on syvallinen; se joudu-
taan tassa sivuuttamaan.]

Huomautus Vuonna 1992 todistettiin, etta Carmichaelin lukuja on &aretén maara. Erityisesti
b-kantaisia pseudoalkulukuja on &aretdon maara kaikittal.

Pseudoalkuluvut ja alkulukutestaus

Pseudoalkulukuja kaytetaan hyvaksi pmbabilistisessa alkulukutestauksestama perustuu
siihen, ettd ehdon
b" = b (modn)

toteuttavia yhdistettyja lukuja on verrattain harvassa ja toisaalta on olemassa tehokkaita algorit-
meja, joilla kongruenssiehto voidaan nopeasti tarkistaa.

Esimerkki Tarkastellaan lukuja < 10'°. Naista tiedetaan:

e Alkulukuja on 455052512 kpl.

e 2-kantaisia pseudoalkulukuja on 14884 kpl.

Toisin sanoen luvuista < 101 lapaisee testin™ = 2 (mod n) noin 4.55 prosenttia ja naista
noin 0.003 prosenttia ei ole alkulukuja.

Millerin b-testi Oletetaan, etté > 2 on alkuluku. Talldinn — 1 on parillinen ja se on aritme-
tiikkan peruslauseen nojalla esitettavissa yksikasitteisesti muodossa

n—1=2°,
missét on pariton. Olkoorl < b < n. Fermat’'n pienen lauseen mukaan
v*~! =1 (modn).
Merkitsemallda = b"~1/2 kongruenssi saa muodon
a®> =1 (modn).
Oletuksen mukaan on alkuluku, joten (Lemma&.4.7)

a=1(modn) tai a=—1(modn).

33



Jos nyta = 1 (modn) jas > 2, voidaan péaattely toistaa. Talloin ehdosta
(b=V/M2 = 1 (modn)

seuraa Lemma8.4.1nojalla, ettéa

n—1

b+ =1(modn) tai b =1 (modn).

Yleisesti, jos _
b= H/2 =1 (modn)

indeksin arvoillaj = 0, ..., k, missék € {0,1,...,s — 1}, niin
b= D2 =1 (modn) tai " V" = —1 (modn).
Erityisesti, josk = s — 1, saadaan (kosk&:! = )
b' =1(modn) tai o' =—1(modn).

Siis, jos lasketaan luvuf, b, . .. ,b"%l, b1 modulon, niin alkuluvunn > 2 tapauksessa voi
esiintya vain vaihtoehdot:

(1) =Y/ =1 (modn) kaikillaj =0, ...,s;

(2) "D/ = —1 (modn) jollekin j = 1,...,s.

Esimerkki (a) Tutkitaan lukuas = 23 - 19799 + 1 = 158393. Nyt s = 3 jat = 19799. Maplen
mod-komentoa kayttaen saadaan

2! = 21979 = 96153 ( mod 158393).

Edelleen
2% = 961532 = 158392 = —1 (mod 158393).

Nain ollen lukun voi olla alkuluku.
(b) Tutkitaan lukuan = 2* - 19799 + 1 = 316785. Nyt s = 4 jat = 19799. Maplen mod-
komentoa kayttden saadaan

2! = 219799 = 188108 (mod 316785).
Edelleen

2% = 188108% = 51949 (mod 316785),

24 = 519492 = 7186 (mod 316785)

ja
28 — 9"3 = 7186% = 2641 ( mod 316785).

Koska2"z" # +1 (mod 316785), niin kyseessa ei voi olla alkuluku. Itseasiassa Maplen ifactor-
komentoa kayttden saadaan kanoninen e8it§385 = 3 - 5 - 72 - 431.
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Maaritelmé 3.5.9 Olkoonn > 2 pariton luku siten, etta —1 = 2°¢, miss& on pariton. Talldin
n lapéaiseeMillerin b-kantaluvun testinuvulle b > 1, jos

b' =1 (modn)
tai _
v’ = —1 (modn)
jollakin j =0,...,s — 1.

Edell& on todistettu:
Lause 3.5.10Josn on alkuluku jal < b < n, niin n |&paisee Millerinb-kantaluvun testin.

Millerin testin ideana on siis se, ettd maarataan lwbut. . , v parittomalle luvullen, josta ei
tiedeta onko se alkuluku vai ei! Jos saadaan yo. muotoa oleva lukujoukiotodennékdisesti
alkuluku.

Huomautus (a) Millerin testissa lasketaan ensin luku(modulon). Seuraava luku taulukon
vaakarivilla saadaan neli6imalla edellinen modulo

(b) Lukuja riittdéa laskea niin pitkaan, etta saadaan-1 (modn) olettaen, etta tama tapahtuu
. . e s . n—1 n—1 . . . .
viimeistaan potenssillez . Josb 2 = +1 (modn) ei pade niin n ei ole alkuluku.

Huomautus 3.5.11 Osa yhdistetyista luvuista lapéisee myds Millelitkantaluvun testin. On
helppo osoittaa, etté joson yhdistetty luku joka lapaisee Millertatestin, niinn onb-kantainen
pseudoalkuluku (harjoitustehtava).

Maaritelmé 3.5.12 Josn > 2 ei ole alkuluku, mutta se lapaisee Millertntestin, lukuan
sanotaar-kantaiseksi vahvaksi pseudoalkuluvuksi

Esimerkki Olkoonn = 2047, jolloin n — 1 = 2046 = 2 - 1023. Siiss = 1 jat = 1023. Nyt
21023 — (211)% — (2048)% = 1% = 1 (M0d2047).

Koska2047 = 23 - 89, niin 2047 on 2-kantainen vahva pseudoalkuluku.
Voidaan osoittaa, ettd myos vahvoja pseudoalkulukuja on &aretén méaaré kaikilla kantaluvuilla
b > 1. Kuitenkaan ei ole olemassa "vahvoja Carmichaelin"lukuja:

Lause 3.5.13Josn > 2 on pariton yhdistetty luku, niin lapaisee Millerirb-testin korkeintaan
2=L:lle kantaluvulleb joukosta{1,...n — 1}.

Todistus. Lause voidaan todistaa alkeellisin metodein, mutta todistus on ty6las ja vaatii kasit-
teistoa, jota tdssa vaiheessa ei ole kaytettavissa.

Lause3.5.13johtaa valittomasti tarkeagrobabilistiseen alkulukutestiin

Lause 3.5.14 (Rabinin testi)Olkoonn € N pariton. Valitaan umpimahkaain kertaab jou-
kosta{1,...,n — 1} ja suoritetaan kullakin kerralla Millerik-testi. Jos: on yhdistetty, niim
lapaisee kaikkk Millerin b-testia todennakoisyydelkd 4,
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Huomautus Jos Lauseessab5.14valitaank = 100, niin todennékdisyys sille, etté yhdistetty
luku tulkitaan alkuluvuksi on korkeintaatt!%° < 10-% ("tahtitieteellisen pieni"). Rabinin tes-

ti on yleisesti kaytetty testi todella suurten lukujen testaamiseen, silla voidaan riittdvan nopeasti
testata esimerkiksi 200-numeroisia lukuja. Alkulujen testaukseen on olemassa kirjava joukko
metodeja, joista osa on "probalistisia“ja osa "varmoja". Jos ns. yleistetty Riemannin hypoteesi
on tosi (kuten useat lukuteoreetikot uskovat), on olemassa tehokas Millerin testiin perustuva al-
goritmi jokavarmuudellaratkaisee sen onko luku alkuluku vai ei.

4 Multiplikatiiviset funktiot

4.1 Eulerin funktio ja Eulerin lause

Maéritelmé 4.1.1 Eulerin funktionp : N — N arvo ¢(n) ilmoittaa lukujena € {1,...,n}
lukumaaran, joille sy, n) = 1.

Esimerkki ¢(8) = 4, silla luvuistal, ..., 8 tAsmalleen luvut, 3,5, 7 ovat suhteellisia alkulu-
kuja luvun8 kanssa. Toisaalta(7) = 6, silla luvuistal, ..., 7 tdsméalleen luvut, 2,3,4,5,6
ovat suhteellisia alkulukuja luvunkanssa.

Huomautus Josn > 3, niin
2<¢(n)<n-—1.

Nimittain aina sytn,n) > 1jasyt(n —1,n) = 1.

Lemma 4.1.2 Olkoonn > 1. Talldin n alkuluku jos ja vain jog)(n) = n — 1.

Todistus. Harjoitustehtava. [J

Lemma 4.1.3 Olkoona = b (mod n). Talloin syfa,n) = 1jos ja vain jos sy, n) = 1.

Todistus. Oletetaan, etté sy, n) = 1. Talldin 1 = ak;, + nk, joillekin &, ko € Z. Toisaalta
kongruenssioletuksesta saadaan b = ksn. Sijoittamallaa = b + k3n saadaan

1= (b + kgn)kl + nk2 = bkl + (kgkl + /ﬂg)n

Nain ollen sytb,n) = 1. Kaanteinen implikaatio nahdaan vaihtamalla lukujeja b roolit
paattelyssa. [

Maaritelma 4.1.4 Redusoidulla jaanndssysteemilla moduldr.j.s modn) tarkoitetaan jouk-
koa A C Z, joka toteuttaa ehdot (i)-(iii):

(i) Joukossal on ¢(n) alkiota,
(i) syt(z,n) =1 kaikilla z € A,

(i) x #y (modn)ainakunz,y € A, x #y.
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Esimerkki 4.1.5 Joukko{1, 3,5, 7} onr.j.s. mod 8. Yleisesti, jos
a=1(mod8), b=3(mod8), ¢=5(mod8), d=7(mod8),
niin {a, b, ¢,d} onr.j.s. mod 8. Katso Lemn¥a1.7alla.

Lemma 4.1.6 Olkoon{ay, ..., asm } Ij.S. modulon ja olkoond € Z siten, etté syb,n) = 1.
Talloin joukko
A:={ba;|i=1,...,0(n)}

on r.j.s. modulon.
Todistus. Todistuksen idea samansuuntainen kuin t.j.s:n yhteydessa. Harjoitustehtava.

Lemma 4.1.7 Olkoon{ay, . .., agm)} I.j.s. modulon ja olkoonr; luvun a; jakojaannés modulo
n,i=1,...,¢(n). Tall6in joukko{ry,...,r4m) } on rj.s. modulon.

Todistus. Olkoon R = {ry,...,74@) }. Joukossak on selvastip(n) alkiota kunhan todetaan,
etté sen alkiot ovat pareittain ei-kongruentteja moduld@ehdaan antiteesi; = r; (modn)
joillekin i # j. Koskar; = a; (modn) jar; = a; (modn), saadaan transitiivisuuden ja
symmetrisyyden nojalla; = a; (modn). TAma on ristiriidassa r.j.s:n maaritelmén kanssa.

On viela todettava, ettéd gyt,n) = 1 kaikilla . Tama kuitenkin seuraa Lemmagtd..3 silla
syt(a;,n) = ljar; =a; (modn). O

Esimerkki Joukko{1,3,5,7} onr.j.s. mod 8. Nyt syB,8) = 1, joten joukko
A={1-3,3-3,5-3,7-3}
on r.j.s. mod 8. Joukod alkioiden jakojaannokset ovat
1-3=3(mod8) 3-3=1(mod8) 5-3=7(mMod8) 7-3=5(mod8)
Erityisesti,
3'1-3-5-7)=(1-3)3-3)(5-3)(7-3)=1-3-5-7(mod 8)
Nyt syt(1-3-5-7,8) = 1, joten supistussdannon nojalla
3*=1(mod8) eli 3°® =1 (mod8).

Huomautus 4.1.8 Kaikilla n € N, eras r.j.s. modula saadaan poimimalla ne luvut joukosta
{1,...,n—1}, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvunkanssa. Helposti nahdaan, etta joukon
{1,...,n— 1} alkioista voidaan muodostaa vain yksi r.j.s. modulo
Jos nimittain

A::{al,...,%(n)} C {1,...,n—1}
ja

BZ:{bl,...,b¢(n)}C {1,,n—1}
ovat molemmat redusoituja jadnnossysteemeja mody#oon olemassa € A, x ¢ B, niin

joukossa{ 1,...,n — 1} on ainaking(n) + 1 lukua, jotka kaikki ovat suhteellisia alkulukuja
n:n kanssa. Tama on ristiriidassa Eulerin funktion maéaritelman kanssa.
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Lause 4.1.9 (Eulerin lause)Josn € N jaa € Z siten, etta sy, n) = 1, niin

a®™ =1 (modn).

Todistus. Olkoon {74, ..., 74w} C {1,...,n — 1} rj.s. modn (Huomautust.1.§. Lemman
4.1.6nojalla joukko{ary, ..., arsm) } on r.j.s. modn. Josr; on luvunar; jakojaannds mod,
niin ar; = r; (modn) ja Lemmard.1l.7mukaan{ri,... v}, } C {1,...,n—1} onrj.smod
n. Huomautuksed.1.8nojalla

{r],... ,rfp(n)} ={r,... Tem)}-
Kertomalla joukot puolittain saadaan
L Ty = Th e T = (ar) -+ (argmy) = a®™ (7 -+ r()) (modn).
Mutta Sy(r - - - 74y, n) = 1 (Lemma3.3.9), jotenr, - - - 4,y Voidaan supistaa ja siten
a®™ =1 (modn).

O

Huomautus Eulerin lause on Fermat’n pienen lauseen yleistys, sill&jos alkuluku jap 1 a,
niin syt(p, a) = 1. Toisaaltap(p) = p — 1.

Eulerin lauseen soveltamiseksi tarvitsemme tietoa funktikéyttaytymisesta. Tata varten tar-
kastellaan seuraavaksin perusominaisuuksia.

Lemma 4.1.10 Olkoonp alkuluku jak € N. Tallgin
o(p") = p* —p*t.
Todistus.Olkoonz € N, 1 < z < p*. Koska
sytlx,p")>1 < plr < z=pkjollekink=1,2,...,p" "
niin ¢(p*) = pF —p*-1. O
Maaritelmé& 4.1.11 Funktiotaf : N — R sanotaararitmeettiseksi funktioksi
Esimerkki Funktioto, f(n) = n® ja g(n) = log n, ovat esimerkkeja lukuteoriassa esiintyvista

aritmeettisista funktioista.

Maaritelmé 4.1.12 Aritmeettinen funktiof on multiplikatiivinen jos

f(mn) = f(m)f(n)

aina kun sytm,n) = 1. Edelleenf ontaydellisesti multiplikatiivinefjos

f(mn) = f(m)f(n)

kaikilla m,n € N.
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Esimerkki Funktio f(n) = n®, « € R, on taydellisesti multiplikatiivinen , silla
f(mn) = (mn)® =m®n® = f(m)f(n).
Funktiog(n) = logn ei ole multiplikatiivinen, silla esimerkiksi
g(6) =log6 =log3 -2 =1log3+log2 # (log3)(log?2).
MyoOskaany ei ole taydellisesti multiplikatiivinen, silla jos: = 23 jan = 24, niin
p(mn) = ¢p(27) =27 — 20 =2.2°0 - 20 = 26 = 64,

mutta

p(m) =2° —22 =4
ja

p(n) =2 —2%=8.

Tutkitaan Eulerin funktion multiplikatiivisuutta esimerkin kautta. Olkeot= 4 jam = 3,

jolloin syt(m,n) = 1. Esitetdan luvut, . . ., 12 taulukkona
1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12.

Tassa kahden ensimmaisen pystyrivin luvut ovat suhteellisia alkulukuja 3:n kanssa, kolmannen
pystyrivin alkioista yksikaan ei ole suhteellinen alkuluku 3:n kanssa. Siis aingkiz) < 8.
Kahden ensimmaisen pystyrivin alkioista kummastakin tdsmalleen kaksi on suhteellisia alkulu-
kuja 4:n kanssa. Siisp#(12) = 4. Toisaaltap(4)$(3) =2 -2 = 4.

Lause 4.1.13Eulerin funktiog on multiplikatiivinen.

Todistus. On osoitettava, etté(mn) = ¢(m)¢(n) aina kun sytm,n) = 1. Oletetaan, etta

syt(m,n) = 1 ja esitetdan luvut, . . . , mn taulukkona
1 2 r .om
m+1 m + 2 m+r e 2m
2m +1 2m + 2 2m +r - 3m
n—1m+1 (n—=1)m+2 -~ (n—Lm+r - nm.

Tarkastellaan ensin sita, kuinka monnnen pystyrivin luvuista on suhteellinen alkulukun
kanssa. Olkoori < r < m ja oletetaan, ettd := syt(r,m) > 1. Taulukonr:s pystyrivi
koostuu luvuistakm + r, missa 0 < k < n — 1. Koskad | rjad | m, nind | km +r
kaikilla &£ = 0,...,n — 1. Siis, jossyt(r,m) > 1, niin yksikaanr:nnen pystyrivin luvuista ei
ole suhteellinen alkuluken:n kanssa.

Oletetaan, etta sfit, m) = 1 ja tarkastellaam:nnen pystyrivin lukuja. Nyt sykm +r,m) = 1
kaikilla k = 0,...,n — 1. Jos nimittéins | m jas | km + r jollekin s > 1, niin

s|(=kym+1-(km+r) eli s|r
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Talloin sytr,m) > s > 1, mik& on ristiriita. Siis kaikkir:nnen pystyrivin alkiot ovat suhteel-
lisia alkulukujam:n kanssa jos syt, m) = 1.

Tarkastellaan seuraavaksi sita, kuinka monnen pystyrivin alkioista on suhteellinen alkuluku
n:n kanssa jos syt, m) = 1. Oletuksesta syin, n) = 1 seuraa LemmaB.4.6nojalla, etté:n
pystyrivin alkiot muodostavat taydellisen jadnndssysteemin modalldin tdsmalleens(n)
kappaletta pystyrivin alkioista on suhteellisia alkulukuja kanssa (harjoitustehtava).

Koska joukossd, . .., m on tdsmallee(m) lukuar, joille patee sytr,m) = 1, on joukossa
{1,2,...,mn} tasmalleenp(m)o(n) lukuaz, joille syt(z,m) = 1 ja syfx,n) = 1. Mutta
syt(z,mn) = 1 jos ja vain jos sytr,m) = 1ja syfz,n) = 1 (ks. Lemma3.3.9, joten

¢(mn) = ¢(m)g(n).
O
Esimerkki Multiplikatiivisuuden nojalla

6(72) = §(2°3%) = §(2%)9(3%) = (2° — 2)(3% —3) =46 = 24.
Lause 4.1.14 (Eulerin funktion kanoninen kaava) Olkoon
n=pitepy

luvunn > 1 kanoninen esitys. TallGin

¢(n) = Hm Wd—nﬂl——

Todistus. Soveltamalla toistuvasti Lause#tal.13ja Lemmaed.1.10saadaan
o(n) = o(pi* - pir) = o1 )o(ps* - pr7) = -+ = o)) - d(p)
a Q. a. — . 1
= =) G = = e i (=) = e [0 - .
i=1 ’

OJ

Huomautus Lauseer.1.14esityksessa mielenkiintoista on se, etta lugin) maaraamiseksi
riittdéd tuntean:n alkutekijat, so. eksponenttejaei tarvitse tietaa.

Kanonisen kaavan avulla voidaan johtaa erilaisia Eulerin funktion ominaisuuksia:
Esimerkki 4.1.15 Osoitetaan, etté(n) on parillinen kaikillan > 2. Olkoon

a1 a
nipl ...pTT

luvunn > 2 kanoninen esitys. Lausednl.14nojalla

o(n) = [ (v Ihﬂ” 1),

=1
Jos luvullan on pariton alkutekijé;, niin p; — 1 on parillinen ja siisp(n) on parillinen. Jos taas

luvun n ainoa alkutekija or2, ts.n = 2%, niin oletuksen > 2 seurauksena; > 2. Talléin
291~ on parillinen ja siisp(n) on parillinen.
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4.2 Muita multiplikatiivisia funktioita

Summafunktior ja lukumaarafunktior maaritellaén asettamalla

o(n): = luvun n positiivisten tekijéiden summa,
7(n): = luvun n positiivisten tekijoiden lukumaara.

Huomautus Maaritelmissa triviaalit positiiviset tekijétja n lasketaan mukaan. Sisja 7 ovat

funktioita
o(n) = Z d
deN,d|n
ja
T(n) = Z 1.
deN,d|n

Lemma 4.2.1 Olkoonyp alkuluku jaa € N. Tall6in

T(p*) =a+1
ja
a+1
o P -1
o(p’) p—

Todistus. Luvun p® positiiviset tekijat ovatl, p, p?, . .., p®. Siis7(p®) = a + 1. Toisaalta, geo-
metrisen summan kaavaa kayttaen

1— a+1 a+1_1
l+p+p°+- 4p* = 1fp :pp—l'

OJ

Lemma 4.2.2 Olkootm, n € N siten, etta syin,n) = 1 ja olkoond € N. Talldin d | mn jos
ja vain jos on olemassa yksikasitteiset ludytd, € N siten, ettél; |m jad, |njad = dids.

Esimerkki Olkoonm = 4 = 2% jan = 15 = 3 - 5. Luvunmn = 60 tekijat voidaan kirjoittaa
luvun4 ja luvun15 tekijoiden tuloina seuraavasti:

1 = 1-1,2=2-1,3=1-3,4=22-1,5=1-5,6=2-3,10=2-5, 12=22.3,
15 = 1-3-5,20=22-5,30=2-3-5, 60=2%-3.5.

Erityisesti huomataan, ett§60) = 7(4)7(15).

Todistus.Implikaatio oikealta vasemmalle on iimeinen. Kaanteisen todistamiseksi voidaan olet-
taa, ettdn > 1jan > 1. Olkoot

m:pclll..p?’r Ja n:qlljlqgs
lukujen kanoniset esitykset. Koska &yt n) = 1, niin{p1,...,p, } N{q1,...,qs } =0 eli
mn = ptlll . p?’"qlljl . .q?S
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on tulonmn kanoninen esitys. Jas| mn, niin dk = mn jollekin & € N ja kanonisen esityksen
yksikasitteisyydesta seuraa, etta

a’ a b /
d:pll .Uprqul ...qgs’
missal < a} < a;ja0 <V <b;kaikillai=1,...,rjaj=1,...,s Merkitaan
a’ a’ . b’ /
dlzpll...prr Ja d2:Q11"'(]25-

Talldin dy | m, ds | n jadids = d. Lukujend; ja d, yksikasitteisyys seuraa Aritmetiikan perus-
lauseesta. [

Lause 4.2.3Funktioto ja 7 ovat multiplikatiivisia.
Todistus.Olkoot m,n € N siten, ettd sytn,n) = 1. Lemman4.2.2 nojalla jokaistad €

N vastaa yksikasitteinen tuloesityls= d;d,, missad;,ds € N, d; | m ja ds | n. N&in ollen
osittelulain nojalla

o(mn) = Z d= Z didy = Z dy Z dy = o(m)o(n).

deN,d|mn di,d2€N,dq | m,d2 |n di1€N,dy |m d2€N,da | n
Toisaalta
T(mn) = E 1= g 1 g 1=71(m)r(n).
deN,d ‘ mn d1€N,dy | m  d2€N,ds ‘ n
O

Seuraus 4.2.40lkoon
n = pllll .. .pg‘T

luvunn > 1 kanoninen esitys. TallGin

ja

Todistus. Multiplikatiivisuuden ja Lemmai.2.1nojalla

T

T(n) =71 - pi) =TV )T p) = =T - T(pr) = H(az- +1).

Toinen vaite vastaavasti. [J
Muinaiset kreikkalaiset maarittelivat taydellisen luvun seuraavasti:

Maaritelma 4.2.5 Lukun € N ontaydellinenjoso(n) = 2n.
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Esimerkki Luvut 6 ja 28 ovat taydellisia, silla

o(6)=1+2+3+6=12 ja o(28) =1+4+2+4+ 7+ 14+ 28 = 56.

Parilliset tAydelliset luvut voidaan karakterisoida seuraavasti:

Lause 4.2.6Lukun > 1 on parillinen taydellinen luku jos ja vain jos
n=2"1(2° — 1),

missédp > 2 siten, ett&? — 1 on alkuluku.

Huomautus Jo Euklides tunsi implikaation oikealta vasemmalle. Kaanteisen implikaation to-
disti Euler.

Todistus. Implikaatio oikealta vasemmalle harjoitustehtava.

Kaanteisen implikaation todistamiseksi oletetaan setié parillinen taydellinen luku, eti(n) =
2n. Esitetddm muodossa = 2°¢, missas € N ja ¢ on pariton. Koska syp®,¢) = 1, saadaan
Lauseert.2.3ja Seurauksed.2.4nojalla

o(n) = o(2%) = a(2%)o(t) = (2°T — D)o (t).
Muttan on taydellinen, joten
(25T — Do (t) = 2n = 25T, (16)

Koska syf2°*1, 2571 — 1) = 1, Lemman2.3.2nojalla2s™ | o(t). Siiso(t) = ¢2°*! jollekin
g € N. Sijoittamallac:n esitys yhtal66ni6) saadaan

(2s+1 _ 1)q28+1 — 2S+1t.
Siis
(25t —1)g =1,
jotenqg | t, ¢ < t. Osoitetaan, ettd = 1. Jos olisig > 1, niin luvulla ¢ olisi ainakin positiiviset
tekijat1,¢ jag. Talldino(t) > t + g + 1. TAma on ristiriidassa yhtalon
t+qg= (2" —1)g+q=q2"" = 0o(t)

kanssa. Nain ollep = 1, ¢ = 25! — 1 jao(t) = 2°7'. Koskaco(t) =t + 1, niin¢t = 257! — 1
on alkuluku ja
n = 25(25T — 1),

Voidaan siis valitgp = s + 1 ja vaite patee. [

Huomautus Tiedetaan, ettd” — 1 voi olla alkuluku vain silloin kurp on alkuluku (harjoitus-
tehtava). Lausee.2.6nojalla parilliset taydelliset luvut vastaavat yksi-yhteen mu@a 1
olevia alkulukuja.

Maaritelméa 4.2.7 Muotoa
M, :=2" -1, palkuluku

olevia lukuja kutsutaalersenne-luvuiksdos)M,, on alkuluku, sitéa sanotadviersenne-alkuluvuksi
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Huomautus Suurimmat tunnetut alkuluvut ovat jo pitkd&n olleet Mersenne-alkulukuja. Tama
johtuu siita, ettd Mersenne-lukujen alkulukutestaukseen on olemassa hyvin tehokkaita testeja.
Syyskuussa 2006 I6ydettiin toistaiseksi suurin tunnettu alkuluku

M232582657 - 2232582657 — 1.

Tassa luvussa on Wi8 miljoonaa desimaalia. Mersenne-alkulukuja tunnetaan lokakuussa 2007
44 kappaletta. Toistaiseksi ei ole kyetty todistamaan sita, ettd Mersenne-alkulukuja olisi &aretén
maara.

Mité tiedetdan parittomista taydellisista luvuista?

Esimerkki 4.2.8 Osoitetaan, etta parittomalla taydellisella luvulla on vahintaan kolme alkute-
kijaa.
Todetaan ensin, etta alkuluvun potenssi ei voi olla pariton taydellinen luku. Olkoenp?,

missép > 2 on alkuluku jaa € N. Tallgin
pa+1 -1 pa+1 np n n

< = =
p—1 p—1 p-1 1—1% 1—

Nain ollenc(n) # 2n eli n ei ole taydellinen luku.

Oletetaan seuraavaksi, ettzon muotoan = p®q®, missap ja ¢ ovat parittomia alkulukuja ja
a,b € N. Talléin multiplikatiivisuuden nojalla

a+l _ 1 b+1 1 a+1 b+1
o(n) = (p )(q ) _ P4 __ npg

(p—1)(g—1) p—1D(e—-1) (-1)(¢—-1)
n n 15

I=p)0=9) " A-pHa-3 8

Siisa(n) # 2n eli n ei ole taydellinen luku.

Huomautus Esimerkird.2.8tapaisen vaitteen todistaminen muuttuu (hieman yllattden) nopeas-

ti hyvin komplisoiduksi alkutekijoiden lukumé&&ran kasvaessa; jo vahintdan kahdeksan alkute-
kijan olemassaolon todistaminen vaatii noin 200 sivua. Liséksi tiedetaan mm. se, ettei yhtaan
paritonta taydellista lukua: 103%° ole olemassa. Yleisesti uskotaankin ettei parittomia taydel-
lisia lukuja ole lainkaan olemassa!

5 Kryptologia

Tarkastelemme seuraavaksi kongruenssiin perustuvien kryptaus- eli salakirjoitusmetodien kehi-
tysta.

Tassa luvussa

e P on selvatekstin (plaintext) kirjain (tai kirjainyhdistelm&) numeromuodossa,;

e (' on kryptotekstin (cryptotext, riphertext) kirjain (tai kirjainyhdistelm&) numeromuodos-
sa.
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Kryptaus perustuu siihen, ettd muunnamme ensin kirjaimet numeroiksi. Yksinkertaisuuden vuok-
si kdytamme englantilaisiin aakkosiin perustuvaa kirjain-numero-vastaavuutta

)

0
1
2
3
4
= 5
6
7
8
9

NS XSSO T2 N QoW
I
o

5.1 Yksidimensionaalinen affiini kryptausmuunnos

Esimerkki Julius Caesar kaytkiryptausmuunnosta

C=P+3(mod26) 0<C <25

Siis
Selvateksti: A B C D FE X Y Z
0o 1 2 3 4 23 24 25  MUUNNOS
3 4 5 6 7 0o 1 2
Kryptoteksti: D EF F G H A B C



Dekryptausmuunnosaadaan ratkaisemalfa muuttujanC' funktiona kryptausmuunnoksesta,
ts.
P=C-3(mod26) 0< P <25.

Yleisesti 1-dimensionaalisessa affiinissa kryptausmuunnoksessa selvatekstinfkinainte-
taan kryptotekstin kirjaimeksi’ ehdolla

C=aP+b(mod26) 0<C <25 (Kryptausmuunnos)

misséa, b € {0,1,...,25} ovat vakioita siten, ettd sit, 26) = 1. Talldin dekryptausmuun-
nokseksi saadaan (harjoitustehtava)

P=a(C —b)(mod26), 0< P <25 (Dekryptausmuunnos)

misséaa on luvuna kdanteisluku modulo 26.

Esimerkki Olkoon
C=7P+10(mod26) 0<C <25. a7

Nyt syt(7,26) = 1 ja kaanteisluvuksi saadad@n= 15 modulo26, silla7-15 = 105 = 4-26+1.
Siis dekryptausmuunnos on muotoa

P =15(C —10) = 15C — 150 = 15C + 6 (mod 26) 0 < P < 25. (18)

(Muunnoksen kertoimet esitetdén jakojddnndsten modulo 26 avulla).
(a) Kryptataan sana PLEASE muunnoksell@)(

P L E A S FE
15 11 4 0 18 4

!
11 9 12 10 6 12

L J M K G M
Tassé esimerkiksi selvatekstin muuttujan arvétla- 4 (selvatekstin kirjain®) saadaan
C=7-44+10= 12 (mod 26)

eli vastaava kryptotekstin arvo @n= 12.
(b) Dekryptaus suoritetaan muunnoksell&)(

L J M K G M
11 9 12 10 6 12

|
5 11 4 0 18 4
P L E A S FE
Tassa esimerkiksi kryptotekstin muuttujan arvalla= 10 (kryptotekstin kirjaink’) saadaan

P=15-10+6 = 0 (mod 26)
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eli vastaava selvatekstin kirjain oh

Huomautus Yksidimensionaalinen affiini kryptausmuunnos ei kelpaa vakavasti otettavaksi kryp-
tausmetodiksi, silla erilaisia muunnoksia on vain

26¢(26) = 26¢(2)$(13) = 26 - 12 = 312 kpl.

Ne voidaan kaikki helposti lapikayda tietokoneella.

5.2 Modulaarista matriisialgebraa

Hill kehitti 1930-luvulla affiiniin muunnokseen perustuvan lohkosalakirjoitusmenetelman. Kryp-
tataan malliksi teksti THE GOLD ns. @mensionaalisella Hillin lohkosalakirjoitukselld.ata
varten teksti ryhmitellaan kahden kirjaimkrhkoiksi

TH FG OL DX
197 46 1411 323.

Tasséa ylimaaraineX on lisatty, jotta viimeisessakin lohkossa on kaksi kirjainta.
Kryptataan yllaoleva teksti muunnoksella

Ci =5P, +17h, (mOd 26)

missapP;, P, on selvatekstin lukupari (lohko) j@;, C; on sité vastaava kryptotekstin lukupari
(lohko). Esimerkiksi, selvatekstin ensimmainen loHko7 muunnetaan lohkoksi, 25, silla

C;=5-19417-7= 214 = 6 (mod 26)
Ch=4-19+15-7 = 181 = 25 (mod 26)

Tahan tapaan kryptaamalla saadaan:

TH FEG OL DX
197 46 1411 323

l
625 182 2313 1619

GZ SC XN QT.

Dekryptauksen suorittamiseksi on kyettava ratkaisemaan ns. modulaarinen yhtélopari

CQ = 4P1 -+ 15P2 (mOd 26)

kun( ja Cs tunnetaan. TAma onnistuu lineaarialgebrasta tutulla tavalla laajentamalla kongruens-
sin idea matriisialgebraan.

(P e
po(B)oo- (G acimm,
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eli lohkot ilmaistaan 2-ulotteisilla pystyvektoreilla ja muunnos anneaatikokonaislukumatriisin
avulla. Nyt Hillin muunnos voidaan esittdd muodossa

C' = AP (mod 26)

kun kongruenssi laajennetaan matriiseille seuraavasti:

Maaritelma 5.2.1 Olkoonm € N ja olkootA, B € M, 1(Z), ts. A ja B ovatn x k-matriiseja,
joiden kertoimety;; ja b;; ovat kokonaislukuja. Tall6in merkitaan

A= B (modm)
jos

i = bij (mOdm)
kaikilai=1,...,njaj=1,..., k.
Lemma 5.2.2 Olkoot A = A’ (modm) ja B = B’ (modm). Tallgin

A+B=A"+B (modm) ja AB= A'B'(modm)
kunhanA ja B ovat tyypiltaan sellaiset, etta matriisien summa ja tulo ovat maariteltyja.
Todistus. Lemman vdite seuraa rutiininomaisesti matriisien yhteen- ja kertolaskujen maaritel-
mista. Todetaan malliksi yhteenlaskua koskeva véite. Olkoot', B, B’ € M, ;(Z). Matriisin
A+ B (i,7):s kerroin ona;; + b;; ja matriisin A" + B’ (i, j):s kerroin ona;; +' b;;. Koska
aij = a;; (modm) jab;; = b}; (modm) kaikilla i, j, niin
aij + by = aj; + by; (modm)

kaikillaz,j. O
Lemma 5.2.3 Maaritelmanb.2.1kongruenssi on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. Véaitteet seuraavat valittomasti kokonaislukukongruenssin vastaavista ominaisuuksis-
ta. Todetaan malliksi transitiivisuus: Olkodt = B (modm) ja B = C (modm) €eli a;; =

b;; (modm) jab;; = ¢;; (modm) Kaikilla 7, j. Transitiivisuuden nojalla;; = ¢;; (modm),
jotenA =C (modm). O

Kaanteismatriisi modulo m Palautetaan mieleen, kuinRax 2-matriisin kdadnteismatriisi saa-
daan aikaan. Olkoon
a b
a=(0n)

misséa, b, ¢, d € Z siten, ettéalet A = ad—bc # 0. Tassa erikoistapauksessa adjungoitu matriisi

adj A on muotoa
T
. d —c d —b
ad‘]A:(—b a ) :(—c a )
ja A:n kdanteismatriisid ! saadaan yhtalosta

I
det A

adj A. (19)

Huomautus Kaanteismatriisin kaavid @) patee yleisesti matriiseilld € M, ,,(R), det A # 0,
ks. Lineaarialgebra.
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Lause 5.2.40lkoon A € M,, ,(Z) ja olkoon sytdet A, m) = 1. Talloin
AA=1T1(modm) ja AA=1I(modm),

missa -
A :=det A(adj A)

jadet A on determinantinlet A kaanteisluku modulan.

Todistus. Koska sytdet A,m) = 1, ondet A # 0, silla voidaan olettaan > 1. Yhtalosta/L9)
saadaan
Aadj A) = (adj A)A = (det A)I.

Kertomalla puolittain luvullalet A saadaan
det A(A(adj A)) = det A((adj A)A) = det A((det A)I).
Kayttamalla tunnettuja matriisien laskusaantoja
a(XY) = (aX)Y = X(aY)
(tassaX jaY matriiseja,o skalaari) saadaan
A(det A(adj A)) = (det A(adj A))A = (det A(det A))I.
Muttadet A(det A) = 1 (modm), joten
(detA detA)I = I (modm).

Lauseen vaitteet seuraavat matriisikongruenssin transitiivisuudesta (LBraja [
Nimitys Matriisia A kutsutaan matriisinl kaanteismatriisiksi modulor.

Sovelletaan Lauset@a2.4dekryptaukseen Hillin kryptausmuunnoksen
C' = AP (mod26)

tapauksessa, kuA € M, (Z) siten, ettd sytlet A,26) = 1. Kertomalla puolittain kéanteis-
matriisilla modulo 26 saadaan
AC = AAP (mod26).

Toisaalta Lausee®b.2.4mukaan -
AA =T (mod26),

joten
AAP = IP = P (mod26).

Matriisikongruenssin transitiivisuuden nojalla

AC = P (mod 26). (Dekryptausmuunnos)

()
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saadaan kryptotekstin lohkosta
Cy
Cy
P = AC (mod 26)

avulla ottaen huomioon sen, efia< P, < 25, 1 = 1,2. Kdanteismuunnoksen maaraaminen
edellyttaa siis matriisin

muunnoksen

A = (detA) adj A (mod 26)
laskemista.
Esimerkki Tarkastellaan dekryptausta aiemman esimerkin

4 517\ (P
= d 26
(c) = (115) () troa2s
tapauksessa. Nytet A = 5-15—4-17=T7jadet A = 15,silla15-7 -1 = 104 = 4 - 26.
Adjungoiduksi matriisiksi saadaan

. 15 =17
adj A = ( 4 5 ) ,
joten

- — . 15 —17 225 =255\ _ (17 5
A:detAade—15<_4 5)_(—60 75):<18 23>(m0d26)

Siis dekryptausmuunnos on muotoa
P\ (17 5 Ch
<p2) _ ( e ) (O) (mo0d 26)

P = 1701 + 502 (mOd 26)
P, = 18C% + 23C5 (mod 26)’

missal < P, < 25ja0 < P, < 25. (Tassa tarvitaan matriisien kertolaskun maaritelmaa!)

eli yhtaloparina

Dekryptataan malliksi kaksi ensimmaista lohkoa

6 i 18
25 J 2 )
Ensimmaisessa tapauksessa saadaan

P =17-6+5-25 =227 =19 (mod 26)
P,=18-6+23-25 =683 =7 (mod 26)

Jalkimmaisessa tapauksessa
P =17-18+5-2 =316 =4 (mod 26)
P,=18-18423-2 =370 =6 (mod 26)

Huomautus Edella esitetty yleistyy ilman ongelmia dimensiao> 2. Hillin n-dimensionaalinen
krytausmuunnos voidaan murtaa, jos tunnetadpl kryptotekstilohkoja ja niita vastaavat
selvatekstilohkoa.
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5.3 Pohlig-Hellman exponenttisalakirjoitus

Pohlig ja Hellman esittelivat 1978 neksponenttisalakirjoitusmenetelmavietodin lahtékoh-
tana on lohkominen, mutta lohkon koko maarataan seuraavasti:

Liitetdan kuhunkin kirjaimeen 2-numeroinen luku kirjoittamalla alkuun tarvittaessa nolla, siis
esim.A =00, B=01,....

Valitaan alkulukup > 25 ja lukue € N siten, etta sye,p — 1) = 1. Selvatekstin kirjaimia
vastaavaR-numeroiset luvut ryhmitellaéam-numeroisiin lohkoihin, miss& € N on suurin
luku, jolle jokainen lohko< p. Siis esimerkiksi

25 < p <2525 = m = 1 (lohkossa 1 kirjain)
2525 < p < 252525 = m = 2 (lohkossa 2 kirjainta)
252525 < p < 25252525 = m = 3 (lohkossa 3 kirjainta)

Kukin selvatekstin lohkoXm-numeroinen luku) kryptataan muunnoksella

C=P°(modp), 0<C <P (Kryptausmuunnos)

Esimerkki Olkoonp = 2633 ja olkoone = 29, jolloin syt(e,p — 1) = 1. Nyt m = 2, ts. lohkot
ovat 4-numeroisia. Kryptataan teksti THIS IS AN EXAMPLE (loppuun lisatdan kirjaimia X
tarpeen mukaan):

TH IS IS AN FEX AM PL FEX
1907 0818 0818 0013 0423 0012 1511 0423

| C=P¥(mod2633)0<C <2633 |
2199 1745 1745 1206 2437 2425 1729 2437
Esimerkiksi1907%° = 2199 (mod 2633).

Miten dekryptaus suoritetaan?

Lause 5.3.10lkoonp > 25 alkuluku jae € N siten, etté sy, p — 1) = 1. Talldin exponenti-
aalisella muunnoksella
C=P°(modp), 0<C <p,

tuotettu kryptoteksti saadaan dekryptattua muunnoksella
P=C"(modp), 0< P <np,
misséad on luvune kaanteisluku modulp — 1.

Todistus. Olkoond = & modulop — 1. Talldinde = 1 (modp — 1) elide = 1 + k(p — 1)
jollekin £ € N. Jos
C' = P° (modp),
niin
1= (Pe)d = ped = pltkle-1) = P(Pp_l)k = P (modp),
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silla Fermat'n pienen lauseen mukafr! = 1 (modp). Huomaa, etté P oletuksenP < p
seurauksena, koska voidaan olettaa, Btté 0 (TapausP = 0 triviaali). O

Esimerkki Maaratdan dekryptausmuunnos edellisen esimerkin tilanteessa. Sii®633 ja
e = 29. Nyt kongruenssin

29d = 1 (mod 2632), 0 < d < 2632,
ratkaisuksi saadaah= 2269. Siis dekryptausmuunnos on
P = C?*% (mod 2633).
Suorittamalla dekryptaus saadaan
2199 1745 1745 1206 2437 2425 1729 2437

| P=0C*% (mod2633)0< P <2633 |
1907 0818 0818 0013 0423 0012 1511 0423

Huomautus Luku e on ns.kryptausavainJose ja p tunnetaan, kryptaus ja dekryptaus onnis-
tuvat "nopeasti"suurillakin luvuilla, silla modulaarisen potenssiinkorotuksen suorittamiseksi on
olemassa tehokkaita algoritmeja. llman avamtiekryptaaminen ei onnistu vaikka lukolisi
tiedossa.

5.4 RSA-salakirjoitus

Rivest, Shamir ja Adleman kehittivat 70-luvun lopulla eksponenttisalakirjoituksesta version,
jossa kryptausavain voi olla julkisesti tiedossa ilman, etta dekryptaus onnistuu.

Olkoonn = pq, missép ja g ovat (kaytannéssa hyvin suuria) alkulukuja. Valitaag IN siten,
ettad syte, p(n)) = 1.

Kuten edelld, selvatekstin kirjaimet korvataan 2-numeroisilla luvuilla ja ryhmitellaan lohkoihin
siten, etta ehtd < n patee kaikille selvatekstilohkoill®. Nyt kryptausmuunnos on muotoa

C=P°(modn), 0<C <n.

Lause 5.4.10Ilkootp ja g erilliset alkuluvut jan = pq. Olkoone € N siten, etta sy, ¢(n)) =
1. Tallgin kryptausmuunnoksella

C=P(modn), 0<C<n
tuotettu kryptoteksti saadaan dekryptattua muunnoksella
P=C%(modn), 0<P<n,

missad on luvune kaanteisluku module(n).

52



Todistus. Kaanteisluvun maaritelmasta seuraa, ettéd 1 + k¢(n) jollekin k£ € N. Oletetaan,
ettdC = P° (mod n) ja jaetaan tarkastelu kahteen osaan seuraavasti:

1° Tapaus sytP, n) = 1: Eulerin lauseen mukaan
P?™ =1 (modn),

joten
Ct = (Pe)d = ple = pltho(n) = P(P‘Z’("))k = P (modn).

2° Tapaus sytP,n) > 1. Tallgin luvulla P on alkutekijand tai . Olkoon esimerkiksp | P.
KoskaP < n,onP = pi, missdl < i < ¢— 1. Nain olleng t P, joten Fermat’n pienen lauseen
nojalla

P! =1 (modgq).

Eulerin funktiolle pateep(n) = ¢(p)d(q) = (p — 1)(g — 1), joten
pem) = pe-be=b) = (pi=1yp=1 = 1 (mod ).

KoskaC' = P¢ (modg), saadaan
C? = P (modq) (20)

kuten tapauksessa. ToisaaltaC' = P¢ (mod p), joten
C'= P = (pi)**=0=pi =P (modp). (21)
Yhdistamalla'20) ja (21) saadaan Lemman 3.3.5 nojalla
C* = P (modn).
OJ

Huomautus (a) Oletetaan, ettd RSA:n kryptokoodia tutkiva kryptanalyytikko I6ytaa kryptatun
luvun C, joka ei ole suhteellinen alkuluku moduloluvunkanssa. Tallin kryptanalyytikko
pystyy faktoroimaan luvum laskemalla Euklideen algoritmilla luvun $¢t, n), joka onp tai

g. Kuinka todennakoista on, etta tallainen luku 16ytyy?

LukujaC € {0,1,...,n — 1}, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun= pq kanssa, on
¢(n) =(p—1)(¢—1)
kappaletta. Siis vaaditun ehdon toteuttavia lukuja on
n—o¢n)=pg—(p-1(g-1)=pg—pg+p+qg—1=p+q-1
kappaletta. Naiden osuus luvuis$tal, ..., n — 1 on likim&arin

+q+1 + 1 1
ptat+l ptag_ 1

pq pq q p

Tyypillisesti vaaditaan, etta luvuytja ¢ ovat molemmat suurempia kui®'?°? Talldin kysytty
todennakaoisyys on korkeintaan 101,
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(b) RSA:ssa luvunl ratkaiseminen edellyttdd(n):n tuntemista. Huomaa, etté{n):n selville
saaminen on yhta helppoa/vaikeaa kuin on luxifaktoroiminen:

1° Josn = pq tunnetaang(n) = (p — 1)(q — 1).

2° Jos¢(n) tunnetaanp ja ¢ saadaan yhtaloparista

{p+q=n—¢(n)+1
p—q=+/(p+q?—4n.

Naista ylempi saadaa#(n):n multiplikatiivisuusehdosta

p(n)=@p—-1)(¢g—1)=pg—p—q+1

ja alempi on trivialiteetti
(p—a)® = (p+9)?*—4pq
Esimerkiksi jos tiedetdan, etté{n) = 2436 jan = 2537, niin n:n kanoninen esitys saadaan
yhtaloista
p+q=2537— 2436 + 1 = 102
p—q=+1022 — 42537 = /256 = 16.

Laskemalla puolittain yhtee2p = 118 eli p = 59 ja sijoittamalla saadaan= 43.

Esimerkki Olkootp = 43, ¢ = 59, jolloin n = 43 - 59 = 2537 ja
d(n) = (43 — 1)(59 — 1) = 2436.

Nyt 2525 < n < 252525, joten kukin lohko sisaltaéa kaksi kirjainta. Tulkitaan koodi
0095 1648 1410 1299 1084 |,

kun tiedetdén etta kryptaukseen on kaytetty avainta 13. Koska luvut ovat pienia, dekryp-
tausavain pystytaan ratkaisemaan yhtalosta

ed =1 (mod ¢(n))

eli yhtalosta
13d = 1 (mod 2436).

Ratkaisuksi saadaah= 937. Siis dekryptausmuunnos on
P = 0% (mod2537), 0< P < 2537.

Laskemalla kutakin luku&' vastaavat selvatekstin lohkétsaadaan

95%7 = 1520 (mod2537) = PU
1648%7 =111 (mod2537) == BL
1410%7 = 802 (mod2537) =  IC
1299%7 = 1004 (mod2537) = KE
108497 = 2423 (mod2537) = Y X

Siis salattu viesti on muotoa PUBLICKEY (X).
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Esimerkki onolennaisella tavalla harhaanjohtava; RSA:n kayttokelpoisuus perustuu nimeno-
maan siihen, ettd:ta ei saada selville:sta, kun kaytetyt luvut ovat tarpeeksi suuria!

Huomautus RSA on esimerkki ngulkinen avain (public key)-salakirjoitusmenetelmastal-

le luonteenomainen piirre on se, etta kryptausavaimen (tassa lukupgriunteminen ei johda
dekryptausavaimen tuntemiseen (tassa lukupaf), jos p ja ¢ ovat riittavan suuria. RSA:n
julkisuus perustuu siihen, ettd alkulukutestaus on huomattavasti nopeammin toteuttavissa kuin
faktorointi (=kanonisen esityksen etsiminen). Kaytdnndssa kryptausavain voi olla monilla ta-
hoilla yhteinen kunhan kullakin on oma dekryptausavaimensa, ks. Rosen, ss. 261-264.

6 Primitiivijuuret
6.1 Perusominaisuudet
Kertaluku Olkoonm € N ja olkoona € Z siten, ettd sy, m) = 1. Eulerin lauseen mukaan

a®™ =1 (modm).

Siis joukko
A={keN:d" =1 (modm)}

on epatyhja. Joukod pieninta alkiota sanotadavuna kertaluvuksi modulen, ja sille kayte-
taan merkintdard,,a. Siis

ordy,a =min{ k € N | a* =1 (modm)}.

Esimerkki Esimerkiksiord,;2 = 3, silla
2! =2 (mod7), 2°=4(mod7), 2°=8=1(mod7).
Vastaavastird;6 = 2, silla6? = 36 = 1 (mod 7).

Lemma 6.1.1 Olkoonm € N jaa € Z siten, ettd syu, m) = 1. Talléin z € N toteuttaa
ehdona® = 1 (modm) jos ja vain josord,,a | z.

Todistus.Josord,,a | z, niin z = k - ord,,a jollekin £ € N. N&in ollen
a® = gFordma = (qordmayk = 1k = 1 (mod m).
Olkoon kaantden® = 1 ( mod m). Jakoyhtalén mukaan
r=q-ordpa+r, 0<r<ord,a.

Saadaan
a:E _ aq.ordma—i-'r — (aordma)qa'r = a'r (mod m)

Siisa” = 1 (modm). Mutta0 < r < ord,,a, joten kertaluvun maaritelman nojalta= 0. Siis
ordypalz. O
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Seuraus 6.1.20lkoonm € N jaa € Z siten, ettd sy, m) = 1. Talloin ord,,a | ¢(m).

Todistus. Véite seuraa Eulerin lauseesta ja Lemm#ésial [

Esimerkki Maaratdamrd;; 5. Nyt ¢(11) = 10, jonka positiiviset tekijat ovat 1, 2, 5 ja 10. Nama
ovat ainoat ehdokkaat luvuksid;;5. Tutkimalla potenssit 2 ja todetaan

5=3(modl1l) ja 5°=3-3-5=45=1(mod1l).
Nain ollenord;;5 = 5.

Maéritelmé 6.1.3 Olkoonm € N jaa € Z siten, ettd sy, m) = 1. Talldin a on primitiivi-
juuri modulom, jos
ord,,a = ¢(m).

SopimusJatkossa puhuttaessa kertaluvustd,,a tai primitiivijuurestac modulom oletetaan
automaattisesti, ettd ehto &ytm) = 1 on voimassa.

Huomautus Ehdostas* = 1 (modm), k € N, seuraa ehto sy, m) = 1. Jos nimittain
a®* =1 (modm), niina®*—1=mlelia-a*~! —ml = 1. Vaite patee Seurauks@rl.Znojalla.

Huomautus 6.1.4 Olkoona = b (mod m). Talléin ord,,a = ord,,b olettaen, etté kertaluku on
olemassa (harjoitustehtava).

Esimerkki Luvullam € N ei valttamatta ole primitiivijuurta. Esimerkiksi luvulla 8 ei ole, silla
ehdokkaat primitiivijuuriksi luvuistd, ..., 7 ovat 3, 5 ja 7. Naille patee

ordgl =1, ordg3 = ordsh = ords7 =2 < 4 = ¢(8),

silla
3?=5"=7"=1(mod8).

Lemma 6.1.5 Olkoonr primitiivijuuri modulo m. Talléin joukko
{rr? ... ,r¢(m)}
on redusoitu jddnndssysteemi modulo m.

Todistus.Huomaa, etté syt’, m) = 1 kaikilla i € N, sillar’:n alkutekijajoukko on sama kuin
r:n alkutekijdjoukko ja toisaalta syt m) = 1. Riittda osoittaa, etta

r* Z 17 (modm)

ainakuni,j € {1,...,¢0(m)}, i # j. Tatd varten oletetaan vastoin véitetta, etta

r' =77 (modm),
missé& > jjai,j € {1,...,¢(m)}. Talldin

r = 7' =iy (modm).
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Mutta sy{r/, m) = 1, joten supistussaannon seurauksena
777 =1 (modm).

Tama on ristiriidassa ehdomd,,,r = ¢(m) kanssa, silld <i—j < ¢(m). O

Esimerkki (a) Luvulla 7 on primitiivijuuri 3. Nimittéing(7) = 6, joten kertalukuehdokkaat
ovat 2, 3 ja 6. Saadaan
32 =2(mod7), 3°=6(modT7),

jotenord;3 = 6 = ¢(7). Myds 5 on primitiivijuuri modulo 3.

(b) Tarkastellaan Lemma.1.5 vaitetta primitiivijuurten 3 ja 5 (modulo 7) tapauksessa. Nyt

¢(7) =6ja
3'=3(mod7), 3?=2(mod7), 3*=6(mod7),
3'=4(mod7), 3°=5(mod7), 3°=1(mod7).

Toisaalta
5! =5(mod7), 5*=4(mod7), 5°=6(modT7),
5*=2(mod7), 5 =3(mod7), 5°=1(modT7).

Huomaa, etta
#(7)

32 =—1(mod7) ja 5@5—1(m0d7).

Seuraus 6.1.60letetaan, ettéa luvullas € IN on primitiivijuuri . TallGin

¢(m)

r-z =—1(modm).

Todistus. Harjoitustehtava. [
Kuinka monta primitiivijuurta luvullam on, jos niitd on olemassa?
Josk € N ja ord,,a on maaritelty, niin

(ak)ordma — (aordma)k =1 (mOd m)

Siis on selvaa, etta
ord,,a* < ord,,a.

Mika on tarkka tulos?

Lause 6.1.70lkootm, k € N jaa € Z siten, ettd sy, m) = 1. Tall6in

ord,,a
syt(ord,,a, k)

ord,,a* =
Erityisestiord,,a® | ord,,a.

Todistus. Olkoot s = ord,,a*, t = ord,a jau = syt(t, k). Valitaant,, k; € N siten, etta
= ut, jJa k = uk;. On osoitettava, etta= t;. Koska

(a*)t = (aukl)g = a"' = (a")" =1 (modm),
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niin Lemmar6.1.1nojallas | t;. Toisaalta

a** = (a*)* =1 (modm),
jotent | ks (Lemma6.1.1). Siisut; | uk;s eli ¢, | k1s. Lemman 3.1.6 nojalla

t k
Syt(thkl) = Syt(aa 5) = 17

joten Lemman 2.1.8 mukaan | s. N&in ollens = t; eli

& t ord,a
ordp,a" =s=1 =— = —————.
u  Syf(ord,a, k)

O
Esimerkki Edella on todettu, ettérd,2 = 3. Lauseer6.1.7nojalla

3
d-64 = ord.2° = —— =1
orar orary Syt(3’6)
ja
om1%—nmzf——iL——3
Y CRO N

Seuraus 6.1.80lkoonr primitiivijuuri modulo m ja olkoonk € N. Talléin r* on primitiivi-
juuri modulom jos ja vain jos sytk, ¢(m)) = 1.

Todistus. Lauseerb.1.7mukaan

ord,,r B o(m)
syt(k, ord,,r) — syt(k, ¢(m))’
Siisord,,r* = ¢(m) jos javain jos sytk, o(m)) =1. O

Esimerkki Seuraukse/®.1.8avulla voidaan etsia kaikki primitiivijuuret. Olkoon esimerkiksi
m = 11. Talléin 2 on eras primitiivijuuri modulo 11, silla 2,5, ja 10 ainoat kertalukuehdokkaat,

ord,,r* =

22 =4 (mod11) ja 2°=10(mod11).
Lemmar6.1.5mukaan joukko
{2,2%...,21%}

on redusoitu jganndssysteemi modulo 11, joten se sisaltaa kaikki primitiivijuuriehdokkaat mo-
dulo 11. Seurauksefil.8mukaan

2,22 27 29
ovat primitiivijuuria modulo 11 eik& muita ole, so. muista jaanndsluokista modulo 11 ei I6ydy
primitiivijuuria.

Lause 6.1.9Jos luvullam € N on primitiivijuuri, silla on tdsmalleew(4(m)) ei-kongruenttia
primitiivijuurta modulom.
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Todistus. Olkoon primitiivijuuri modulo m. Lemmar6.1.5mukaan joukko
R = {7“,7'2,...,7"¢(m)}

siséltaa kaikki primitiivijuuriehdokkaat. Seuraukséri.8 nojalla lukur?, i = 1,..., ¢(m),
on primitiivijuuri modulo m jos ja vain jos sy, ¢(m)) = 1. Tallaisia lukujai on ¢(¢p(m))
kappaletta. [

Primitiivijuurten olemassaolosta voidaan todistaa (Rosen, ss. 290-296):
Lause 6.1.10Luvullam > 1 on primitiivijuuri jos ja vain jos

m € {2,4,p",2p" },
missé&p on pariton alkuluku ja € N.

Huomautus 6.1.11 Luvut, joilla on primitiivijuuri, kayttaytyvat eréissa suhteissa kuten alkulu-
vut. Esimerkiksi, jos luvullan € N on primitiivijuuri, niin

2> =1 (modm) < z==+1(modm).

Todetaan implikaatio vasemmalta oikealle (k&&nteinen triviaali). Oletetaam, @ttarimitiivi-
juuri modulom ja olkoonz? = 1 (mod m). Talloin sy{z, m) = 1. Koska joukko

{1,r,7% ... ,rom—1 }
on redusoitu jadnndssysteemi moduldLemma6. 1.5, niin
7" =z (modm)

jollakin i = 0,1,...,¢(m) — 1. Tama seuraa siita, ettédn jakojddnnds modula: on jokin
lukujen 1,7, ..., r*(™-1 jakojaannoksistd modulo: Lemman4.1.7 ja Huomautukse@.1.8
nojalla. Nain ollen

1
joteng(m) | 2i (Lemma6.1.]). Siis2i = k¢(m) elit = k@. Seurauksef.l.6nojalla

ke 25k = (—1)* = £1 (modm).

I
~
=
M‘
N—

r=r'=r

6.2 Primitiivijuurten sovellutuksia
Lucasin alkulukutesti

Seuraava Lucasin alkulukutesti on l&aht6kohtana ns. Lucas-Lehmer-testissa, jota on menestyk-
sella kaytetty suurten Mersenne-lukujen alkulukutestaukseen.

Lause 6.2.10lkoonm > 1. Jos on olemassac Z siten, etta
2™ 1 =1 (modm)
ja .
x ¢ #1(modm)
kaikille luvunm — 1 alkutekijdille ¢, niin m on alkuluku.
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Todistus.Koskaz™ ! = 1 (modm) jam — 1 > 1, niin ord,,,» |m — 1 Lemmar6.1.1nojalla.
Osoitetaan, ettérd,,x = m — 1. Tata varten, oletetaan vastoin vaitetta, etté,,z < m — 1.
Talldinm — 1 = k - ord,,x jollekin &k > 2. Olkoongq luvun k£ alkutekija. Nytq on luvunm — 1
alkutekija ja

—1 k-ordmzx

me:gj q :(1’

On paadytty ristiritaan lauseen oletusten kanssa, joten
m—1=ord,z < ¢(m) <m— 1.

Siis¢(m) = m — 1 elim on alkuluku. O

Huomautus (a) Lauseessé.2.1 = on valttamatta primitiivijuuri modulan, silla ord,,z =

¢(m). Lause6.2.1 ei sellaisenaan sovellu yleiseksi alkulukutestiksi, silla se edellyttéa luvun

m — 1 alkutekijoiden tuntemista. Tietyissa erikoistapauksissa, joissa luvun1 alkutekijat
tunnetaan, lauseesta saadaan kayttokelpoinen alkulukutesti. Tallaisia tapauksia ovat mm. Fer-
mat'n luvutF, = 22" + 1.

(b) Lucas todisti vuonna 1876, ettd Mersenne-luku
Mgy = 27 — 1

on alkuluku. Tama pysyi suurimpana tunnettuna alkulukuna aina vuoteen 1951 saakka ja jdénee
historiaan suurimpana kasin laskien I6ydettyna alkulukuna.

Pseudosatunnaisluvut

Mm. tietokonesimulaatioita varten on tarpeen kyeta tuottamaan "satunnaislukuja“tietokoneella.
Seuraava lineaarisen kongruenssin metodi on paljon kaytetty:

Valitaanm € N jaa,c,xg € Z siten, ettd2 < a < m, 0 < c < mijald < g < m.
Konstruoidaarpseudosatunnaislukujori@;) rekursiivisesti ehdosta

Tiv1 = ax; +c(modm), 0<z <m,

miss& = 0, 1,.... Luku z, on syote Josc = 0, puhutaarpuhtaasti multiplikatiivisesta meto-
dista

Esimerkki 6.2.2 (a) Olkoonm = 12, a = 3, ¢ = 4 jazy = 5. TallGin

1 = 3-5+4=7(mod12),

Ty = 3-7T+4=1(modl12),
r3 = 3-1+4=7(mod12),
ry = 1(mod12).
Lukujonoksi saadaah, 7,1,7,1,.... TA&m&n tyyppinen jono ei ole hyva, koska siina esiintyy

lyhyt sykKili!
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(b) Olkoonm =9,a =7,c=4jaxy = 3. Tall6in

ry = 7-3+4=7(mod9),
Ty = 7-7T+4=8(mod9),
g = 7-8+4=6(mod9),
gy = 7-6+4=1(mod9),
rs = T7-1+4=2(mod9),
¢ = 7-2+4=0(mod9),
7 = 7-0+4=4(mod9),
xg = 7-4+4=5(mod9),
g = 7-5+4=3(mod9).

Tassa tapauksessa sykli on pisin mahdollinen eli kaikki mahdolliset jakojaannokset kaydaan
[&pi.

Sopimus Lineaarisen kongruenssin metodigafison pituustarkoittaa perakkaisten lukujen
maksimaalista lukumaaraa ilman toistoa, kun syotetta ei lasketa.

Metodin toimivuuden kannalta jakson pituuden tulee olla riittévan suuri. Valttdmaton ehto télle
on se, ettéd moduloluku on riittavan suuri.

Lemma 6.2.3 Lineaarisen kongruenssin metodilla konstruoitava lukujanpsaadaan ehdosta

at —1

xizaixg—i-c( ) (modm), 0<ux; <m.

a —_—
Todistus. Induktiotodistus (harjoitustehtava). [

Puhtaasti mutliplikatiivinen metodi Tarkastellaan lAhemmin puhtaasti multiplikatiivista me-
todia .
x; = a'zo (modm).

Jos nyt/ on jakson pituus, niih = j — 7, misséa
z; = a’zy = a'ry = x; (modm)

ja luvut z;, z;_4,...,z;_; ovat pareittein ei-kongruentteja module. Jos sytz,,m) = 1 ja
syt(a, m) = 1, niin supistussdannon nojalla ehdosta

a’xy = a'zy (mod m)
seuraa, etta o
a’*xg = xo (modm).

Tasta saadaan edelleen o
@’ =1 (modm).
Siis
a' =1 (modm).
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Lemmar6.1.2mukaarord,,a | l. Jos erityisest on primitiivijuuri modulom jam on alkuluku,
niin ord,,a = ¢(m) = m — 1. Talldin valttdmattd = m — 1, mik& on optimaalinen tilanne.

Kaytadnnossa on oltava takeet siita ettei Esimefkh?2 (a) tilanne voi esiintya. Puhtaasti mul-
tiplikatiivisessa metodissa modulolukuna kaytetddn mm. Mersenne-alkulukua

M, = 230 — 1 = 2147483647

ja sen sopivaa primitiivijuurta kertoimemaPrimitiivijuuren kayttd takaa sen, etta jakson pituus
on maksimaalinen.

Lemma 6.2.4 Luku 7 on luvunMs3; primitiivijuuri.

Todistus. Riittda osoittaa, etta

M3

77 21 (mod M) (22)

kaikille luvun M3, — 1 alkutekijéille, ks. harjoitustehtava. Luvurs;; — 1 kanoninen esitys on
Mgl—1:2'32'7'11'31‘151'331.

Nyt kongruenssiehtcd2@) voidaan todeta tietokoneella kaikillee {2,3,7,11,31,151, 331}.
Esimerkiksi

M3 —1

72 =1661280733 (mod Ms;).

OJ

Esimerkki Konstruoidaan malliksi lukuja; metodilla kayttaen kertoimena lukiiga modulo-
lukuna lukual/s, . Siis

Tip1 = Tx; (IIlOd Mgl), 0< Tit1 < Ms,.
Liséksi valitaan syote, = 2. Nyt jonon ensimmaiset luvut ovat
1 =27, 00=2-T, 25=2-7 ... 210 =2 7'° = 564950498.

Koska moduloluku on verrattain suuri, ongelmana on se, ettd 10 ensimmaista lukua saadaan
suoraan rekursiokaavasta ilman jakojaannoksen ottamista. Taman ongelman poistamiseksi kor-
vataan primitiivijuuri 7 riittdvan suurella toisella primitiivijuurella. Seurauk&eh.8 mukaan
7% on primitiivijuuri jos ja vain jos sytk, M3, — 1) = 1. Esimerkiksi voidaan valité = 5 tai
k = 13, jolloin

7° = 16807, 7' = 252246292 (mod M, ).

Konstruoidaan malliksi lukuja; metodilla
Tit1 = 16807x; (mod Mgl), 0< Tiy1 < Mgl,
kun z, = 2. Nyt jonon alkup&éan luvuiksi saadaan

r; = 2-16807 = 33614 (mod Ms,),

Ty = 2-16807% = 564950498 (mod Ms,),
r3 = 2-16807° = 1097816499 (mod Ms, ),
ry = 2-16807* = 1969887316 (mod Ms, ),
r5s = 2-16807° = 140734213 (mod Ms,).

Tassa jor; saadaan jakojaannoksena.
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6.3 Lagrangen lause

Olkoon f kokonaislukukertoiminen polynomi j& € IN. Talléin zy € Z on polynominf juuri
modulom, jos
f(zo) =0 (modm).

Olkoona = b (mod m). Talléin a on polynominf juuri modulom jos ja vain josh on polyno-
min f juuri modulom. Jos nimittain

() = ap2™ + ap12™ -+ a1+ ag

jaa = b (modm), niin a;a* = a;b' (modm) kaikillai = 0,1,...,n, mista edelleen seuraa,
etta

fla) = f(b) (modm).
Jos nytf(a) = 0 (modm), niin transitiivisuuden nojallaf(b) = 0 (modm) ja kdantaen
ehdostaf (b) = 0 (mod m) seuraa ehtg(a) = 0 (modm).
SopimusPuhuttaessa juurien lukumaarasta modultarkoitetaan pareittain ei-kongruenttien
juurien lukumaaraa.

Lause 6.3.1 (Lagrangen lauseOlkoonp alkuluku ja olkoon
f(@) = ap2™ + ap12™ -+ ax +ag

polynomi, jollea; € Z jap t an, tS.a, Z 0 (mod p). Tall6in polynomillaf on korkeintaam
juurta modulop.

Todistus. Todistetaan véaite induktiolla asteersuhteen:

1° Olkoon f(x) = ayx + ag, Missdp 1 a;. Nyt z € Z on juuri modulop tdsmaélleen silloin
kuna;x = —ay (mod p). Talla yhtalolla on yksikasitteinen ratkaisu Lauseen 3.2.3 nojalla, silla
syt(ai,p) = 1.

2° Oletetaan, ettéd vaite patee kaikille astettal oleville polynomeilleyz > 2. Olkoon f astetta

n oleva polynomi, jollep t a,,. Tehd&an antiteesi eli oletetaan, efttéa onn + 1 juurta modulo
p. Olkoon n&ma juurety, c1, . . ., ¢y, tS. f(c) = 0 (mod p) kaikillai = 0, 1, ... n. Talldin

flz) = fleo) = an(a" =)+ ana(a" ' =™+ + ar(z — o)
= an(r—co)(@" T+ a" g+ b ag AT +
+ a1 (@ — o) (@" P+ Tpgo + oo F mcg_?’ + 08—2) 4.

+ as(z —co)(z + cp) + ar(x — o) = (x — ¢)g(x),

missdg on astettan — 1 oleva polynomi, jonka korkeimman potenssin kerroinagn Riittaa
osoittaa, etta, . . ., ¢, ovat polynomirng juuria modulop, koska tama on ristiriidassa induktio-
oletuksen kanssa. Jésc {1,...,n}, niin

f(er) = 0= f(c) (modp),

joten
0= flex) = fleo) = (cr — co)g(ck) (modp).
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Nyt Lemmar2.3.2seuraukseng(c;) = 0 (mod p), silléa antiteesin mukaaf, —cy # 0 (mod p)
eli syt(cy — co,p)=1. O

Esimerkki (a) Olkoonp > 2 alkuluku. T&llin kongruenssilla
22?2 =1 (mod p)

on korkeintaan kaksi ratkaisua modyld_agrangen lauseen nojalla. Jps= 3, ratkaisuja ei
ole, sillao, 1, 2 eivat ole ratkaisuja. Jgs= 7, niin z = 42 ovat kaksi eri ratkaisua modulo 7.

(b) Kongruenssillar? = z (mod 6) on nelja ratkaisua = 0, 1,3,4. Nyt moduloluku ei ole
alkuluku.

Huomautus Mita tieddmme tahan mennessa juurten lukumaarasta?

(a) Luvun 2 metodein voidaan paatelld, ettd kongruenssilla
2% = 1 (mod p*)
on tasmalleen kaksi ratkaisua= +1 (mod p*), jos p on alkuluku jak € N siten, ett&
pr#2.
(b) Eulerin lause sanoo, etta kongruenssilla
2% =1 (modm)

on tdsmallee(m ) ratkaisua modulan.

Eulerin lauseen antamaa tietoa voidaan parantaa Lagrangen lauseen avulla seuraavasti:
Seuraus 6.3.20lkoonp alkuluku ja olkoond € N, d | p — 1. Talléin kongruenssilla
2% =1 (mod p)

on tdsmalleer ratkaisua modulg.
Todistus.Olkoonp — 1 = de. Talloin

2P — 1= (2 — 1) (2 424D ot 1) = (2% — 1)g(a).
Nyt Fermat’'n pienen lauseen perusteella polynomitial —1 onp—1 juurtal, . .., p—1 modulo
p. Lisdksi jokainen naista juurista on joko polynomifi — 1 juuri modulop tai polynoming

juuri modulop Lemman2.3.2seurauksena. Jos nimittgirj z7~! — 1 ja esimerkiksip 1 g(z),
niin Lemmari2.3.2mukaarp | x4 — 1.

Lagrangen lauseen nojallela on korkeintaani(e — 1) = de — d = p — d — 1 juurta modulop.

Nain ollen polynomillaz? — 1 on v&hintdaam — 1 — (p — d — 1) = d juurta modulop. Toisaalta
Lagrangen lause kertoo sen, etta polynomiffa— 1 on korkeintaan/ juurta modulop. Vaite
seuraa. U

Lause 6.3.30lkoon p alkuluku ja olkoond € N, d|p — 1. Tall6in on olemassa tasmélleen
¢(d) ei-kongruenttia lukua, joiden kertaluku modyl@n d.
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Todistus. Tasmallinen todistus sivuutetaan. Todistus yhdistaa luvun 6.1 avaintulokset, Seurauk-
sen6.3.2ja Eulerin funktion multiplikatiivisuudesta seuraavan ominaisuuden

Y od)=p—1,

d|p—1

ks. Rosen, ss. 286—-287.[]
Seuraus 6.3.4Jokaisella alkuluvulla on primitiivijuuri.

Todistus. Olkoonp alkuluku. Josi := p — 1 = ¢(p), niin Lauseer6.3.3mukaan on olemassa
tAsmalleenp(p(p)) ei-kongruenttia lukua, joiden kertaluku moduylamn ¢(p). Kyseiset luvut
ovat primitiivijuuria. [

7 Nelibnjadnnokset

7.1 Perusominaisuudet

Esimerkki Yhtalolla

z? =1 (modm)
on aina ratkaisw = +1 (modm). Mita esimerkiksi yhtélon:? = 2 (modm) ratkaisuista
voidaan sanoa?

Maaritelma 7.1.1 Olkoonm € N. Télldin a € Z on luvunz € Z nelionjddnnds modula
(tai lyhyesti nelibnjadnnds modute), jos syfa,m) =1 ja

r* = a (modm).
Huomautus Ehto syta, m) = 1 ei ole valttamatoredellytys ehdon
2

= a (modm)

toteutumiselle jollekine € Z. Esimerkiksi4? = 2 (mod 14) vaikka syt2,14) =2 > 1.
Esimerkki Olkoonm = 11. Nyt

12 = 10°=1(mod11),

32 = 8 =9 (modll),
6° = 5°=3(mod1l),
22 = 9°=4(mod11),
4> = 7*=5(mod11),

joten nelibnjgdnnoksia modulo 11 ovat 1,3,4,5 ja 9. Luonnollisesti kaikki nelibnjaannokset 16y-
detdan tutkimalla luvut € {1,...,m — 1}.

Lemma 7.1.2 Olkoonp > 2 alkuluku ja olkoona € Z siten, ettdp 1 a. Tall6in joko a ei
ole nelibnjddnnds modulptai on olemassa tdsmalleen kaksi ei-kongruenttia lukua maqgulo
joiden nelibnjaannos on.
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Todistus. Oletetaan, ettd on luvunz, nelibnjaddnnds modulp, ts.

x2 = a (mod p).

Talldin (—z0)? = a (modp). Lisaksizy £ —z¢ (mod p), silld joszg = —z¢ (modp), niin
p| 2z ja ehdosta syp, p) = 1 seuraa, ett@| xo. Talldin zo = 0 (mod p) eli 22 = 0 (mod p),
misté edelleen seuraa= 0 (mod p). TAMA& on ristiriidassa oletuksent a kanssa. Siis on
olemassa vahintaan kaksi ei-kongruenttia lukua mogdyjoiden neliénjaadnnos on.

Olkoon lopuksiz; € Z mielivaltainen siten, etta
22 = a (mod p). (23)
Talldin
g = a = 7 (modp),
)

jotenp | z2 — x2. Siisp | (zo — 71)(wo + z1) ja koskap on alkuluku, niinp | o — z; tai
p | o + x1. Siiszy = 27 (mod p) tai —zg = x; (mod p). Jokainen kongruenssi@3) ratkaisu
x1 0N siis jokoxy:n tai —zy:n maaraamasta kongruenssiluokastal

Lause 7.1.30lkoonp > 2 alkuluku. Tall6in on olemassa tasmélleégcf: ei-kongruenttia ne-
lionjaannosta modulp.

Todistus. Luku 0 ei kelpaa nelionjaédnnokseksi, silla &tp) = p > 1. Jos maarataan nelion
x? jakojaannos: modulop kullakinz = 1,...,p — 1, ts.

2* = a (mod p),

niin Lemmari7.1.2nojalla myosg — z toteuttaa ehdofp — x)? = a (mod p) ja muita ratkaisuja
ei ole joukossa(l,...,p — 1}. Koska tarkasteltavia nelidita om — 1 kpl, saadaar%”g—1 ei-
kongruenttia lukua modulp jakojaannokseksi. [

Maaritelmé& 7.1.4 Olkoonp > 2 alkuluku jaa € Z siten, ett& 1 a. Tallbin Legendren symboli
[%} maaritellaan asettamalla

al 1, josaon nelibnjadnnés moduto
p| | —1, jos a eiole neliobnjadnnds modulo

Esimerkki Esimerkiksi patee
Q[T 121273 -
) ) ) )

17 =1 (mod5), 2> =4 (mod5), 3* =4 (mod 5), 4> = 1 (mod 5).

silla

Lause 7.1.5 (Eulerin kriteeri) Olkoonp > 2 alkuluku ja olkoor: € Z siten, ett® t . Tall6in

H = 4"7 (modp).
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Todistus. Oletetaan ensin, ett%} = 1, ts. on olemassa, € Z siten, etté&r? = a (modp).
Fermat'n pienen lauseen nojalla

a7 = (x%)% =2 '=1= E] (modp).

Huomaa, etté® 1 z,, ts. Fermat'n pienté lausetta voidaan soveltaa. Jos nimittdin:,, niin
7o = 0 (mod p) ja edelleery = 22 = 0 (mod p). Siisp | a, mika on ristiriita.

Oletetaan, etta®| = —1, ts. kongruenssilla? = a (mod p) ei ole ratkaisua. Tiedetaan, etta
jokaisellal < i < p — 1 on olemassa yksikasitteinen ratkaisu kongruenssille

iz = a (mod p). (24)

Olkoon j yhtalon 24) ratkaisunz jakojadnndés modulp. Nyt 1 < j < p — 1, sillajosj = 0,
niin a = 0 (modp) eli p|a. Lisaksi, koska kongruenssilleZ = a (mod p) ei ole ratkaisuja,
niin z # j kaikilla: = 1,...,p — 1. Nain ollen luvutl, ..., p — 1 voidaan ryhmitella’%l:een
pariin, joiden tulot ovat kongruenttejan kanssa modulp. Kertomalla kaikki tulot keskenaan
saadaan )

(p—1)!'=a"7 (modp).

Wilsonin lauseen (Lause 3.4.2) mukaan
(p—1)!'= -1 (modp),

joten kongruenssi

patee myds tassa tapauksessal
Esimerkki (a) Olkoonp = 23 jaa = 5. Koska

577 =5 = —1 (mod 23),

niin Eulerin kriteerin mukaan kongruenssiltd = 5 ( mod 23) ei ole ratkaisua.

(b) Olkoonr primitiivijuuri modulo p, missdp > 2 on alkuluku. Tall6in Seuraukse®.1.6
nojalla

p—1

rz =—1(modp),
joten Eulerin kriteerista nahdaan, etta kongruenssilla » (mod p) ei ole ratkaisua.

Huomautus Eulerin kriteeri on kaytannon laskujen kannalta hyddyllinen, koska se muuttaa
kysymyksen neliénjadnnoksen olemassaolosta modulaariseksi potenssiin korotukseksi.

Lemma 7.1.6 Olkoonp > 2 alkuluku ja olkoota, b € Z siten, etté t a jap 1 b. Talldin

(i) [%} = [g] aina kuna = b (mod p);

o [} 3] =[5]

67



(i) [7] _ 1.
Todistus. Kohta (iii) on triviaali, silla(+a)* = a* (mod p).
(i) Olkoona = b (mod p). Tall6in transitiivisuuden ja symmetrisyyden seurauksena
2% = a (modp) <= 2? =b(modp),

joten véite seuraa helposti.
(i) Harjoitustehtava. [

Esimerkki 7.1.7 (a) Eulerin kriteerista seuraa, ettéa alkuluvylla 2 on nelionjaannoksenal
josjavain jop = 1 (mod 4) (harjoitustehtava).

(b) Oletetaan, etta = 1 (mod 4) ja a on nelidnjaannés modula Talléin myds—a on nelidn-
jadnnés modulg, silla kohdan (a) sekd Lemmanl.6kohdan (ii) nojalla voidaan kirjoittaa

GNGIE

Vastaavasti tapauksessa 3 ( mod 4) oletuksesta on nelibnjadnnds moduleseuraa

ERCIERE

7.2 Elektroninen kolikonheitto
v

Esimerkki 7.2.1 Oletetaan, ett@ = 3 (mod 4) ja etté[ } — 1. Talléin

p+1 4k+3+1
4 4

=k+1eN

ja kongruenssin? = a (mod p) ratkaisu saadaan seuraavasti: Eulerin kriteerin mukaan

5 = [9] =1 (modp),

joten

Siis B
z=4a"* (modp)
ovat kongruenssin? = a (mod p) ainoat ratkaisut (Lemmnia.1.2).
Lause 7.2.20lkoonn = pq, missép ja g ovat erilliset paritomat alkuluvut. Jos $ytn) = 1,
niin kongruenssilla
7* = a (modn) (25)

on tasmalleen nelja ei-kongruenttia ratkaisua moduylmikali yksi ratkaisu on olemassa.
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Todistus. Oletetaan, etté&, on kongruenssiri2b) ratkaisu. Olkoot

o =21 (modp), 0<uz <p,
o = 2 (modgq), 0<zy <gq,

ts. z; ja x5 ovatzy:n jakojddnndkset moduleja modulog. Lemman?.1.2nojalla kongruens-

silla
2* = a (mod p)

on tdsmalleen kaksi ei-kongruenttia ratkaisua, kogkan eras ratkaisu. Nama ratkaisut ovat
+2, (mod p). Vastaavasti kongruenssilla

7 = a (mod q)

on tasmalleen kaksi ei-kongruenttia ratkaisua, jotka avat (mod¢). Huomaa, etté on
kongruenssind5) ratkaisu jos ja vain jog on yhtaléparin

2

22 = a (mod p)
{ x* = a (mod q) (26)

ratkaisu. Tassa implikaatio vasemmalta oikealle on triviaali ja kdanteinen implikaatio patee
Lemman 3.3.5 nojalla.

Koska

2? = a (modp) <= x =+, (modp)

ja
v =a (modq) <= x =+, (modq),

niin z on yhtaldéparin26) ratkaisu jos ja vain jos jokin seuraavista neljasté vaihtoehdosta toteu-
tuu:
Q) x =1 (modp)
T = x9 (mod q),
(i) { iiml (modp)

—15 (modgq),

r = —x1 (modp)
(i) { r = x5 (modq),

Kiinalainen jaannoslause sanoo, etta kullakin yhtaloparilla (i)-(iv) on tdsmalleen yksi ratkaisu
modulon. Yhtaloparien (i)-(iv) ratkaisut ovat pareittain ei-kongruentit modul@arjoitusteh-
tava). O

Esimerkki 7.2.3 Olkoonn = 11021 = 103 - 107 ja tarkastellaan yhtalon
2 = 860 (mod 11021) (27)

ratkaisuja. Nytp = ¢ = 3 (mod 4), joten kaikki nelja ratkaisua loydetéaén Esimerki2.1ja
Lauseer¥.2.2keinoin: Ratkaistaan ensin kongruenssit

2% =860 = 36 (mod 103) ja 2? =860 =4 (mod 107)
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Esimerkin7.2.2mukaisesti. Ensimmaisen yhtalén ratkaisuiksi saadaan

103+1

r=436 1 =436 = £6 (mod 103)

ja toisen ratkaisuiksi saadaan

107+1

r=44 1 =44 = £2 (mod 107).

Kongruenssin:? = 860 (mod 11021) ratkaisut saadaan Kiinalaisen jaannoslauseen avulla rat-
kaisemalla yhtaloparit (i)-(iv):

. T

w{:

{
iy { &
{

6 (mod 103)
2 (mod 107),

6 (mod 103)
—2 (mod 107),

—6 (mod 103)
2 (mod 107),

—6 (mod 103)
—2 (mod 107).

X
X
Ratkaisuiksi saadaan

r = 4212 (mod 11021) tai = = £109 (mod 11021).

Huomaa, etta jos on (i):n ratkaisu, niin—z on (iv):n ratkaisu. Vastaavasti, jason (ii):n
ratkaisu, niin—x on (iii):n ratkaisu. Riittaa siis ratkaista esimerkiksi (i) ja (ii).

Lopuksi on viela tarkistettava, ettd esimerkiksi= 212 toteuttaa kongruenssi27) ellei rat-
kaisujen olemassaoloa muuten tiedeta. Mutta

2122 — 860 = 44944 — 860 = 44084 = 4 - 11021,

joten ratkaisut on Ioydetty.

Esimerkki 7.2.4 Edella esitetylla tekniikalla voidaan toteuttaa ekektroninen kolikonheitto
Tama nojaa pohjimmiltaan samaan kuin RSA -salakirjoitus; voidaan nopeasti [6ytaa suuret al-
kuluvutp ja ¢ siten, etta tulom = pq faktorointi on kaytannéssa mahdotonta.

Henkilot X ja Y voivat "heittda kolikkoa"sahkopostin valityksella seuraavasti:

l. X valitsee alkuluvup ja g siten, ettdp = ¢ = 3 (mod4) ja lahettda Y:lle luvum = pq
(lukujenp ja ¢ tulee olla niin suuria, etta luvum faktorointi ei onnistu).

Il. Y valitsee luvure < zy, < n, syt(xg,n) = 1, ja lahettadX:lle luvun z? jakojaannoksen
modulon. Ehdoista sytrg,n) = 1jaz3 = a (modn) seuraa, etta sy, n) = 1.

ll. X etsii kongruenssin? = a (mod n) nelja ei-kongruenttia ratkaisua ja lahettaa yhden niis-
taY:lle. Olkoon tama ratkaisu’. Olennaista on, ettA ei saa selville lukua jos luvutp ja ¢
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ovat riittavan suuria.

IV. Y maaraa Euklideen algoritmilla luvuh := syt(z, + 2’,n), joka on yksi vaihtoehdois-
tal,n,p,q. Kutakin kongruenssin? = a (mod n) neljasta ratkaisusta vastaa lukjoukossa
{1,n,p,q}. Esimerkiksi, jos’ = —xg, niin d = n triviaalisti. Toisaalta jog’ = xg, niind = 1,
silla jos syt2zy,n) > 1, niin p| x, tai ¢ | zo. Talléin 22 = 0 (mod p) tai 23 = 0 (mod q), jo-
tena = 0 (mod p) taia = 0 (mod g). Ristiriita oletuksen syt, n) = 1 kanssa. Kaksi muuta
vaihtoehtoa jatetaan harjoitustehtavaksi.

V. Y voittaa kolikonheiton, jo§” kykenee faktoroimaan luvum (d = p tai d = ¢) ja haviaa jos

ei kykene faktoroimaan:aa ¢ = 1 tai d = n). Kummankin vaihtoehdon todennakoisyys on
2 _ 1

4 2

7.3 Resiprookkilaki

Lause 7.3.1 (Gaussin Lemma)Olkoonp > 2 alkuluku jaa € Z siten, ettdp t a. Olkoon
s € N luku, joka ilmoittaa kuinka moni lukujen, 2a, . . ., (I%I)a jakojadnnoksista modulp

on> g. Talloin
a
—| = (1)
=0

-1
A:{a,2a,...,(p2 Jal.
Olkootuy, . .., u, ne A:n lukujen jakojaannokset modulg jotka ovat> £ ja olkootw, .. ., v;
ne jaannokset modulp, jotka ovat< £. Koska sytz,p) = 1 kaikilla z € A, onu; > 0 ja
v; > 0. KoskaA:n alkiot ovat pareittain ei-kongruentteja modulovoidaan helposti paatella

(harjoitustehtava), etta

Todistus. Tarkastellaan joukkoa

p—1
{p—ul,...,p—us,vl,...,vt}:{172,...,7}.

Kertomalla joukkojen alkiot puolittain saadaan ehgon u; = —u; (mod p) nojalla

s t s t

(p%l)' = H(p — u;) ij (—1)8Huiij = (_1)8(1’]5(1%1)! (modp).

i=1 i=1

Koska sytp, (’%1)!) = 1, supistussaanndsta seuraa, etta
(—1)‘9&% =1 (modp).

Kertomalla puolittain —1)*:1la saadaan

joten Eulerin kriteerin nojalla



Vaite seuraa, koska> 2. [
Esimerkki Olkoonp = 11 jaa = 2. Nyt =% =5 ja

1-2 = 2(mod11),
2-2 = 4(modl11),
3-2 = 6(modll),
4.2 = 8(modl1l),
5-2 = 10 (mod11).

Nyt £ = 51, jotens = 3. Gaussin lemman nojalla

[9} = (—1)% = 1.

p

Gaussin lemman avulla voidaan katevasti maarata ne alkupyvjoille 2 on nelidonjaannos
modulop:

Seuraus 7.3.20lkoonp > 2 alkuluku. Tallin

ts.
21 1, kunp= 41 (mod8)
pl | —1, Kkunp=+3(mod8).
Todistus.Koska luvutl -2,2-2, ..., (’%1) -2 ovat kaikki< p — 1, niin Gaussin lemman nojalla
2 S
-
p
missas € N ilmoittaa sen, kuinka moni luvuisty, j = 1,..., 1%1 on> 2. Nyt2j < Zjosja
vain josj < £, joten
_p-1 P

missa funktiom maaritellaén yhtalollén(z) := max{ k € N | £ < z }. Riittda osoittaa, etta
on parillinen tasmalleen silloin kuﬁg;1 on parillinen.

Olkoon esimerkiksp = +1 (mod 8). Talléinp = 8k £ 1, joten

P’ —1  (8k+1)>—1  64k>+ 16k

_ g2 -
3 3 3 =8k" £ 2k =0 (mod2)

eli 1% on parillinen. Osoitetaan, ettd myésn parillinen tapauksesse= +1 (mod 8).
1°Josp = 1 (mod8), niinp = 8k + 1 ja

-1 1
S:pT_m(g):4k—m(2k+z):4k—2k:2k50(mod2).
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2° Josp = —1 (mod8), niinp = 8k + 7ja

—1 7
s:pT—m(g) :4k+3—m(2k+1) =4k+3—(2k+1)=2k+2=0(mod?2).
Tapausty = £3 (mod 8) koskeva véite todetaan samantapaisella paattelylla (harjoitustehta-

va). [

Esimerkki Seuraukseff.3.2nojalla[Z | = 1, silla31 = —1 (mod8). Vastaavast| | = —1,
silla29 = —3 (mod 8). Lemmari7.1.6(i) nojalla

) [ ) [ e
13]  [13] |13][13] 7
silla89 = —2 (mod 13), [73] = 1 (Esimerkki7.1.7) ja [ 5] = —1 (Seurau¥.3.2.

Lause 7.3.3 (Nelionjaanndsten resiprookkilaki)Olkoot p ja g erillisia parittomia alkulukuja.
Talldin

PLIL) — (—Ehesh

- [=|=(=1) 2V 2,

{Q} {P} (=1)

Todistus sivuutetaan, ks. esim. Rosen, ss. 351-354. Resiprookkilaille on esitetty suunnaton maa-
ré erilaisia todistuksia, mm. 1980-luvulla julkaistiin artikkeli, joka tekijan mukaan si$&ksn
resiprookkilain todistuksen. Euler keksi resiprookkilain vaitteen muttei todistanut tulosta, Le-
gendre formuloi vaitteen modernilla tavalla ja esitti useita puutteellisia todistuksia. Gauss esitti
ensimmaisen aukottoman todistuksen vaitteelle ja mydhemmin seitseméan muuta todistusta.

Esimerkki 7.3.4 (a) Olkootp ja ¢ parittomia alkulukuja. Koskﬁ;—1 on parillinen jos ja vain
josp =1 (mod4), ja vastaava péatee luvultg niin
p—1
(

-1 - .
T)(qT) on parillinen <= p=1(mod4) tai ¢ =1 (mod4).

Tassa tapaukses{%%} ja [%] ovat samanmerkkiset resiprookkilain nojalla. Vastaavasti

p—1, ,qg—1
)

T) on pariton <= p = ¢ =3 (mod4).

Tassa tapauksesgd ja [1] ovat vastakkaismerkkiset.

(b) Kohdan (a) paattelyn avulla Legendren symboli on helppo laskeaijo®, ¢) on "pieni"”.
Olkoon esimerkiksp = 2 (mod 3) jap = 1 (mod 4). Tallgin

)-5-f -

Josp ja ¢ ovat "samaa"suuruusluokkaa, resiprookkilaki ei valttamatta auta.

Fermat'n luvut

Fermat'n luvuiksisanotaan lukuja
F,=2"" 41,
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missé&n € N. Fermat totesi itse, etta luvut
Fy=3, =5 F,=17, F3=257, Fy=65537

ovat alkulukuja ja esitti hypoteesin, etta luvdt, ovat kaikki alkulukuja.

Esimerkki Fermat'n lukuFy = 22" + 1 = 4294967297 ei ole alkuluku, sill&641 | F5. Taman
totesi ensimmaisena Euler. Vaite saadaan esityksista

641 =5-2"+1=2"+5"
kirjoittamalla
Fy = 22 41=2241=2".22%4+1=(641-5")2% +1

= 641-2% — (5.2 +1=0641-2% — (641 — 1)* + 1
= 641(2%® —641° +4-641° — 6- 641 — 4).

Fermat’'n alkuluvut esiintyvat seuraavassa klassisessa tuloksessa, jonka Gauss todisti:
LauseSaannollinem-kulmio voidaan konstruoida pelkastaan viivotinta ja harppia kayttaen jos
javain jos

n|2py - pr,
misséa = 0, 1, ... jap;:t ovat erillisia Fermat'n alkulukuja.
Lause 7.3.5 (Pepinin testi)Fermat’n lukuF,, = 22" + 1 on alkuluku, jos ja vain jos

Fm—1

372 =—1(modF,,).

Todistus. Osoitetaan ensin induktiolla, etta
F,, =2 (mod3) (28)

kaikilla m € N. Tapausn = 1 on triviaali, joten tehdéan induktio-oletus,, = 2 (mod 3),
m € N. Siis2?" =1 (mod 3) ja siten2?” = 1 + 3k jollekin £ € N. Nain ollen

92" _ 92™2 _ (92™)2 — (1 4 3k)2 = 1 + 3(2k + 3K?),

joten
22" =1 (mod3) eli F,.; =2 (mod3).

Siis (28) patee kaikillam € N.
Oletetaan, ett&),, on alkuluku. Tall6in resiprookkilaista saadaan

{Fim} _ (—n)HheE {%} = ()T {%} - {%} ’

joten ehdon28) ja Lemman?.1.6nojalla

2)-[5)-f)--



Edelleen Eulerin kriteerin nojalla

’"L_1 3
Kaanteinen implikaatio harjoitustehtava

Huomautus Fermat epaonnistui hypoteesissaan pahimmalla mahdollisella tavalla. Luuien

F} liséksi ei ole I16ydetty yhtdadn Fermat'n alkulukua. Luvut= 5, . .., 30 on todettu yhdiste-
tyiksi, ja yleisesti uskotaan ettei uusia Fermat’n alkulukuja en&a I6ydy. Fermat'n luvut ovat silti
teoreettisesti kiinnostavia johtuen niiden spesifista luonteesta; Fermat’n lukujen tutkimus on
mm. edistanyt faktorointimenetelmien kehittymista.

Esimerkki 7.3.6 Jokaiselle Fermat'n luvuik,, alkutekijlle p pateeord,2 = 2™*'. Tamén
toteamiseksi olkoop luvun F;,, alkutekija (jolloin siism > 4). Koska2?" = —1 (mod F,,),
niin
(222 =2"""" =1 (mod F,,).

Erityisesti2?™"" = 1 (mod p), jotenord,2| 2™ Lemmar6.1.1nojalla. Toisaalta, jos vastoin
vaitettdord,2 = 2* jollekin k = 1,...,m, niin

22" = (222" = 17" =1 (mod p).
Koskap > 2, tdma on ristiriidassa ehd@” = —1 (mod F,,) kanssa, ja siteord,2 = 2™,
Lause 7.3.7 Jokainen Fermat'n luvui, alkutekijap on muotog = 2™k + 1.

Todistuksen idea/oidaan osoittaa, ett[ép] = 1. Toisaalta Eulerin kriteerin mukaan

p—1 2
22 =|-| =1 (modp),
3] ooy

jotenord,2 = 2m+1 | L2 Nain ollenZt = k2™*! eli p = k2™*2 4 1 jollekin k € N.

Esimerkki Tarkastellaan lukud; = 22° + 1 (20-numeroinen luku). Lause€n3.7 mukaan
jokainenF;:n mahdollinen alkutekija on muot@dk + 1 = 256k + 1. Nain ollen riittaa kokeilla
Fy:n jakamista ko. muotoa olevilla luvuilla, jotka eivat ylita lukyas. Osoittautuu, etta arvolla
k = 1071 saadaan alkutekija, so.

274177 = 256 - 1071 + 1

on luvun Fg alkutekija.

Modulaarisesta potenssiinkorotuksesta

Suurin osa kurssilla esitetyista lukuteorian sovelluksista nojaa siihen, ettd modulaarinen potens-
siinkorotus voidaan suorittaa tehokkaasti. Tarkastellaan lopuksi tata.

Maarataan luvua® jakojaannos modulo 217. Luvidi'* kymmenjarjestelméaesitys sisaltaa yli
200 desimaalia, joten potenssiinkorotus ja jakolasku kymmenjéarjestelméassa ei ole hyva idea.
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Luvun 644 bindarijarjestelmaesitys on
644 = (1010000100)y = 27 + 27 4+ 2% = 512 + 128 + 4.
Toisaalta modulaarisella nelidinnilla saadaan:

3' = 3(mod217)

32 = 9(mod?217)

92 = 81 (mod 217)
81% = 51 (mod 217)
30 = 512 =214 (mod 217)
214% = 9 (mod 217)
3% = 9% =81 (mod217).

w W
S
(1]

w
3
%

I

Havaitaan, etté nelioon korottaminen noudattaa tiettya syklid. N&in ollen voidaan kirjoittaa suo-
raan
3% =51 (mod 217), 3%% =214 (mod217), 3°* =9 (mod217).

Yhdistamalla tulokset saadaan
304 = 35123128 .31 = 9. 51 .81 = 72 (mod 217).
Numeroesimerkin idea yleistyy valittémasti metodiksi, jolla modulaarinen potenssiin korotus
b (mod n)
voidaan suorittaa. Metodi sisaltaa vaiheet (1)-(3):
(1) Etsitdén luvunV esitys bindarijarjestelmas®a = (axax_1 - - ag)a-
(2) Etsitaan modulaarisella nelisinnilla jakojaannokset modupmtensseille, b2, . . ., b2".

(3) Kerrotaan modula ne potenssit?’ keskenaén, joiden kerroin on 1.
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