Lukuteoria 2007
Kirjalliset tehtavat 1

1. Olkoonp > 2 alkuluku jak € N. Osoita, ettd kongruensin
2? =1 (mod p*)

ainoat ratkaisut ovat = 1 (mod p*) jaz = —1 (mod p*).
[Vihje! Vertaa Harjoitus 3, Tehtava 3.]

2. Osoita, etta

> ¢(d) =n.

deN,d|n

[Vihje! Ks. Rosen: Elementary number theory and its applications, Theorem 6.7, s. 212.]

3. Olkoona € Z pariton jak > 3. Osoita, etta

#(2%) gk—2

a2 =a®> =1 (mod2").

Mita vaite kertoo luvur® primitiivijuurista?

[Vihje! Todista oikeanpuolen kongruenssi induktiolta suhteen. Kirjoita induktio-oletus
a?* =1 (mod 2¥) muodossa2* " = 1 + n2* ja korota toiseen.]

4. Olkoonp alkuluku, jollep = 1 (mod 4). Perustele Seurauksen 6.3.2 avulla, miksi kongruens-
sillaz? = —1 (mod p) on tasmélleen kaksi ei-kongruenttia ratkaisua mogulo

[Vihje! Josz* = 1 (mod p), niin z2 = 1 (mod p) taiz? = —1 (mod p).]

5. Olkoonp > 2 alkuluku ja syta,p) = 1. Osoita, etta kongruenssilid = a (mod p) on
ratkaisu jos ja vain jos kongruenssiltd = a (mod p*) on ratkaisu kaikillak € N.

[Vihje! Todista vaite vasemmalta oikealle induktiolla seuraavastizjos a (mod p*),
niin z2 = a+np” jollekin n € Z. Olkoony lineaarisen kongruensstryy = —n (mod p)
ratkaisu. Totea, etta talloim, := x, + yp”* toteuttaa kongruenssirt = a (mod p©*1).]

Huom! Tehtévien ratkaisut on palautettava viimeistddn pe 14.12. Kunkin tehtdvan ratkaisu ar-
vostellaan asteikollaj, i 0. Maksimissaan ratkaisuista (yhteenséa 10 tehtavaa Kirjallisten teh-
tavien 2 kanssa) voi saada 5 bonuspistetta valikokeisiin eli 2.5 bonuspistetta loppukokeeseen.
Nama pisteet annetaan siis tavanomaisten demohyvityspisteiden lisaksi.



