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Harjoitus 3 (viikko 5)

1. Olkoot X ja Y joukkoja, sekd f : X — Y kuvaus. Olkoon {4,},;c; kokoelma X:n
osajoukkoja, missd I on mielivaltainen indeksijoukko. Osoita seuraavien viitteiden
paikkansapitdvyys.

() f(Ujerd;) = Ujerf (4;).

(b) f(ﬂjelAj) - mjelf (Aj)~

Huomautus. Kéénteinen inkluusio kohdassa (b) ei ole voimassa. Tarkastellaan funk-
tiota f : R — R, f(z) = z2, sekdl joukkoja A; = [—1,0] ja Ay = [0, 1]. T&llsin
f(A1 N Ay) = f({0}) = {0}, mutta f(A;) N f(A2) =[0,1]N[0,1] = [0, 1].

2. Olkoot X ja Y joukkoja, sekd f : X — Y kuvaus. Olkoon {B;},c; kokoelma Y:n
osajoukkoja, missd I on mielivaltainen indeksijoukko. Osoita seuraavien alkukuva-
joukkoihin liittyvien véitteiden paikkansapitavyys.

(@) [ (UjerB)) = Ujer 1 (B)).
(b) 1 (NjerBy) = Njerf~ (By).

Opastus: Esimerkiksi joukon B C Y alkukuvajoukko on

fYB)={reX: f(z)e B} CX.

3. Olkoon (M, d) metrinen avaruus, ja olkoon a € M. Osoita, ettéd funktio f: M — R,
f(z) = d(a,z), on jatkuva.

Opastus: Osoita jatkuvuus pisteessi xo € M kiyttamalld Lauseita 4.1 ja 5.2.
4. Olkoot (X, d;) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia, sekd f : X — Y kuvaus. Oletetaan,

ettd on olemassa kokoelma {U;};c; avoimia joukkoja X:ssd siten, ettd X = U, U;
ja ettd f on jatkuva jokaisessa joukossa U;. Osoita, ettd f on jatkuva joukossa X.

5. Olkoon {z,} jono metrisessi avaruudessa (M, d), ja olkoon xy € M. Oletetaan, ettd
jonon {z,} jokaisella osajonolla on edelleen osajono, joka suppenee kohti pistetta
xg. Osoita, etti jono {x,} itse suppenee kohti pistetta zo, eli ettd z,, — xo.

Opastus: Tee vastaoletus, ettd x,, /4 xo.

6. Osoita, ettd Cauchyn jonon osajono on edelleen Cauchyn jono.

Huomautus: Kyseistd tulosta sovellettiin sujuvasti Lauseen 6.10 todistuksessa.



