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Syksy 2008
Harjoitus 4 (viikko 40)

1. Olkoon 0 < x < 1. Maé&raa raja-arvo
) 2z"
lim —————.
n—oo 3" 4 13"
Opastus: Katso luentoesimerkkiné kisitelty geometrinen jono.

2. Todista Luvun 2.2 lauseiden avulla seuraava kuristusperiaatteen versio II.

Oletetaan, ettéd jonoille (z,)nen ja (Yn)nen ON voimassa seuraavat ominaisuudet:

(a) On olemassa ng € N siten, ettd 0 < |y,| < z,, kaikilla n > ny.
(b) lim z, =0.

n—oo

Talloin lim y,, = 0.

n—00
3. Madritelladn jono (z,)nen rekursiivisesti asettamalla
T
1+,
(a) Osoita suoralla laskulla, ettd jono (x,),en on viheneva.

r1=1 ja Tnp= , neN,

(b) Osoita induktiolla, ettd jono (z,)nen on alhaalta rajoitettu.

Opastus: Jotta jono (x,),en olisi hyvin médritelty, niin tulee luonnollisesti olla voi-
massa z, # —1 kaikilla n € N. T&t4 ei suoranaisesti oleteta, mutta jonon (z,)nen
madrittelysta seuraa, etté kaikki pisteet x,, ovat ei-negatiivisia. Témén osoittaminen
on tosin osa kohdan (b) ratkaisua.

4. Osoita, ettd Tehtédvissa 3 mééritelty jono (x,,),en suppenee, sekd méadrad ko. jonon
raja-arvo.
Opastus: Tata tehtiavaa ratkaistaessasi voit olettaa, ettd Tehtdva 3 on ratkaistu.
Toisin sanoen, voit olettaa, ettd (x,),eny on vihenevi ja alhaalta rajoitettu.

5. Osoita Madritelmén 2.5.1 avulla, etté

. on?=2
lim = 0.
Opastus: Koska V2 > 1, niin T;;_f = ("_\/ZfTrﬁ) > n — /2 kaikilla n > 2.

6. Olkoot (2, )nen ja (Yn)nen jonoja siten, etta lim z, = +oo ja lim y, = +o00. Osoita

n—oo

Maéaritelmén 2.5.1 avulla, etta

lim x,y, = +00.

Opastus: Olkoon M > 0. Oletusten nojalla on olemassa ny(M),na(M) € N siten,
ettd x, > v M kaikilla n > ny (M) ja y, > vV M kaikilla n > ny(M).



