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Lukijalle

Kisissési oleva moniste on Joensuun yliopistossa luennoitavan kurssin Analyysi I luento-
runko. Teksti siséltdéd keskeiset kurssilla vastaantulevat méaritelmét ja tulokset, mutta ei
juuri lainkaan esimerkkejé tai todistuksia. Esimerkit ja ylipddtaan varsinainen matemaat-
tinen péaéttely esitetddn kurssin luennoilla. Tésté seuraa, ettd kurssilla vaadittavaa osaa-
mista ei voi tavoittaa pelkéstadn lukemalla luentorunkoa. Luentorungon péadasiallinen etu
on siiné, ettd luennoilla ei tarvitse kirjoittaa niin paljoa. Néin luentotilaisuudessa aikaa
jaa myos oppimiselle. Liséksi luentorunko antaa luennoitsijalle mahdollisuuden kuvailla
asioiden vélisid yhteyksid monisanaisemmin tavalla, joka ajanpuutteen vuoksi ei muuten
olisi mahdollista luennoilla.

Teksti sisdltdd myos pienelld fontilla kirjoitettuja todistuksia, lisdyksid, huomautuksia jne.
Tamé& on materiaalia, jota kurssilla ei vaadita osattavaksi, mutta joka on aiheen paremman
ymmartdmisen kannalta relevanttia.

Tamén moniste pohjautuu Myrbergin oppikirjaan Differentiaali- ja Integraalilaskenta I.
Monisteeseen on otettu patkid Merikoski-Halmetoja-Tossavaisen oppikirjasta Johdatus
matemaattisen analyysin teoriaan, sekd useista Calculus-oppikirjoista. Tekstissd olevat
painovirheet ovat kuitenkin allekirjoittaneen vastuulla.

Janne Heittokangas



1. Reaaliluvut

Antiikin Kreikassa matematiikan filosofia perustui sithen pythagoralaiseen nikemykseen,
ettd kaikki matemaattinen tietous voidaan esittdéd kokonaisluvuilla. Koska rationaaliluku
voidaan esittdéd kahden kokonaisluvun avulla, niin erityisesti kaikki se matemaattinen tie-
tous, joka voidaan esittdd rationaaliluvuilla, voidaan palauttaa kokonaislukuihin. Té&ten
kreikkalaiset matemaatikot hyvéksyivit myos rationaaliluvut, mutta sité laajempaa luku-
joukkoa ei heidédn mielestdédn voinut olla. Toisaalta he tiesivit, ettd rationaaliluvut eivét
riitd kaikkien janojen mittaamiseen.

Yha téndkin paivana késittelemme reaalilukuja yleensé rutiininomaisesti pitden itsestdan
selviné sitd, mitd ne oikeastaan ovat. Kannattaa kuitenkin huomata, ettéd reaalilukujen
eksakti méarittely on kaikkea muuta kuin itsestddnselvyys. Tamé médrittely perustuu
aksioomiin, eli tosina pidettaviin vaittdmiin.

1.1. Johdatus aksiomaattiseen paittelyyn

Matemaattisen teorian rakentamisessa kéytetddn aksiomatiikkaa. Talloin ldhtokohdiksi
otetaan tietyt véitteet, jotka hyvéksytadn tosiksi ilman todistusta. Naistd aksioomista
johdetaan matemaattisia lauseita, ja niistd edelleen uusia lauseita. Analyysissd perusal-
kioina ovat reaaliluvut ja kompleksiluvut. Siksi analyysin teorian rakentaminen aloitetaan
reaalilukujen méaarittelemisesté aksiomaattisesti.

Aksioomien muodostamalla aksioomajérjestelmélld tulee olla seuraavat ominaisuudet:

(1) RISTIRIIDATTOMUUS. Aksioomat eivit saa olla keskenéén ristiriidassa, eikd niiden
perusteella saa voida todistaa kahta keskenédén ristiriitaista véitetta.

(2) RippuMATTOMUUS. Mikéddn aksiooma ei saa seurata muista aksioomista.

Jos aksioomajérjestelmé halutaan ”lopullisesti” valmiiksi, niin silld tulee liséksi olla kol-
mas ominaisuus:

(3) TAYDELLISYYS. Kaikki perusalkioita ja perussuhteita koskevat mielekkait viitteet
taytyy voida todistaa joko oikeiksi tai vaariksi. Jos tiettyd vaitettd ei voida to-
distaa oikeaksi eiké védraksi, niin uudeksi aksioomaksi voidaan ottaa tdméa viite
tai vaihtoehtoisesti sen negaatio (vastakohta), jolloin saadaan kaksi erilaista aksioo-
majarjestelmas.

Kysymys aksioomajirjestelmén taydellisyydestd mutkistui, kun Kurt Godel (1906-1978)
todisti, ettd jokaisessa aksiomaattisesti rakennetussa matemaattisessa teoriassa on ai-
na aksioomajérjestelmalle relevantteja lauseita, jotka siis kuuluvat teoriaan, mutta joita
ei voida todistaa tosiksi tai epétosiksi tdmén teorian sisdlld (ns. epdtdydellisyyslause).
Godelin epétaydellisyyslause osoittaa aksiomaattis-deduktiivisen menetelmén puutteet.
Menetelméai ei silti tarvitse hylaté, silld sen edut ovat osoittautuneet hyvin suuriksi.

Esimerkkiné ratkaisemattomasta véitteestd on ns. kontinuumihypoteesi, jonka mukaan sel-
laista joukkoa, jonka kardinaliteetti on aidosti joukkojen N ja R kardinaliteettien vilissé, ei
ole olemassa.



Reaalilukujen aksioomiin nojautuvissa paattelyisséd edetddan hyvin pienin ”askelin” — jo-
kainen yhtasuuruus tai epayhtélo perustellaan viittaamalla johonkin aksioomaan. Téllaista
ajattelutapaa voi havainnollistaa vaikkapa ns. SHIP-DOCK-lauseeseen liittyvilla sanape-
lilld, jossa sana muutetaan toiseksi perikkéisten siirtojen kautta: SHIP, SHOP, SHOT,
SLOT, SOOT, LOOT, LOOK, LOCK, DOCK. Kunkin siiron aikana saa muuttaa (mutta
el siirtdéd) tdsmiélleen yhden kirjaimen, ja syntyvén sanan on oltava oikea sana. Kyseistéd
sanapelid voi pelata myos suomeksi — esim. sanasta "kissa” saadaan sana ”koira” vaikka-
pa seuraavalla paattelyllda: KISSA, KASSA, KANSA, KANTA, KAITA, KAIRA, KOIRA.

1.2. Luonnolliset luvut

On sopimuskysymys sisiltyyko luku nolla luonnollisiin lukuihin N vai ei. Talla kurssilla
sovitaan, ettd

N={1,2,3,...}.

Luonnollisia lukuja (engl. natural numbers) kutsutaan myo6s positiivisiksi kokonaisluvuiksi
(positive integers).

Mité luonnollisilla luvuilla sitten tarkoitetaan? Voitaisiin yrittdd vastata vaikkapa, etté
”Luonnolliset luvut ovat niité, joilla ilmoitetaan &darellisen joukon alkioiden lukumaéaaria”.
Tama vastaus aiheuttaa kuitenkin jatkokysymykset ” Mité tarkoitetaan dérelliselld joukol-
la?” ja ”Mité tarkoitetaan alkioiden lukumé&aralla?”. Samantyyppisiin puutteisiin tormé-
tddn muissakin vastaavissa yrityksissa.

Suurin osa luonnollisten lukujen tunnetuista ominaisuuksista saadaan johdettua ns. Pea-
non aksioomien avulla. (Giuseppe Peano, 1858-1932)

Peanon aksiomaattinen méaaritelméa. Joukkoa N sanotaan luonnollisten lukujen jou-
koksi, jos se toteuttaa seuraavat viisi ehtoa:

N1) 1eN.

N2) Jokaisella alkiolla n € N on olemassa tismélleen yksi seuraaja n’ € N.

(N1)
(N2)
(N3) Jos n € N, niin n’ # 1 (n:n seuraaja ei ole yksi).
(N4) Josn € Njam €N, jajosn =m/ niin n=m.
(N5)

N5) Jos A on joukon N osajoukko siten, ettd 1 € A, ja jos ehdosta n € A seuraa n’ € A,

niin silloin A = N.

Luonnollisesti otamme kayttoon merkinnat 1’=2, 2'=3, 3’=4, jne. Esimerkiksi luvun 2
seuraaja on 3, ja luku 37 on luvun 36 seuraaja.

Aksioomat (N1)—(N4) tuntuvat varsin luonnollisilta. Aksioomaa (N5) voidaan havainnol-
listaa seuraavalla paattelylla:

Tarkastellaan joukon N osajoukkoa A (eli A C N), joka toteuttaa aksiooman
(N5). Talloin 1 € A. Koska ehdosta n € A seuraa n’ € A, niin 2 = 1" € A
Edelleen, koska ehdosta n € A seuraa n’ € A, niin 3 = 2’ € A. Ja vield
toistaen, koska ehdosta n € A seuraa n’ € A, niin 4 = 3’ € A. Voimme



jatkaa tédtd monotonista paattelya loputtomiin ja néin ollen péételld, ettd mika
tahansa joukon N alkio kuuluu myos joukkoon A (eli N € A). Tuntuu siis
jarkevalta paatelld, ettd A = N. Taméa juuri jarkevéksi todettu johtopaétos
sisdltyy aksioomaan (N5).

Maaritelma 1.2.1. Luonnollisten lukujen n, m yhteenlasku mééritelldan asettamalla

n+1l=n
n+m' = (n+m),

ja kertolasku asettamalla
n-l=n
n-m'=(n-m)+n.
Esimerkki 1.2.2. Laske Peanon aksioomien avulla 2 + 2.

Esimerkki 1.2.3. Laske Peanon aksioomien avulla 3 - 2.

Induktioperiaate. Seuraava paittely pohjautuu Peanon aksioomaan (N5). Oletetaan,
ettd jokaiseen luonnolliseen lukuun n € N liittyy véite P,, joka voi olla tosi tai epétosi.
Induktioperiaate on luonnollisiin lukuihin liittyva ominaisuus, jonka mukaan ehdoista

(1) Py on tosi;
(2) P,41 on tosi aina kun P, on tosi, n € N;

seuraa, ettd P, on tosi kaikilla n € N. Induktioperiaatteeseen perustuvassa todistuksessa
on varmistettava kummankin ehdon (1) ja (2) paikkansapitdvyys. Kdytannossé ehto (1) on
usein helppo todeta. Induktioperiaatteeseen syvennytadan tarkemmin Johdantokurssilla.

Esimerkki 1.2.4. Osoitetaan, ettd 1 +2+3+---4+n = ”("TH) kaikilla n € N. Lukuun
n littyva vaite P, on nyt muotoa

1
P,: 1+2+3+~-+n_@.
Viitteen P, mukaan 1 = @ ja véitteen P, mukaan 1+2 = @ Viite P37 puolestaan

onl+2+---437T= %7“) = 703, jne. Huomataan, etté erityisesti vdite P; on tosi,
joten se voidaan ottaa induktiivisen pédttelyn lahtokohdaksi.

Tehdain induktio-oletus, ettd P, on totta. Oletamme siis, ettd 14+2+3+---4+n = n("TH)

on voimassa. Téhédn perustuen yritdmme osoittaa véitteen P,,; paikkansapitdvyyden.
Lisdtéadan luku n 4+ 1 em. yhtdlon molemmille puolille, saadaan
n(n+1)

1+2+3+---+n+(n+1):T+(n+1)

Olemme osoittaneet, ettéd jos viite P, on totta, niin myos véite P,,; on totta. Induktio-
periaatteen mukaan véitteet P, ovat totta kaikilla n € N.



1.3. Kokonaisluvut ja rationaaliluvut

Soveltamalla Peanon aksioomia induktiivisesti tarvittavan monta kertaa, voidaan tode-
ta, ettd tavanomainen yhteenlasku on laskutoimitus luonnollisten lukujen joukossa: Jos
n,m € N, niin n +m € N. Viahennyslasku ei kuitenkaan ole laskutoimitus luonnollis-
ten lukujen joukossa, silld 2,3 € N, mutta 2 — 3 = —1 ¢ N. Myshemmin télla kurssilla
opimme, ettd reaalilukujen vdhennyslasku on itse asiassa yhteenlaskua vastaluvuilla.

Lapsuudesta saakka olemme huomanneet késitteiden "negatiivinen” ja "nolla” tarkeyden.
On siis luonnollista laajentaa lukukésityksemme luonnollisten lukujen joukosta kokonais-
lukujen (integers) joukkoon

Z=1{.,-3-2-1,0123,...}

My6s lukujoukko Z kéy riittdmattoméksi, kun mukaan liitetddn jakolasku. Mychemmin
talla kurssilla kuitenkin opimme, etté reaalilukujen jakolasku on itse asiassa kertolaskua
kédnteisluvuilla. Reaalilukujen tavanomaisiksi laskutoimituksiksi riittavét siis yhteenlas-
ku ja kertolasku. Jakolaskun mahdollistamiseksi laajennetaan lukukésitettamme edelleen
rationaalilukujen (rational numbers) joukkoon Q, joka mééritellddn asettamalla

Q:{%:mEZ,nEN}.

Edella méaaritellyt lukujoukot siis siséltyvét toisiinsa joukkoinkluusioiden N € Z C Q
mukaisesti. Jatkossa oletetaan, ettd nédiden lukujoukkojen laskutoimitus- ja jérjestysomi-
naisuudet tunnetaan.

1.4. Epéasuora todistus

Tama luku on tarkoitettu tdsmennykseksi niille, joille epésuora todistus ei ole ennestain
tuttu. Epésuoran todistuksen idea on yksinkertaisimmallaan siiné, ettd implikaatio

A= B
on loogisesti ekvivalentti implikaation
-B = -A

kanssa. Epésuoraa todistusta késitelldédn tarkemmin Johdantokurssilla.
Esimerkki 1.4.1. Jos n € Z ja n? on parillinen, niin n on parillinen.

Todistus. Huomataan ensin, ettd luku n on parillinen, jos n = 2m jollekin m € Z ja
pariton, jos n = 2k + 1 jollekin k € Z. Todistettavana oleva véite on implikaatio A = B,
missd A on looginen lause

A ="n € Z jan® on parillinen”

ja B on looginen lause
B ="n € Z ja n on parillinen”.
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Todistetaan implikaatio epésuorasti, eli oletetaan —B voimassa olevaksi — tehd&an siis
vastaoletus, eli ns. antiteest.

Antiteesi: n € Z ja n on pariton. Télloin n = 2k + 1 jollekin k£ € Z, misté seuraa, ettd
n®= 2k +1)> =4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Niin ollen n? on pariton, eli =A pétee. Olemme siis péityneet ristiriitaan alkuperiisen
oletuksen A kanssa, joten antiteesi oli viard. Nain ollen n on parillinen. O

1.5. Reaaliluvut intuitiivisesti

Lukujoukko @@ on melko tyydyttava, silla sen alkioiden vililla voidaan harjoittaa yhteen-,
vahennys-, kerto- ja jakolaskuja. Joukko Q ei kuitenkaan ole tédydellinen. Seuraavassa
lainaus Mika Waltarin kirjasta ” Turms, kuolematon”:

Pythagoralainen peitti kasvonsa késivarteensa peittddkseen meiltd kyyneleenséd. Lopulta
han saavutti malttinsa takaisin ja myonsi: ” Jos kaikki tosiaan olisi niin yksinkertaista, ha-
vainnollista ja kaunista kuin Pythagoras opetti ennen kuolemaansa, olisi eldmé ja viisaus
helppoa. Mutta se ei ole totta. En ole rikollinen, eivitkéd pythagoralaiset minua erottaneet
keskuudestaan, vaan lahdin itse havaittuani kaiken mielettomyyden. Kaunis on tasasivuinen
kolmio. Vield kauniimmalta niyttéa tasasivuinen nelio. Mutta jo yksin tdmé yksinkertainen
muoto on kirottu, silld nelion halkaisijan ja sivun suhdetta ei pysty ilmaisemaan mik&an
luku. Tata suhdetta voi laskea koko ikénsé eikd luku pééty koskaan. Niin kauhean tiedon
paljastumiseen johti yksinkertainen ja kaunis lukujen oppi. Ei pythagoralaisuus tuhoutu-
nut salaseuraisuuteen kuten tyrannit luulivat, vaan téhédn kauhistuttavaan salaistietoon.
On suhteita, joita ilmaiseva luku on padttyméaton.”

Lukusuora. Tarkastellaan reaalilukuja intuitiivisesti. Reaaliluvut (real numbers) ovat
lukuja, joita voidaan kéyttdd mitattaessa etdisyyksid ja aikaa, sekd muita sellaisia fy-
sikaalisia suureita, kuten massaa ja lampoétilaa, joiden ajatellaan muuttuvan jatkuvasti.
Reaaliluvut voidaan konkreettisesti tulkita lukusuoran pisteiksi. Lukusuora saadaan ai-
kaan, jos annetulta tason suoralta valitaan kaksi pistettd 0 ja 1. Téalloin mittayksikko ja
positiivinen suunta tulevat kiinnitetyksi. Nyt jokaista lukusuoran positiivisen puolen pis-
tettd vastaa jokin janan pituus ja jokaista negatiivisen puolen pistettd janan pituuden
vastaluku.

Rationaalipisteiden joukko lukusuoralla on siind mielessé epétéydellinen, ettd kaikkia ja-
nojen pituuksia ei voida niiden avulla ilmoittaa. Eo. lainauksesta huolimatta jo antiikin
kreikkalaiset osasivat todistaa, ettd yksikkonelion ldvistdjin pituus, ts. yhtélon z? = 2
positiivinen ratkaisu, ei ole rationaaliluku.

Lause 1.5.1. Mikéén rationaaliluku x ei toteuta yhtaloa

2 =2

Todistus. Tehd&ddn vastaoletus, eli oletetaan, etta yhtalo toteutuu jollakin x = ’é. Voidaan
olettaa, ettd p ja g ovat positiivisia kokonaislukuja (luonnollisia lukuja). Jakamalla tarvit-
taessa yhteiset tekijédt pois, niin voidaan myos olettaa, ettd luvuilla p ja g ei ole yhteisia
tekijoita.



Annetusta yhtélosta saadaan

2
z? = % =2,
ja siis
p2 _ 2q2

Néin ollen p? on parillinen. Mutta télloin Esimerkin mukaan myds p on parillinen.
Koska p on parillinen, se on muotoa p = 2m, ja siis p> = 4m. Saadaan 4m = 2¢?, josta
¢*> = 2m. Siis ¢? on parillinen, josta seuraa, ettd ¢ on parillinen. TAmé on ristiriita, silld
oletettiin, ettéd luvuilla p ja q ei ole yhteisia tekijoitd. Néin ollen miké&én rationaaliluku ei
voi toteuttaa ko. yhtaloa. O

Rationaaliset pisteet eivit siis taytd koko lukusuoraa, vaan on olemassa muitakin pisteita.
Néité pisteitd kutsutaan irrationaalisiksi (irrational). Lukusuoran kaikkien pisteiden jouk-
ko on reaalilukujen intuitiivinen vastine.

Irrationaaliluvuilla ei ole tarkkaa numeerista arvoa, vaan niilla laskettaessa taytyy tyy-
tyéd rationaalisiin likiarvoihin, jotka kylldkin saadaan mielivaltaisen tarkoiksi. Esimer-
kiksi luvun 7 miljoona tai jopa miljardi ensimmaistd desimaalia voidaan laskea, miké&li
kéytettiavissd on tarpeeksi nopea tietokone ja tarpeeksi hyva menetelma.

Irrationaalilukua voidaan ajatella sellaisena "raja-arvona”, joka saadaan tarkastelemalla
sen rationaalisia likiarvoja ja antamalla oikeiden desimaalien méaéréan ”1ahestya dédretonta” .
Niin adrettomyys on taustalla irrationaaliluvun olemuksessa ja sitd kautta koko analyy-
sissé. Se tekee analyysin vaikeaksi, mutta vaikeudet voidaan voittaa raja-arvoajattelulla.

Lukusuora on lukujen méarittelyn kannalta epéatdsméllinen ldhtékohta, silld se perustuu
intuitiiviseen geometriseen ajatukseen. Reaalilukujen eksakti médrittely on hankala pro-
sessi, ja se voidaan tehdd useilla vaihtoehtoisilla tavoilla. Ongelma on siiné, kuinka irra-
tionaaliluvut saadaan ”"luotua” vain rationaalilukuja ja niiden ominaisuuksia kayttéen.
Cantor (1845-1918) ja Dedekind (1831-1916) ovat jaéineet historiaan ensimméiisind ma-
temaatikkoina, jotka onnistuivat eksaktisti konstruoimaan reaaliluvut rationaalilukujen
avulla. Kumpikin julkaisi ratkaisunsa (jotka ovat olennaisesti erilaisia) samana vuonna
1872. (Merikoski-Halmetoja-Tossavainen: Johdatus matemaattisen analyysin teoriaan)

1.6. Reaalilukujen algebralliset ominaisuudet

Modernissa matemaattisessa kirjallisuudessa reaaliluvut méaéritellddn tavallisesti aksio-
maattisesti. Téllainen méaritelmé on periaatteessa helppo esittdéd, mutta ongelmana on
yhtéalta se, ettd madritelmén mielekkyys ei ole selvid, ja toisaalta se, ettd madritelméan
lahempi tarkastelu ei ole mielekéstd ennen kuin abstraktin algebran alkeet hallitaan.

Maiaritelméi 1.6.1. Reaaliluvuilla (R, +, -, <) tarkoitetaan jirjestettyéd kuntaa, joka to-
teuttaa téaydellisyysaksiooman.

Maéritelmén mielekkyys perustuu siihen, ettd voidaan todistaa Mééritelmén [1.6.1] struk-
tuurin olevan yksikésitteisena olemassa. Toisaalta Maaritelma sisdltda vain ehtoja,
jotka intuitiivisesti vastaavat ajatustamme siité, mitd ominaisuuksia reaaliluvuilla on.



Jirjestetyn kunnan aksioomat. Algebrallinen struktuuri (F, +, -) on kunta, jos F on vihintééin kahden
alkion joukko, jonka laskutoimitukset + ja - toteuttavat ominaisuudet (A1)—(A9):

Al
A2
3
A4

r+y=1y+z kaikilla z,y € F.
x4+ (y+2)=(r+y)+ z kaikilla z,y,z € F.

>

On olemassa alkio 0 € F, jolle péatee z 4+ 0 = z kaikilla = € F.

Kaikilla € F' on olemassa —z € F, jolle z + (—x) = 0.

=

A6) z-(y-2)=(x-y)- 2 kaikilla z,y,z € F.
A7
A8
A9

&

“(y+z)=2-y+az-zkaikillaz,y,z € F.

n olemassa luku 1 € F' joka toteuttaa ehdon 1 -2z = z kaikille x € F'.

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)
(A5) z-y=y- kaikilla z,y € F.
(AG)
(A7) «
(A8) O
(A9)

Kaikilla € F'\ {0} on olemassa = € F, jolle x - 27! = 1.

Edelleen kunta (F,+,:) on jarjestetty kunta, jos joukossa F' on mééiritelty relaatio <, joka toteuttaa
seuraavat ehdot (B1)—(B4) kaikilla z,y, z € F:

B1
B2

(B1) Téasmaélleen yksi ehdoista < y, © =y, y < x piitee.
(B2) Josz <yjay<z ninz < z.

(B3) Josz <y, niinz+z<y+ =z
(B4)

B4) Josz >0jay>0,niinz-y > 0.

Huomautus. Myos rationaaliluvut (Q, 4+, -, <) muodostavat jarjestetyn kunnan, joka kui-
tenkaan ei toteuta tdydellisyysaksioomaa. Tété tarkastellaan Luvussa [1.9]

Jérjestetyssd kunnassa merkitddn x < y jos ¢ < y tai x = y. Kertolaskussa mer-
kitdan lyhyesti zy merkinnén x - y sijaan. Jarjestetyn kunnan aksioomia kéyttéden voi-
daan todistaa kaikki lukiomatematiikasta tutut reaalilukujen yhteen- ja kertolaskua seké
jarjestysrelaatiota koskevat laskusdannot. Ne pidetdén jatkossa tunnettuna.

Seuraavaan lauseeseen on koottu reaalilukujen térkeimpié perusominaisuuksia.

Lause 1.6.2. Olkoot z,y,a,b € R.

(a) Jos a+x =a-+vy, niinx =y.

(b) Jos ax = ay ja a # 0, niin x = y.

(c) Josx+a=b, niinxz=>b-—a.

(d) Jos xa =b, missd a # 0, niin x = 2 := ba™",
(e) Jos x # 0 jay # 0, niin zy # 0.

(f) —(—x) = =x.

(8) =(x-y) = (=) -y =2z-(=y)

(h) (=z)-(=y) =z -y.



(i) =(z+y) = (=) + (=y).
(j) Jos x <y jax >y ninz=y.
(k) Josx <y jaa<bninzxr+a<y+b.
(1) Jos x <y jaa >0, niin ax < ay.
(m) Jos z <y jaa <0, niin ax > ay.
(n) Jos0 <z <y jal0<a<b,nin xa < yb.
(o) Jos x # 0, niin 2% > 0.
(p) Olkoon x > 0 jay > 0. Télléin x> < y* jos ja vain jos ¥ < y.
(q) Olkoon x > 0 jay > 0. Tallsin 2* = y* jos ja vain jos v = y.

I ovat samanmerkkiset.

(r) Jos x # 0, niin x ja x~
(s) JosO0 <z <y, niin0<y <zl
(t) Josz <y <0, niny* <z !<O0.

Huomautus. Lukijan tulisi kohdissa (k)—(t) itse formuloida vastaavat viitteet tapauksissa,
jossa ainakin yksi aidoista epdyhtélorelaatioista < korvataan relaatiolla <.

1.7. Itseisarvo ja epayhtalGt
Algebralliset padttelyt perustuvat tyypillisesti yhtdloihin. Analyysissé sen sijaan epayhté-

16t ovat olennaisia, silld monet tédrkeét asiat ilmaistaan epayhtéldiden avulla. Esimerkiksi
funktion raja-arvon méaritelmé siséltaé kaksi itseisarvoepayhtaloa.

Esimerkki 1.7.1. Ratkaistaan epéayhtalo

(1) = =1 ei ole ratkaisu.

(2) Oletetaan, ettd x > 1. Kertomalla puolittain nimittdjélla (joka on negatiivinen),
saadaan ekvivalentisti

r<—-1l—-2)=2—-1 <= 0< -1
Siis epayhtalolla ei ole ratkaisuja joukossa x > 1.

(3) Oletetaan, ettd z < 1. Kertomalla puolittain nimittéjalld (joka on nyt positiivinen),
saadaan ekvivalentisti 0 > —1. Siis kaikki luvut x < 1 ovat ratkaisuja.

Yhdistamaélla kohdat (1)—(3), saadaan ratkaisuksi z < 1.



Esimerkki 1.7.2. Ratkaistaan epéayhtalo

ve+24+z>1.

Arvot x < —2 eivit kelpaa ratkaisuiksi, silld juurrettavan on oltava ei-negatiivinen. Vaa-
ditaan siis ehto x > —2. Kirjoitetaan epayhtéld muodossa

ve+2>1—u. (1.1)

NeliGjuuri on ei-negatiivinen, joten arvoilla 1 — x < 0 epayhtélo (1.1]) pétee. Siis arvot
x > 1 kelpaavat ratkaisuksi.

Oletetaan, ettd —2 < x < 1. Télloin epayhtédlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia ja
voidaan korottaa ekvivalentisti puolittain toiseen (Lause [1.6.2(q)). Siis (1.1]) patee jos ja
vain jos

r+2>(1-12)? < 2°-32-1<0. (1.2)
Toisen asteen epayhtélon 1} ratkaisujoukoksi saadaan %ﬁ <z <1
Yhdistamalla ratkaisujoukot alkuperdisen epéyhtélon ratkaisuiksi, saadaan
3—v13

>
o 2

Maigritelma 1.7.3. Luvun x € R itseisarvo |z| méaédritellddn asettamalla

| = x, kun x > 0,
= —z, kun z < 0.

Huomautus. Siis |z| > 0 kaikilla z € R.

Esimerkki 1.7.4. Kirjoitetaan lauseke

|z — 1| — 2‘ paloittain méériteltyné ilman itsei-

sarvomerkkejé. Poistetaan ensin sisemmét itseisarvot kirjoittamalla

)’ _1‘_2‘_ |z — 3|, kun x > 1
. |2 —1], kunz < 1.

Oletetaan, ettd x > 1. Talloin

o — 3 = r—3, kun z > 3
* | —z+3, kun = < 3.

Oletetaan, ettd x < 1. Téalloin

r+ 1, kunz > —1

’_x_l‘:’x+1’:{—x—l,kunxﬁ—l,

joten

—z—1,kun z < —1
r+ 1, kin —1 <z <1
—zr+3, kun 1<z <3
r — 3, kun =z > 3.

‘]a:—l]—Q‘:



Seuraavaan lauseeseen on koottu itseisarvon téarkeimpid perusominaisuuksia.

Lause 1.7.5. Kaikilla z,y € R pétee

(a) |x| =0 jos ja vain jos x = 0.

(b) |yl = |zlly|.
(c) |2 = &l jos y #0.
(d) |a = | = xl.

(e) |z +y| <|z|+|y| (Kolmioepdyhtéls).

Todistus. (a) Viite seuraa suoraan itseisarvon madritelmésté.

(b) Kaikilla z € R pétee |z|*> = 2%, Tdmi nihddéin kirjoittamalla yht#lon vasen ja oikea
puoli tapauksissa x > 0 ja x < 0. Korottamalla puolittain neliotn, saadaan

lzy| = |zlly] <= |zy]> = (|zlly])? = 2P |y]* <= (2y)® = 2%y

Koska (xy)? = 2?y? pitee, niin viite seuraa yo. ekvivalenssiketjun nojalla.
(c) ja (d) padtelladan vastaavaan tapaan nelidonkorotuksella kuin kohta (b).

(e) Saadaan

x4yl < x|+ [yl = |z +yl < (2] + |y])?
= (z+y)® < |2+ 20xllyl + |y
= 22+ 20y +y? <2+ 22|y +vP
= xy < |z|lyl.

Aito epayhtélo zy < |x||y| patee ainoastaan silloin, kun toinen luvuista z, y on positiivinen
ja toinen negatiivinen. Muissa tapauksissa patee yhtasuuruus xy = |z||y|. Siis zy < |z||y|
on aina voimassa, joten kolmioepayhtalo seuraa yo. ekvivalenssiketjun nojalla. a

Kolmioepiyhtidlon geometrinen tulkinta. Nimitys kolmioepayhtélo juontaa ehdon
geometrisesta merkityksestéd tason vektoreiden tapauksessa. Jos T ja i ovat kaksi erisuun-
taista tason vektoria, joiden pituudet ovat |Z| ja ||, ne muodostavat yhdessid summavekto-
rin T+7 kanssa kolmion, jossa kolmannen sivun pituus on |[Z+7|. Télloin kolmioepayhtéld

z+y| <|z|+ [yl

ilmaisee sen intuitiivisesti ilmeisen seikan, ettéd kolmiossa kolmannen sivun pituus on kor-
keintaan yhtd suuri kuin kahden muun sivun pituuksien summa. Lauseen tilanteessa
ollaan siiné rajatapauksessa, jossa vektoreiden T ja 7 péadtepisteet sijaitsevat z-akselilla.
Télloin "kolmio” on litistynyt kasaan.
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1.8. Reaalilukuvilit ja avoimet joukot

Olkoot a,b € R, a < b. Talloin merkitdan

Ja,bf={zeR:a<z<b},
Ja,b] ={zeR:a<z<b},
a, b ={xzeR:a<z<b}
la,b) ={zeR:a<z<b},

reR:xz>a}l,
reER:z<b},
reR:x<b}.

[

]

[=A
| ={

la, 40 ={zx€eR:x>a},

[={
[={
| =A{

Maéritelmi 1.8.1. Joukkoa A C R sanotaan avoimeksi vdiliksi, jos A on muotoa |a, b,
la, +oo[, | — oo, b tai A = R. Edelleen, joukko U C R on avoin, jos U on miké hyvénséi
avoimien vélien yhdiste.

Esimerkki 1.8.2. Kirjoita seuraavat joukot kidyttden reaalilukuvalimerkintéa:
A={zeR:2<0} =
B={zeR:2’ <8} =
C={2":2cR}=
D={zeR:2° <8} =

Mitka joukoista A, B, C, D ovat avoimia?

1.9. Taydellisyysaksiooma: supremum ja infimum

Lukujoukoilla Q ja R on se merkittivi ero, ettd rationaaliluvut eivdt muodosta ”jatku-
moa” kuten reaaliluvut. Téaydellisyysaksioomassa (completeness axiom) on kyse tdmén
intuitiivisen jatkumoajatuksen eksaktista ilmaisemisesta.

Maiaritelma 1.9.1. Osajoukko F C R on ylhddltd rajoitettu, jos on olemassa a € R siten,
ettd x < a kaikilla x € E. Téalloin lukua a € R sanotaan joukon E yldirajaksi. Edelleen a
on joukon E suurin luku, merkitdin a = max F, jos a € E ja a on joukon F yldraja.

n2
E= : .
{n2+1 nEN}

< 1 kaikilla n € N, niin luku 1 erds F:n yldraja. Myos luku 2 on E:n ylidraja.

Esimerkki 1.9.2. Olkoon

2
n
Koska —; =)

Osoitetaan, ettéd joukossa FE ei ole suurinta lukua. Jos 0 < a < 1, niin

2
S 2 2 201 a
5 a < n“>an"+a <= n(l—a)>a <= n> :

n*+1 1—a

Siis valitsemalla n € N riittdvan suureksi, nihdédén, etté a ei voi olla F:n ylaraja. (Pééttely
on luvallinen Arkhimedeen lauseen nojalla, ks. Luku [1.10]) Myéskédn luvut a < 0 eivéit
ole F:n yldrajoja. Néin ollen luvut a < 1 eivét kelpaa E:n suurimmaksi alkioksi. Luvut
a > 1 eivit kuulu joukkoon F joten myoskédén ne eivit kelpaa E:n suurimmaksi alkioksi.
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Maéaritelma 1.9.3. Olkoon E C R ylhailta rajoitettu. Luku a € R on joukon E pienin
ylaraja (supremum), merkitdéan a = sup F, jos ehdot (1) ja (2) toteutuvat:

(1) a on joukon E yliraja.
(2) Jos b € R on joukon E yldraja, niin a < b.

Huomautus. Mééritelmén ehto (2) esitetédén usein seuraavassa kiyttokelpoisemmas-
sa muodossa:

(2)* Jos b < a, niin b ei ole joukon E yliraja.
Téassé on kiytetty hyvéksi sité, ettd implikaatiot A = B ja -B = — A ovat ekvivalentit.

Maéaritelmén mukaan reaaliluvut toteuttavat taydellisyysaksiooman.

Taydellisyysaksiooma. Jokaisella epdtyhjdlld ylhddltd rajoitetulla reaalilukujoukolla E
on pienin yliraja sup E joukossa R.

Huomautus. Vaikka rationaaliluvut toteuttavatkin kunta-aksioomat (A1)—(A9) ja jérjes-
tysaksioomat (B1)—(B4), niin ne eivit toteuta téydellisyysaksiomaa. Olkoon esimerkiksi

E={reQ:2*<2}.
Joukko FE koostuu siis kaikista vélilla | — V2, \/§[ olevista rationaaliluvuista. Voidaan

osoittaa, ettd sup £ = /2 ¢ Q. Tamén todistaminen sivuutetaan teknisena.

Huomautus. Jos E C R on epédtyhja ja a := max E € R, niin a = sup E. Siis joukon
supremum yhtyy maksimiin jos jalkimmaé&inen on olemassa. Osoitetaan, ettd Méaritelmén

ehdot (1) ja (2) toteutuvat:
(1) Koska a = max F, niin a on erds F:n ylaraja.

(2) Jos b on E:n ylaraja, niin « < b kaikilla z € E. Erityisesti a < b.

Maéaritelma 1.9.4. Osajoukko £ C R on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa a € R
siten, ettd a < x kaikilla x € FE. Téalloin lukua a € R sanotaan joukon E alarajaksu.
Edelleen a on joukon E pienin luku, merkitddin ¢ = min F, jos a € E ja a on joukon E
alaraja.

Maaritelma 1.9.5. Olkoon E C R alhaalta rajoitettu. Luku a € R on joukon E suurin
alaraja (infimum), merkitdén a = inf F, jos ehdot (1) ja (2) toteutuvat:

(1) a on joukon E alaraja.

(2) Jos b € R on joukon E alaraja, niin b < a.

Mééritelmén [1.9.5] ehto (2) voidaan esittéé myds seuraavassa ekvivalentissa muodossa:
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(2)* Jos b > a, niin b ei ole joukon E alaraja.

Reaalilukujen pienimmaén yldrajan ominaisuudesta seuraa myos suurimman alarajan omi-
naisuus, ja kddntden. Yhtéd hyvin voisimme siis valita Lauseen tuloksen taydellisyys-
aksioomaksi. Kirjallisuudessa — kuten myo6s télla kurssilla — taydellisyysaksioomaksi
valitaan kuitenkin supremumia koskeva tulos.

Lause 1.9.6. Jokaisella epétyhjélla alhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla E on suurin
alaraja inf F joukossa R.

Todistus. Merkitdéan
F:=—-FE:={-xz:2€FE}.

Koska E on alhaalta rajoitettu, niin E:lld on alaraja. Olkoon m joukon E alaraja jolloin m < z kaikilla
x € E. Talloin —z < —m kaikilla z € E, eli —m on joukon F' yldraja. Siis I’ on ylh&ilta rajoitettu, joten
taydellisyysaksioman nojalla M :=sup F € R.

Osoitetaan vield, ettd —M = inf E:
(1) Olkoon z € E. Talldin —z € F, joten —z < M. Niin ollen z > —M, eli —M on joukon E (erés)
alaraja.

(2) Olkoon m erds E:n alaraja, jolloin siis —m on joukon F' yldraja. T&ll6in supremumin méiritelmén
nojalla —m > M, joten m < —M. Siis —M on E:n alarajoista suurin. O

Huomautus. Jos E C R on epétyhja ja a := min E € R, niin ¢ = inf E. Siis joukon
infimum yhtyy minimiin jos jalkimméinen on olemassa. Taémén todetaan samalla tavalla
kuin vastaava supremumia ja maksimia koskeva véite.

1.10. Reaalilukuja koskevia perustuloksia

Arkhimedeen lause. Jokaista lukua x € R kohti on olemassa n € 7Z siten, etti n > x.

Todistus. Olkoon x € R. Tehdédin antiteesi: n < x kaikilla n € Z. Talloin joukko Z on
ylh&alta rajoitettu. Taydellisyysaksiooman nojalla on siis olemassa sup Z € R.

Olkoon n € Z. Talloin myés n + 1 € Z, joten n + 1 < supZ. Nyt n < supZ — 1. Siis
joukon Z mielivaltainen alkio on < supZ — 1, joten supZ — 1 on erés joukon Z ylaraja.
Siis supZ < supZ — 1, ts. 0 < —1. Tama4 on ristiriita, joten antiteesi oli vaara. O

Lause 1.10.1. Kahden reaaliluvun véalissd on aina rationaaliluku.

Todistus. Olkoot a,b € R siten, ettd a < b. Nyt b — a > 0, joten ﬁ € R. Arkhimedeen
lauseen nojalla on olemassa n € N siten, ettd

1

n >
b—a

<~ nb—a)>1.

Liséiksi Arkhimedeen lauseen nojalla on olemassa kokonaisluku, joka on > nb. Olkoon p
pienin téllainen kokonaisluku, ts. p > nb, mutta p — 1 < nb. Talloin b > p%l. Koska

p>nb=na+n(b—a)>na+l1,
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niin ]
p>na+1l < a<pT.

Siis a < p%l < b, missé ’%1 on rationaaliluku. O

Huomautus. Toistamalla edelld olevaa paattelyd voidaan todeta, ettéd valillid |a, b] on it-
se asiassa adreton médrd rationaalilukuja. Sanotaan, ettéd rationaaliluvut ovat tihedssd
(dense) reaalilukujen joukossa.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd myos irrationaaliluvut ovat tiheéissé reaalilukujen joukossa:
Lause 1.10.2. Kahden reaaliluvun vélissd on aina irrationaaliluku.

Todistus. Olkoot a,b € R siten, ettd a < b. Lauseen [1.10.1| nojalla reaalilukujen a — /2

ja b — /2 vilissd on olemassa rationaaliluku, ts. on olemassa ¢ € Q siten, etti
a—vV2<qg<b—v2.
Talloin a < g+ V2 < b, missi g + V2 € Q. O

Edellisessa todistuksessa on kédytetty apuna seuraavia tuloksia:

(1) v/2 on irrationaalinen (Lause |1.5.1)).

(2) Rationaaliluvun ja irrationaaliluvun summa on irrationaalinen (HT).
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2. Reaalilukujonot

Supremumin ja infimumin yhteydessad torméttiin jo vélillisesti lukujonon suppenemisen
ideaan. Idea on analyysin ymmértdmisen kannalta téarkeé, silld jonojen suppenemisen
kautta voi yksinkertaisimmassa muodossaan omaksua suppenemisen mééritelmén ja tiet-
tyjd universaaleja ominaisuuksia.

2.1. Jonon suppeneminen ja raja-arvo

Jos jokaista luonnollista lukua n € N kohti annetaan yksikésitteisesti médratty luku
x, € R, saadaan (reaaliluku)jono

(.Z'l,.fg,l’g,...),

jota merkitddn lyhyesti (z,)5%, tai (z,)nen. Indeksistd n riippuvaa lukua z,, sanotaan
lukujonon (x,)nen n:nneksi alkioksi (termiksi). Esimerkiksi lukujonon (x,)nen, n =
alkioita ovat

n2o
1
1, o —
16
ja lukujonon (yn)nen, Yn = 777, alkioita ovat
123
ARV

NN T

Y

o |

)

Edelld maaritellyn lukujonon (z,),en alkiot ovat hyvin lahelld lukua 0, kun n on suuri.
Vastaavasti lukujonon (y,)nen alkiot ovat hyvin ldhelld lukua 1, kun n on suuri. Luvut
0 ja 1 ovatkin lukujonojen (x,)nen ja (Yn)nen raja-arvoja (vastaavassa jirjestyksessd).
Lukujonon raja-arvon matemaattinen méaaritelméa on kiteytynyt seuraavaan muotoon:

Madritelma 2.1.1. Jono (x,)nen suppenee (converges) kohti raja-arvoa z € R, jos jo-
kaista lukua € > 0 kohti on olemassa n(c) € N siten, ettd kaikilla n > n(e) pétee
|z, — x| <e.

T&ll6in merkitddn lim x,, = x. Jos jono (x,).en €l suppene kohti reaalista raja-arvoa, se

n—oo

hajaantuu (diverges).

Jonon raja-arvon méaéiritelma symbolimuodossa:

Ve>03dn(e) eN :n>ne) = |z, — x| <e.

Esimerkki 2.1.2. Tarkastellaan jonoa (x,),en, missa

Jono néyttaa suppenevan kohti lukua 0. Kokeillaan e-ehtoa oletettuun raja-arvoon x = 0

arvolla € = ﬁ. Nyt

1 1 1
n— 0 < — &&= —<— = > 100.
=01 < 75 n = 100 "
Siis kaikilla n = 101,102, ... pitee |z, — 0] < 145. Voidaan valita n(c) = 101 (miké

L

hyvénsd suurempi luku kiy myds). Talloin arvoilla n > n(e) pétee [z, — 0] < 155-
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Huomautus. (a) Madritelméssé ei ole olennaista 10ytdd parasta lukua n(e), vaan
ainoastaan jokin vaadittavan ehdon toteuttava luku n(e). Téssd parametri € viittaa siihen,
ettd n(e) riippuu luvusta € > 0.

(b) Raja-arvon méaédritelmén omaksuminen vaatii tyostdmistd. Kannattaa huomata, etti
médritelmé yo. muodossaan on vasta reilut sata vuotta vanha. Téstakin voi padtelld, etta
madritelmé on ei-triviaali.

(c) Mééritelmésta seuraa, etté raja-arvo on yksikésitteinen. Témé tarkoittaa seuraavaa:
Jos jono (z,)nen on annettu, korkeintaan yksi luku = € R toteuttaa Mééritelmén 2.1.1]

Todistus. Tehddéan vastaoletus, ettd on olemassa luvut a # b siten, ettd lim x, = a ja

n—oo

lim x,, = b. Voidaan olettaa a < b. (Jos néin ei ole, niin luvut @ ja b vaihdetaan.) Valitaan
€ = b_T“ ja sovelletaan raja-arvon mééritelméd sekd lukuun a ettd lukuun b. Loydetdin

ni(e) € N ja ng(e) € N siten, etta

n>n(e) = |z, —al<e = a—b_T“<a:n<a,+—

n>nye) = |z, —bl<e = b— 5% <z, <b+ 5%

Jos nyt n > max{n;(e),n2(¢)}, niin molemmat arviot ovat voimassa x,:lle. Koska

b—a:b_b—a

at— 9

saadaan x, < x,, miké on ristiriita. O

Esimerkki 2.1.3. (Vakiojono) Oletetaan, ettéd on olemassa a € R siten, ettd z,, = a
kaikilla n € N. T&lloin

lim z, = a.
n—oo
Jos nimittdin € > 0 on annettu, niin |z, — a| = |a — a| = 0 < ¢ kaikilla n € N. Siis kaikki

luonnolliset luvut kelpaavat luvuksi n(e) olipa € mikd hyvénsa.

Huomautus. Jonon alkupééin alkioiden perusteella ei voi sanoa mitéén varmaa raja-arvosta.
Olkoon esimerkiksi )
2n? 4+ 10%n
Tp=——"77—.
3n?

Nyt jonon ensimméiset alkiot (termit) ovat

1000002 2000008 3000018
3 12 271 7

Ensimmaisten termien perusteella on vaikea péételld, mikéd raja-arvo on tai onko raja-
arvoa ylipadataan olemassa. Itse asiassa

lim x, = =

n—oo

Tamén perustelemiseksi on kuitenkin johdettava ensin yleisid raja-arvon ominaisuuksia.
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2.2. Jonon raja-arvoon liittyviid ominaisuuksia

Kuristusperiaate. Oletetaan, etti on olemassa ny € N siten, etti reaalilukujonoille
(xn)neNy (yn)neN ja (Zn)neN pdtee

(a) zp < yp < z, kaikilla n > ny,

(b) lim x, =2z = lim z,.

n—oo

Talloin lim y, = x.

Todistus. Olkoon € > 0. Raja-arvon méaéritelmén (oletus (b)) nojalla on olemassa ny(g) >
no siten, etté |z, — x| < ¢ kaikilla n > ny(¢). Vastaavasti on olemassa ns(c) > ny siten,
ettd |z, — x| < € kaikilla n > ngy(e). Valitaan n(e) = max{n,(€),nqs(e)}. Télloin, jos
n > n(e), niin

—e<x,—r<e ja —e<z,—T<E€,
joten
—E< Ty —T< Yy, —r < 2, —x <E.
Siis ehto |y, — | < € pétee, kun n > n(e). 0

Olkoot (z)nen ja (Yn)nen kaksi reaalilukujonoa. Talloin summajono (z, + Yn)nen ja  tu-
lojono (x,yn)neny madritellaan luonnollisella tavalla, ts. summajonon n. alkio on x,, + y,
ja tulojonon n. alkio on x,¥,. Esimerkiksi, jos

n
n+1’

xn:_Q .ja Yn =
n

niin summajono ja tulojono ovat

1+ n _n3+n+1
n2 n+1 n2(n+1)

Tt = (%) (nj—l) - n(nl—l— 1)

Lause 2.2.1. Olkoot z,y € R siten, ettd lim x, = x ja lim y, = y. Téalloin

n—oo

ja

(a) Jgrolo(xn +yn) =+,
(b) lim az, = ax kaikilla a € R,

(¢) lim @y, = zy,
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Lauseen kohdat (a) ja (b) todistetaan luennolla. Kohtien (c) ja (d) todistukset ovat
teknisempié, ja siksi ne jatetddn téssd vaiheessa lukijan oman mielenkiinnon varaan.

Todistus. (¢) Raja-arvon méiritelmésti seuraa helposti, ettd jono (yn,)nen on rajoitettu. T&lldin on
olemassa M > 0 siten, ettd |y,| < M kaikilla n € N. Valitaan nj,ns € N siten, etti

€ €
>ng = —z| < — ] > ng = -yl < —/——.
n>n; = |r, — 5 ja n>ng =y, — vy e 1)

Jos nyt n(e) := max{ni,ny}, niin kaikilla n > n(e) pitee kolmioepiyhtilén nojalla

|-Tnyn - -Ty| = ‘xnyn — TYn + TYn — xy| = |yn(xn - CC) + x(yn - y)|

g g
< |ynllzn — b —yl < M- — R
< |ynllzn — 2| + |2|[yn — vl 2M+|:c| e+ 1)

<e.
Tamaé todistaa viitteen.
(d) Todistetaan ensin implikaatio

1
lim 2, =1 = lim — =1. (2.1)

n—oo n—oo :Z;'n

Olkoon tdtéd varten 0 < ¢ < 1. Valitaan n(e) € N siten, ettd |z, — 1| < 5 kaikilla n > n(e). Arvoilla
n > n(e) pitee |z, — 1| < 3, eli 3 <z, < 2. Niin ollen arvoilla n > n(e) saadaan

—xn‘: 11— x|

<2|1 -z, <e,

1 1
=]
n
miké todistaa viitteen (2.1]). Ehtoa (2.1) kdyttéden yleinen viite saadaan seuraavalla tavalla. Havaitaan

ensin, ettd kohdan (b) nojalla

. Yn . L
lim — = lim — -y, =— lim y, =—-y=1.

Niin ollen kohtien (b), (c) sekéd implikaation (2.1)) perusteella saadaan

lim —=lm-->.2,=--1-2=—,
n—=00 Yn, n—oyY Yn Y Y

mikéli y # 0. O

2.3. Jonon monotonisuus
Maéaritelmé 2.3.1. Lukujono (z,,),en on

(a) rajoitettu (bounded), jos on olemassa M > 0 siten, ettéd |z,| < M kaikilla n € N,

(b) kasvava (increasing), jos x, < x,.; kaikilla n € N,

(c) wihenevd (decreasing), jos x, > x4 kaikilla n € N.

Lukujono on monotoninen (monotonic), jos se on joko kasvava tai viheneva.

Lisaksi mééritelladan: Lukujono (z,)neny on aidosti kasvava (vast. aidosti vihenevd) , jos
ehdossa (b) (vast. ehdossa (c)) on aito epayhtéld. Lukujono (z,)nen on aidosti monotoni-
nen, jos se on joko aidosti vihenevé tai aidosti kasvava. Lukujono (z, ),en on ylhddlti ra-
joitettu (vast. alhaalta rajoitettu), jos on olemassa a € R siten, ettd x, < a (vast. x, > a)
kaikilla n € N.

18



Esimerkki 2.3.2. Olkoon z,, = nL+1 Talloin

n n+1
n+1 Sn+2
<~ nn+2)<(n+1)?
— nP+2m<ni4+om+1
— 0<1,

Typ < Tptl <~

joten (z,)nen on kasvava. Koska z, < 1 kaikilla n € N, niin (z,),eny on myds ylhaalta
rajoitettu. Kasvavuuden voi perustella myos silld, ettd funktion f(z) = —47 derivaatta
f(x) = m on positiivinen arvoilla z > 0.

Lukujonojen yhteydessid hyodynnetaian taydellisyysaksiomaa usein seuraavasti:

Lause 2.3.3. Jos lukujono (x,),en on kasvava ja ylhdéltd rajoitettu, niin on olemassa
raja-arvo lim x, ja

n—oo

lim z, =sup{z,:n €N}

Todistus. Taydellisyysaksioman nojalla G = sup{z, : n € N} € R. Olkoon £ > 0. Supremumin
médritelmén mukaan G — ¢ ei ole joukon E := {x, : n € N} yldraja, joten on olemassa n(¢) € N
siten, ettd z, ) € F ja

Tn(e) > G —e.

Jos nyt n > n(e), niin jonon kasvavuuden perusteella

Tn(e) < Tn(e)+1 <<y

ja siis
G—e<2,<G<G+e¢

kaikilla n > n(e). Néin ollen |z, — G| < € kaikilla n > n(e), eli viite pétee. O

Esimerkki 2.3.4. (a) Tarkastellaan esimerkiksi lukujonoa
1.2,1.24,1.245,1.2459, 1.24596, . . .

missé jonon alkio x,, saadaan arpomalla umpiméahkéan lukuja 1,...,9 n:nnen desimaalin
paikalle. Téassé desimaalimerkinnélld tarkoitetaan esimerkiksi

1.245:=14+2-107 4+4-10724+5- 1072

Selvisti (2, )nen On aina kasvava ja ylhaaltd rajoitettu jono rationaalilukuja, joten Lauseen
2.3.3 mukaan

r= lim z,

n—oo

on olemassa. Kédytdnnon laskuissa varsinkin irrationaalilukuja x approksimoidaan likiar-
voilla, eli luvuilla z,, tai niiden pyoristyksilla. Voidaan osoittaa, ettd nédin muodostettu
raja-arvo  on irrationaaliluku jos ja vain jos desimaaliesitys on jaksoton (sama numero-
sarja ei toistu loputtomiin mistéén indeksistd ldhtien).
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(b) Olkoon

Lukujono (x,),en on selvésti kasvava, ja vertaamalla sitd suppenevassa geometrisessa
sarjassa esiintyvadn lukujonoon, voidaan padtelld, ettd lukujono on rajoitettu (tarkka
perustelu sivuutetaan). Raja-arvoa lim x, kutsutaan Neperin luvuksi e. Neperin luku

n—oo

()
Tp=|1+4+—
n

raja-arvona, ks. Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskenta I, ss. 45—47.

saadaan myos kasvavan jonon

Lauseen [2.3.3| vastine pétee luonnollisesti my6s infimumille. Todistus on tédysin analoginen
kasvavaa jonoa koskevan todistuksen kanssa:

Lause 2.3.5. Jos lukujono (x,),en on vihenevé ja alhaalta rajoitettu, niin on olemassa
raja-arvo lim x, ja
n—oo
lim z, =inf{z,:ne N} eR

n—oo

2.4. Rekursiiviset jonot

Rekursiivisessa jonossa jonon termi mééritellidn jonon aikaisempien termien avulla. Yk-
sinkertaisimmassa tapauksessa jonon termi x,, 1 riippuu vain termisté x,, mutta on myos
mahdollista, ettd x,,; riippuu useammasta kuin yhdestd edeltdvistd termistd. Esimer-
kiksi klassinen Fibonaccin lukujono (z,),eny médritellddn rekursiivisesti asettamalla

T1=2o=1 Ja Tpyo=1Tpp1 + Ty
kaikilla n € N. Jonon ensimmaéiset alkiot ovat siis 1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...
Rekursiivisen jonon késittely perustuu usein induktioperiaatteeseen.

Kultaisella luvulla (kultaisella suhteella) « tarkoitetaan suhdeyhtalon

%: — *=x+1

positiivista ratkaisua

1++5
o = 2 .

Kultaisen luvun « ja Fibonaccin lukujen x,, vililla pétee epayhtalo

T, >a" % n>3.

Todistus. Osoitetaan viite induktioperiaatteella.
(1) On helppo tarkastaa, ettd viite pitee indeksin arvoilla n = 3, 4.
(2) Oletetaan, ettéd véite patee indeksin arvoilla 3 < k < n, missid n > 4. Talloin

n—3 2:

Tpi1 =Tp+ Ty >a" 2 +a" P =a" 3 (a+1) =" a nt1)=2,

&(

Induktioperiaatteen mukaan véite patee kaikilla n > 3. a
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Esimerkki 2.4.1. Oletetaan, ettd olemme todistaneet Fibonaccin lukujonon alkioille z,,

raja-arvon
Tni1

z = lim
n—oo Ty

olemassaolon. Jakamalla saadaan rekursiokaavasta

n 1
S I
Tn+1 Tn+1

xn+2

Tn41?
Tn

joten ottamalla raja-arvot puolittain ja soveltamalla raja-arvon laskusééntoja (Lause

2.2.1)), saadaan

2

1
r=14+—-— << =2+ 1.
T

Siis kultainen luku saadaan ko. suhteen raja-arvona (kunhan todistetaan ensin raja-arvon
olemassaolo).

2.5. Hajaantuvat jonot

Tarkastellaan esimerkkeji hajaantuvista (ts. ei-suppenevista) jonoista. Hajaantumisen
médritelmé saadaan kadntamaéalld raja-arvon maéadritelmé negaatiokseen. Toisin sanoen,
jono (z,)nen el suppene kohti pistettd = € R, jos on olemassa luku £ > 0 siten, ettd
|z, — x| > ¢ kaikilla n € N.

Seuraava Cauchyn ehto antaa tehokkaamman tavan perustella hajaantuminen:

Cauchyn ehto. Jos lukujonolla (z,)nen on raja-arvo x, niin kaikilla € > 0 on olemassa
n(e) € N siten, ettd
n,m>n(e) = |v, — o, <e.

Todistus. Olkoon € > 0. Raja-arvon mééritelméan mukaan on olemassa n(c) > 0 siten,
ettd |z, — x| < § kaikilla n > n(e). Jos siis n,m > n(e), niin kolmioepéyhtdlén mukaan

£ €
\xn—xm\:]xn—x+x—xm|g\xn—xl+]xm—x\<§+§:5,

ja viite on todistettu. a

Huomautus. Cauchyn ehto ei pade, jos on olemassa ¢ > 0 siten, ettd jokaista n(¢) € N
vastaa m,n > n(e), joille
|z, — x| > €.

Téllsin jono (,)nen hajaantuu.

Huomautus. Hajaantuvia jonoja on kahta tyyppié:

(1) Jonot, joilla on raja-arvo +oo tai raja-arvo —oo.

(2) Jonot, joilla ei ole dérellistéd eikéd ddretontéd raja-arvoa.
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Adrettoméat raja-arvot méaritelladn seuraavasti:

Maiaritelmé 2.5.1. Jono (z,)nen kasvaa rajatta, merkitddn lim x,, = 400, jos jokaista

n—oo

lukua M > 0 vastaa n(M) € N siten, etta kaikilla n > n(M) pétee
T, > M.

Vastaavasti, jono (z,)nen vihenee rajatta, merkitdéan lim z, = —oo, jos jokaista lukua
n—oo

m < 0 vastaa n(m) € N siten, ettéd kaikilla n > n(m) péatee

T, < M.

Huomautus. Olkoon P(x) = apa® + ap_12* "t + -+ + a1x + ag polynomi, jonka aste on
k € N. Talloin aj, # 0. On helppo todistaa mééritelmistéa ldhtien:

(1) Jos ax > 0, niin lim P(n) = +oo.

n—oo

(2) Jos ay < 0, niin lim P(n) = —oc.

n—oo

Harjoitustehtavéanéa osoitetaan, ettd myos dédrettomille raja-arvoille ovat voimassa seuraa-
vat kuristusperiaatteet:

Kuristusperiaate raja-arvolle +oo. Oletetaan, etti on olemassa ng € N siten, ettd
reaalilukujonoille (x,)nen ja (Yn)nen pétee

(a) Ty < Un kaikilla n > ng;

Talloin lim y,, = +o00.

n—oo

Kuristusperiaate raja-arvolle —oo. Oletetaan, etti on olemassa ng € N siten, ettd
reaalilukujonoille (,)nen ja (Yn)nen pétee

(a) x, >y, kaikilla n > ng;

(b) lim z, = —occ.

Tdlloin lim y, = —oo.

n—oo

Esimerkki 2.5.2. Voidaan todistaa tuloksia, jotka yhdistavit dérellisen ja dédrettomén

1
raja-arvon. Olkoon esimerkiksi lim z, = +4o00. Osoitetaan, ettd télloin lim — = 0.

n— oo n—oo T,
Olkoon ¢ > 0. Valitaan M = 1, jolloin oletuksen mukaan 18ytyy n(M) € N siten, etté
Tn > M = 1 kaikilla n > n(M). Mutta nyt

1

kaikilla n > n(M).
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3. Reaalimuuttujan funktiot

3.1. Funktio, funktion monotonisuus ja yhdistetty funktio

Olkoot A C R ja B C R. Kuvaus (funktio) f : A — B on sdinto, joka liittda jokai-
seen alkioon x € A yksikasitteisen alkion f(x) € B. Lukua f(z) kutsutaan luvun x
kuvaksi. Jos f(x) = y, niin lukua x sanotaan luvun y alkukuvaksi. Joukkoa A kutsutaan
mdadrittelyjoukoksi (lihtdjoukoksi) ja joukkoa B kutsutaan maalijoukoksi.

Jos f: A — B on kuvaus sekd A; C A ja B; C B, niin B:n osajoukkoa
f(A)) :={y € B:y= f(x) jollekin x € A; }
kutsutaan A;:n kuvajoukoksi ja A:n osajoukkoa
fHB) :={zecA: f(x) e B }

kutsutaan By:n alkukuvajoukoksi. Funktion f : A — B kuvaajalla tarkoitetaan tason R?
osajoukkoa

{(z,y) eR?*: 2 € A, y= f(x)}.

Esimerkki 3.1.1. Olkoon f : R — R kuvaus f(z) = 22 ja olkoot 4; =] — %, 1[, B; =

Maaritelma 3.1.2. Kuvaus f: A — B on

(a) kasvava (vast. aidosti kasvava)), jos kaikilla x,y € A, x < y, pitee f(z) < f(y)
(vast. f(z) < f(y));

)
(b) wihenevd (vast. aidosti vihenevd)), jos kaikilla z,y € A, x < y, patee f(x) > f(y)
(vast. f(x) > f(y));

(c) monotoninen (vast. aidosti monotoninen), jos f on kasvava tai viheneva (vast. ai-
dosti kasvava tai aidosti vihenevé).

Lemma 3.1.3. Olkoon f : A — B kuvaus.

(a) Jos f on aidosti kasvava, niin x < y jos ja vain jos f(z) < f(y).

(b) Jos f on aidosti vdhenevé, niin x < y jos ja vain jos f(x) > f(y).

Todistus. Todistetaan viite (a). Implikaatio vasemmalta oikealle pétee maaritelmén mu-
kaan. Kéadnteisen implikaation todistamiseksi tehdéin antiteesi x > y. Tapauksessa x = y

pitee f(z) = f(y) (ristiriita) ja tapauksessa x > y pitee aidon kasvavuuden nojalla
f(z) > f(y) (ristiriita). Antiteesi oli siis vééré, joten x < y.
Viite (b) jatetdén harjoitustehtévéksi. 0
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Maéaritelméa 3.1.4. Olkoot A, B ja C' epétyhjid R:n osajoukkoja ja olkoot f: A — B
ja g : B — C kuvauksia. Talloin sdénto

(go f)(x) :=g(f(x)), =e€A,

médrittelee kuvauksen go f : A — C (yhdistetty kuvaus).

Esimerkki 3.1.5. Olkoot f: R — R, g: R — R ja h: R — R kuvaukset

fl@)=z+1, gla)=2" h(z)=|al.

Talloin
(fog)(x) = flg(x)) = f(z?) = 2" + 1,
(go f)lz) =g(f(x) =g(z+1) = (z+1)* =2" + 20 +1,
(ho(go f))(z) =h((go f)(x)) = h(z*+ 2z + 1) = |2? + 2z + 1]
Siis kuvausten yhdistaminen ei ole vaihdannainen operaatio, eli voi olla

(fog)(x)# (go f)(z).

Huomaa, ettéd yhdistettiessd useampi kuin kaksi kuvausta ei tarvita sulkuja maaraamagn
laskujérjestysta, koska kuvausten yhdistdminen on [iitdnndinen operaatio; yleisesti pétee

(ho(gof))(z) =h((go f)(x)) = h(g(f(z))),
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = hg(f(x)),

eliho(go f)=(hog)o f (ovat samat kuvaukset).

3.2. Injektiivisyys, surjektiivisuus ja bijektiivisyys.
Maéritelma 3.2.1. Kuvaus f: A — B on

(a) injektio, jos kaikilla x,y € A, x # y, pitee f(z) # f(y);

(b) surjektio, jos jokaista y € B vastaa x € A siten, ettd f(z) = y;

(c) bijektio, jos f on seké injektio ettéd surjektio.

Esimerkki 3.2.2. Kuvaus f: R — R,
fla) ==,
ei ole injektio, silla f(—1) = f(1). f ei myoskéén ole surjektio, silla f(x) # —1 kaikilla

r € R, eli luvulla —1 ei ole alkukuvaa.

Surjektiivisuus tarkoittaa siis sitd, ettd jokaisella maalijoukon alkiolla on ainakin yksi
alkukuva maéérittelyjoukossa. Injektiivisyys puolestaan sité, ettd jokaisella maalijoukon
alkiolla on korkeintaan yksi alkukuva médrittelyjoukossa. Bijektiivisyys tarkoittaa siis
sitd, ettéd jokaisella maalijoukon alkiolla on tdsmdlleen yksi alkukuva mééarittelyjoukossa.
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Huomautus. Ekvivalentisti, f : A — B on injektio jos implikaatio

v,y € Aja f(r) = fly) = z=y (3.1)

patee. Koska implikaatio x = y = g(z) = ¢(y) pétee kaikille kuvauksille ¢, niin f on
injektio tdsmélleen silloin, kun ekvivalenssi

r=y = f(z)=f(y)

pétee kaikille x,y € A.

Esimerkki 3.2.3. Osoitetaan, ettd kuvaus f : R — R, f(z) = 22+ 3, on injektio. Olkoot
x,y € R siten, etta
flx) =20 +3=2y+3=[(y).

Tasté saadaan 2z = 2y ja edelleen x = y. Siis f on injektio.

Injektiivisyys on surjektiivisuutta olennaisempi ominaisuus:

Huomautus. Olkoon f : A — B injektio. T&llin kuvaus f : A — f(A) on sekéd injektio
ettd surjektio, silld jokaista y € f(A) vastaa kuvajoukon méadritelmén mukaan xz € A
siten, ettd f(x) = y. Siis kuvaus f : A — f(A) on bijektio, jos kuvaus f : A — B on
injektio.

Talla kurssilla injektiivisyys péaédtellddan yleensd aidon monotonisuuden avulla:

Lemma 3.2.4. Olkoon f : A — B aidosti monotoninen. Téll6in f on injektio.

Todistus. Oletetaan, ettd f on aidosti kasvava. Injektiivisyyden todistamiseksi olkoot
r,y € A, x # y. Talloin joko x < y tai x > y. Jos x < y, niin aidon kasvavuuden
médritelman mukaan f(z) < f(y). Jos taas x > y, niin aidon kasvavuuden méaritelmén
mukaan f(z) > f(y). Joka tapauksessa f(z) # f(y), eli f on injektio.

Aidosti vihenevan funktion injektiivisyys todetaan vastaavasti (HT). O

3.3. Kaanteiskuvaus

Olkoon f : A — B injektio. Télloin jokaista kuvajoukon f(A) alkiota y € f(A) vastaa
tdsmélleen yksi alkukuva lihtdjoukossa A. Télle alkukuvalle kiytetdin merkintdd f—(y).
Nyt sddntd y — f~!(y) méirittelee kuvauksen f(A) — A. T#td kuvausta sanotaan ku-
vauksen f kddnteiskuvaukseksi, ja sille kiytetdin merkintasg f~!. Jos f : A — B on
bijektio, niin kdinteiskuvauksen f~! méérittelyjoukko on B ja maalijoukko A.

Jos bijektio f : A — B on médritelty analyyttisella lausekkeella, niin kainteiskuvauk-
sen lauseke saadaan selville, mikéli yhtdlostd f(z) = y, y € B, voidaan ratkaista x yk-
sikésitteisesti y:n avulla.
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Esimerkki 3.3.1. Olkoon f : R — R, f(z) = 2z + 3. Téssd tapauksessa kuvauksen
bijektiivisyys ja kéddnteiskuvauksen lauseke voidaan todeta yhdellda paéttelylla. Pyritdan
todistamaan, ettd kyseessi on surjektio. Olkoon tédtd varten y € R. Asetetaan f(x) =
2z 4+ 3 =y, ja ratkaistaan x y:n funktiona. Koska

1
2e4+3=y = 2w=y—3 <= :L':i(y—ii), (3.2)

havaitaan, etté %(y —3) on luvun y € R alkukuva. Mutta ekvivalenssiketju osoittaa,
ettd (y — 3) on mydskin luvun y € R ainoa alkukuva. TAmé riittds perustelemaan
myo6s injektiivisyyden ja havaitaan, ettd injektiivisyyden erillinen todistaminen on tdssd
tapauksessa tarpeetonta.

Erityisesti kdénteiskuvaus f~' : R — R saadaan siénndstd f~'(z) = 1(z — 3). Téssi
kddnteiskuvauksen muuttujaa voitaisiin merkita y:114, mutta siihen ei ole erityisté tarvet-
ta. Yleensd kuvauksen ja sen kidnteiskuvauksen lausekkeissa kaytetddnkin samaa muut-

tujamerkintaa.

Kaianteiskuvauksen geometrinen tulkinta. Jos f : A — B on bijektio, niin funktion
f kuvaaja ja kddnteisfunktion f~! kuvaaja ovat toistensa peilikuvia suoran y = x suhteen.
Nimittdin f:n kuvaaja on joukko

{(z,f(2)):w e A}

ja kddnteisfunktion f~! kuvaaja on joukko

{(f(x),z) -z € A}.

Toisaalta pisteet (zo, f(x0)) ja (f(z0), o) ovat toistensa peilikuvia suoran y = = suhteen
kaikilla z¢ € A:

(1) Pisteiden (zo, f(x0)) ja (f(xg),x0) kautta kulkeva suora on kohtisuorassa suoraan
y = x ndhden, silld nédiden pisteiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

f(Io) — X0
xo — f(xo)

Huomaa, ettd suorat [y ja [y ovat kohtisuorassa tdsmaélleen silloin kun niiden vastaa-
ville kulmakertoimille k; ja ko pétee kiky = —1.

= 1.

(2) Pisteiden (xq, f(x0)) ja (f(zo),xo) vélisen janan keskipiste

(:c0+f(x0) f (o) +x0) _ <:c0 + f(z0) 0 +f(x0))

2 ’ 2 2 ’ 2

sijaitsee suoralla y = z.

Huomautus. Olkoon f : A — B bijektio. T&lloin
(fof @) =f(f(x) =2 kaikillaze B
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ja

(flof)(x)=f'(f(x)) =2 kaikilaz € A
suoraan kédnteiskuvauksen mééritelméan mukaan. N&itd ehtoja voi kdyttdd sen tarkas-
tamiseen, onko kddnteiskuvauksen lauseke oikein. Esimerkiksi kuvauksille f(x) = ja

Tos
[ (z) = & piitee

(fof—1><x>=f< - )z = —a a £

ja

R e e e !

Lause 3.3.2. Olkoon f: A — B kuvaus.

(a) Jos f on aidosti kasvava, niin kéénteiskuvaus f~': f(A) — A on aidosti kasvava.

(b) Jos f on aidosti vihenevi, niin kiéinteiskuvaus f~! : f(A) — A on aidosti vihenevi.

3.4. Funktion raja-arvo

Differentiaali- ja integraalilaskennan uranuurtajina pidetdén sir Isaac Newtonia (1642—
1727) ja Gottfried Leibnizia (1646-1716). Pitkélle 1800-luvulle saakka differentiaali- ja in-
tegraalilaskennan kehitysté haittasi se, etté raja-arvon késitteelle ei ollut olemassa kunnol-
lista méadritelmaéd. Kunnia raja-arvon epsilon-mééritelmén keksimisestd annetaan yleensé

Augustin Cauchylle (1789-1857).

Esimerkki 3.4.1. Painovoimalain mukaan kappale putoaa vapaassa pudotuksessa siten,
ettéd ajassa t > 0 kuljettu matka s(t) saadaan kaavasta

1
s(t) = =gt?,
(t) =59
missé g on normaaliputoamiskiihtyvyys g &~ 9.837. Vapaalla pudotuksella tarkoitetaan
sitd, ettd ainoa vaikuttava voima on maan vetovoima. Esimerkiksi pudotettaessa raskas
kivi alas jyrkanteeltd, ensimmaéisten sekuntien aikana ilmanvastuksen merkitys on olema-
ton ja kyse on olennaisesti vapaasta pudotuksesta.

Miten saadaan nopeus esimerkiksi hetkelld ¢ = 2 sekuntia? Tunnetusti keskim&ardainen
nopeus saadaan kaavasta v = %, joten erotusosamééra

5(2) — s(t) _ s(t) — s(2)
2—1t t—2

on likiarvo hetkelliselle nopeudelle hetkelld ¢ = 2 mikali ¢ # 2 on likiméérin 2. Likiarvo on
sitd parempi, mitéd pienempi on vali ¢ — 2. Taméan vuoksi on luonnollista tulkita nopeus
hetkelld ¢ = 2 erotusosaméaran raja-arvoksi, kun t ldhestyy ajanhetkea 2.
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Raja-arvon mééritelmaéd varten sovitaan ensin, mitéd tarkoitetaan pisteen ympéristolla.
Olkoon xy € R ja r > 0. Talloin pisteen xq r-sditeiselli (avoimella) ympdristolli B(xg,r)
tarkoitetaan avointa véalia

B(zg,r) ={z €R: | —xo| <7} =]wg — 1,20 + 7],

ja pisteen xq r-sdteiselld punkteeratulla ympdristéllid B'(xo,r) tarkoitetaan punkteerattua
avointa valid

B'(zg,r) ={x €R:0< |z — x| <r}=]xg—r 20+ r[\{xo}

Madriteltdessa funktion f raja-arvoa pisteessd zy € R vaatimuksena on, ettd funktio
f on maéaritelty jossakin pisteen xy punkteeratussa ympéristossi B'(zg, 7). Esimerkiksi
derivaatan maédritelmén yhteydesséd erotusosamééaraé ei ole méaaritelty ”nollaerotukselle”.

Maiaritelméa 3.4.2. Funktiolla f : B'(xg,7) — R on pisteessd xg raja-arvo a € R, jos
jokaista lukua € > 0 vastaa luku 6 > 0 siten, etté

O<|z—z| <0 = |f(z)—al <e.

Talloin merkitaan

lim f(x) = a.

T—XT0

Huomautus. (a) Raja-arvon méaritelméstéd seuraa valittomaésti, etta

lim f(z) =a <= lim(f(z)—a)=0.

T—x0 T—x0

(b) Madritelmésté seuraa, ettd raja-arvo on yksikésitteinen. T&ll4 tarkoitetaan implikaa-
tiota: Jos lim f(x) =a ja lim f(x)=b, niin a = b.

r—x0 T—xQ
Todistus. Tehddéan antiteesi a # b, ja oletetaan, ettd a < b. Valitaan ¢ = b_Ta, ja sovelletaan
raja-arvon méaritelmad sekd lukuun a ettd lukuun b. Loydetddan o, > 0 ja do > 0 siten,
etta

x € B'(x0,6) = |f(z)—al<e = a— 5% < f(z) <a+ 52,

x € B'(29,00) = |f(z)—bl<e = b—52< f(x) <b+ 52

Jos nyt 0 := min{ 01,0, } ja x € B'(x¢,6), niin kummatkin arviot oikealla puolella ovat

voimassa, eli
a+b b—a b—a a+0
5 =b— 5 < f(z) <a+ 5 = g

mika on ristiriita. O

3.5. Raja-arvon laskusidantoja

Funktion raja-arvolle pétevit samat summaa, tuloa ja osaméaéria koskevat laskusaannot
kuin lukujonon raja-arvolle.
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Lause 3.5.1. Olkoot f : B'(xg,r1) — R ja g : B'(zg,72) — R funktioita siten, etté

lim f(z) =a ja lim g(z)="0.

z—x0 z—z0
Télloin
() Jim (7(x) + g()) = a+,
(ii) :Cli—gclo cf(x) = ca kaikilla ¢ € R,
(i) Jim f@)gla) = ab
r) a
(iv) Jos b # 0, niin zli_)rgo % =3

Todistus. Kohdat (i) ja (ii) todistetaan luennolla.

(iii) Raja-arvon mééritelméstéd seuraa, ettd on olemassa ¢; > 0 siten, ettd |g(x)] < |b] + 1 kaikilla
x € B'(x0,01). Valitaan do > 0 ja d3 > 0 siten, etté

O0<|z—mo| < = |f(z)—qa| < 5

€ .

__c
(la| +1)°
Jos nyt § := min{ 41, d2, 83 }, niin kaikilla € B’(x¢, §) pétee kolmioepédyhtilon nojalla

[f(x)g(x) — ab| = |f(x)g(x) — ag(x) + ag(x) — ab| = |g(z)(f(z) — a) + a(g(x) — b)|
g

< lo@)Lf(x) ~ al + lallg(e) b < (b + 1) gy +lal - g <

Tamaé todistaa vaitteen.

(iv) Todistetaan ensin implikaatio

1
li =1 = lim —— =1 3.3
Am f(z) w20 f(z) (3.3)
Olkoon tété varten 0 < & < 1, ja valitaan § > 0 siten, ettd |f(z) — 1| < 5 kaikilla z € B'(zo,0). Téll6in
arvoilla @ € B'(xg, 0) pétee |f(z)—1| < &, eli 4 < f(z) < 2. Nin ollen kaikilla z € B'(z, §) on voimassa

1 1—f(x)| _ 1 f(=z)
—— 1= = <21 — f(z)| <,
f(z) ‘ ‘ f(x) |f(@)]

miké todistaa viitteen (3.3)). Ehtoa (3.3) kdyttien yleinen viite saadaan havaitsemalla ensin, ettd kohdan
(ii) nojalla

lim ﬁbx): lim %g(z‘):1 lim g(m):%%):l.

T—x0 T—x0 b x—zxo

Niin ollen kohtien (ii), (iii) sekéd implikaation (3.3)) perusteella saadaan

N G I S PV S
Jm g(z) R g9(z) )= 1=

)

SRS}

mikli b # 0. O
Huomautus. Olkoon P : R — R polynomi, eli muotoa
P(z) = apz™ + ap 12" + - 4 a1 + ag,
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missé a, # 0. Talloin
lim P(x) = P(x)

T—T0

kaikilla xy € R. Siis esimerkiksi
lir%(x3+2x+1) =3*+2.3+1=34.

Emme todista viitettd suoraan maaritelmaéd kéyttéden, silla se saadaan kidteviammin si-
vutuotteena Luvun [5| tuloksista, joiden mukaan polynomi on kaikkialla derivoituva, ja
annetussa pisteessi derivoituva on funktio on jatkuva kyseisessé pisteessé.

Olkoon edelleen R rationaalifunktio, eli muotoa
P(x)
Q(x)’

missd P: R — R ja @ : R — R ovat polynomeja. Olkoon zy € R siten, ettd Q(zg) # 0.
Tilloin Lauseen kohdan (iv) mukaan

R(z) =

: xlgg;lo P(z) P(xg
:r:h—gclo R(z) = hjﬂ 00 = Ox0) = R(xo)

Esimerkiksi
w?+2x+5 1°4+2-14+45 8

2241 1Py 12+1 3

Kuristusperiaatteesta voidaan todistaa my0s seuraava versio, joka on analoginen lukujo-
nojen kuristusperiaatteen kanssa:

Lause 3.5.2. Olkoot f,g,h: B'(xo,7) — R funktioita siten, etti
(a) f(z) < g(x) < h(z) kaikilla x € B'(xq,r),
(b) lim f(z) =a= lim h(x).

T—T0 T—T0

Télloin
lim g(z) = a.

T—T0

Todistus. Olkoon € > 0. Raja-arvo-oletusten mukaan on olemassa §; > 0 ja do > 0 siten,

etta
r € B'(x9,01) = |f(z)—a|<e = a—e< f(x) <a+e,
xr € B'(x9,00) = |h(z)—al]<e = a—ec<h(r)<a+e.

Valitaan ¢ := min{ dy, ds }, jolloin kaikilla x € B'(xg,d) pétee
a—e < f(z) < g(x) < hiz) <a-te.
Siis |g(z) — a|] < € kaikilla x € B'(xo, ), ja viite seuraa. O

Raja-arvo siilyy funktioita yhdistettiesséd seuraavasti:
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Lause 3.5.3. Olkoon lim ¢(y) = a. Télloin

Y—Yo
(i) lim (go f)(z) = ajos lim f(z) = yo;

(ii)) lim g(x,) = a jos lim x, = yo.

n—

Todistus. Olkoon € > 0. Valitaan §; > 0 siten, ettéd
y € B'(yo,01) = lg(y) —al <e.
Valitaan edelleen do > 0 siten, etté
S B/(JZQ,(SQ) — |f(.73) — yo| < 1.
Siis
z € B'(29,02) = [f(z) —yo| <61 = |g(f(z)) —a| <e.
Tamai todistaa viitteen (i).
Viitteen (ii) todistamiseksi valitaan n(e) € N siten, etti
n>nle) = |z, —yo| < d1.
Siis
n>nle) = |z, —yol <6 = |g9(zn) —a] <e.

Tami todistaa viitteen (ii). a

Lemma 3.5.4. Olkoon xq > 0. Télléin

lim v/Z = /0. (3.4)

T—T0

Todistus. Tulos saadaan sivutuotteena myohemmin tarkasteltavista kadnteiskuvausta koskevista lauseis-
ta. Viite on toisaalta helppo todistaa suoraan maéritelmésté. Olkoon € > 0 ja oletetaan, ettd [z —xo| < %

Télloin /z > /%, joten

|z — o |z — o

NN

mikili ehto |z — 20| < e(\/% + /Zo) (= J) pitee. Riittéd siis valita

5:=min{?,e<\/§+\/a?o>},

silla silloin ehdosta |x — zg| < & seuraa, ettd |\/z — /To| < €. O

Vz = /30| =

&

3.6. Toispuoleiset raja-arvot

Maéritelmi 3.6.1. Olkoon r > 0. Funktiolla f :Jzg — r, zo[— R on vasemmanpuoleinen
raja-arvo a € R pisteessd xg, merkitadn

lim f(z) =a,

T—T)
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jos jokaista € > 0 vastaa ¢ > 0 siten, etté
x €|lrg —d,x0] = |f(x) —a| <e.

Vastaavasti funktiolla f :]zg, z¢g +r[— R on oikeanpuoleinen raja-arvo a € R pisteessé o,
merkitdan
lim f(z) = a,

I—>I3’

jos jokaista € > 0 vastaa o > 0 siten, ettd

T €|xg, ko + 0| = |f(x) —a] <e.

Huomautus. Jatkossa pidetéddn tunnettuna, ettd myos toispuoleiset raja-arvot toteuttavat
Lauseiden ja vastineet. Néiden todistamiseksi riittdd muuntaa todistuksissa
0-ehdot toispuoleisiksi.

Lemma 3.6.2. Funktiolle f : B'(xq,7) — R pétee
lim f(z) =a

Tr—X0
jos ja vain jos
lim f(z)=a ja lim+ f(z) = a.

T—T) T—T

Todistus. Implikaatio vasemmalta oikealle on triviaali. Kdénteisen implikaation todista-
miseksi olkoon ¢ > 0. Toispuoleisten raja-arvojen mééritelmista seuraa, ettd on olemassa
01 > 0 ja 09 > 0 siten, etta

ro<x<z+9 = |f(r)—al<e,
rog— 0 <z <zg = |f(r)—al<e.

Jos § := min{ d1, J5 }, niin oletuksesta 0 < |x — x| < 0 seuraa, ettd |f(z) —a| < e. O

Esimerkki 3.6.3. Olkoon
() 2?2+ 2z, kun z > 1
)= —23 —3x +a, kun x < 1,

missd a € R on vakio. Milla vakion a € R arvoilla raja-arvo lirri f(z) on olemassa?
xr—

Ratkaisu. Lemman [3.6.2 nojalla kyseinen raja-arvo on voimassa tasmaélleen silloin, kun

lim (—2® — 3z 4+ a) = lim(—2* =32+ a) = —4 +a

r—1— rz—1
ja
1im+(ac2 +2x) = lirri(x2 +2z) = 3.
z—1 T—

Téastd saadaan —4 +a =3, elia=17.

Missa tapauksissa raja-arvoa ei ole? Kuten jonojen tapauksessa, sen perusteleminen,
etté raja-arvoa ei ole, on kétevinté tehdd Cauchyn ehdon avulla:
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Lause 3.6.4. Jos funktiolla f : B'(xo,7) — R on raja-arvo a pisteessi xq, niin kaikilla
e > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, ettd

z,y € B'(zo,8) = [f(x) = fy)l <e.

Todistus. Olkoon € > 0. Raja-arvon méaritelmédn mukaan on olemassa § > 0 siten, etta
|f(x) —a| < § kaikilla x € B'(z,0). Jos nyt x,y € B'(x,9), niin kolmioepayht&lon
mukaan

@) = F) = |f(2) —ata— f@)| < |f@) —al+ |fy) —al <=+ = =¢,
ja viite on todistettu. a

Lause [3.6.4] on kéyttokelpoinen kun halutaan osoittaa, ettd funktiolla ei ole raja-arvoa
annetussa pisteessd. Tatd varten tulee ymmartad, ettd Lauseen [3.6.4] ehdon looginen ne-
gaatio on muotoa

de>0:Vdo>03z,y€ B(xg,9d) : |f(x)— fly)] >e.

Huomautus. (a) Lemman mukaan funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessid xq jos tois-
puoleiset raja-arvot ovat pisteessi x erisuuret. Intuitiivisesti tulkiten funktiolla on talloin
"hyppy” pisteessi xq.

(b) Toinen ilmeinen tapaus, jossa raja-arvoa ei ole, esiintyy, kun funktio (ainakin toispuo-
leisesti) kasvaa/vihenee rajatta pistetta lihestyttiessd. Olkoon

flr)=1, a0

Osoitetaan, ettd funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa. Téatd varten, olkoon € = 1 ja
0 < 6 < 1 mielivaltainen. Valitaan x = g, Yy = —g. Télloin 2,y € B'(0,0) siten, etté

2 2 4
— =—+-=-2>4>c
@)~ )l =2+ 2=t aze
Siis Lauseen ehto ei toteudu, joten raja-arvoa ei ole olemassa origossa.

(c) Kolmas tyypillinen tapaus, jossa mydskéén toispuoleisia raja-arvoa ei ole, esiintyy kun
funktio oskilloi (=vaihtelee) pisteen z( lahelld lilan voimakkaasti. Olkoon

1
f(z)=sin—, z#0.
x
Osoitetaan, ettd funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa. Téaté varten, olkoon e = 1jad > 0
mielivaltainen. T&lloin pisteille

B 1 B 1
k-2r’ yk—g—i—k-Qﬂ’

Tk

pétee | f(zx) — f(yr)| = 1 > e vaikka xy,y,, € B’(0,0) kunhan k£ € N on riittdvan suuri.
(Huomaa, ettd klim rr=0= klim yg.) Siis Lauseen [3.6.4] ehto ei toteudu, joten raja-arvoa

ei ole olemassa origossa.
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3.7. Funktion jatkuvuus

Maéaritelméa 3.7.1. Olkoon r > 0. Funktio f : B(zo,7) — R on jatkuva pisteessd xg, jos

lim f(z) = f(zo).

T—x0

Edelleen f : [z, zo + r[— R on oikealta jatkuva pisteessd xq, jos

lim_f(z) = f(z0),

.’EHIO

ja f:]zo — r,xe] — R on vasemmalta jatkuva pisteessd xg, jos

lim f(z) = f(xo)-

T—Ty

FEpsilon-delta-kielelli funktio f : B(zg,7) — R on jatkuva pisteessi zg, jos jokaista ¢ > 0
vastaa 0 > 0 siten, ettd

x € B(xo,0) = [f(z) — f(xo)| <e.
Jos funktio f ei ole jatkuva pisteessi zq, sanotaan, ettd f on epdjatkuva pisteessd xg.

Huomautus. Vaikka tavanomaiset alkeisfunktiot ovatkin méarittelyjoukossaan jatkuvia, on
helppo antaa esimerkkejé epédjatkuvista funktioista. Jos funktio f on epéjatkuva pisteessa
T, on kaksi mahdollisuutta:

(1) Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessi x.

(2) Funktiolla f onraja-arvo lim f(x) =: a, mutta a # f(z¢). Yksinkertainen esimerkki

Tr—XT0
1, kun x =0
fl) = { 2, kun x # 0.

Tapauksessa (2) voidaan puhua epéolennaisesta epiajatkuvuudesta, koska funktio saadaan
jatkuvaksi méaarittelemaélld se uudestaan pisteessa xg.

tasta on funktio

Jatkuvuus siilyy funktioiden tavanomaisissa algebrallisissa operaatioissa. Huomaa, etté
raja-arvon laskusddntojen vastaavista viitteistd saadaan véalittomaésti:

Lause 3.7.2. Jos f ja g ovat jatkuvia pisteessé xq, niin funktiot

z flz)+g(x) ja x— f(r)g(z)
ovat jatkuvia pisteessd xq. Lisédksi funktio

f(z)

g(z)

on jatkuva pisteessd xy olettaen, ettd g(xy) # 0.
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Todistus. Todistetaan malliksi osamaarad koskeva vaite. Oletusten mukaan

lim f(z) = f(zo) ja lim g(z) = g(xo) # 0.

T—T0 T—T0

Lauseen kohdan (iv) nojalla

A 9@ ~ glao)

)

flx) _ flzo)
g
ja viite on todistettu. a

Lemma 3.7.3. Funktio f: R — R, f(x) = |z|, on jatkuva jokaisessa pisteessd zo € R.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Esimerkki 3.7.4. Epéjatkuvan funktion avulla voidaan konstruoida lisdd epéjatkuvia
funktioita seuraavasti: Oletetaan, ettd f on jatkuva pisteessd z( ja g on epéjatkuva pis-
teesséd xg. Talloin

(a) f+ g on epdjatkuva pisteessi x;
(b) fg on epéjatkuva pisteessi xg, jos f(xq) # 0;

(c) % on epéjatkuva pisteessi xo, jos f(wo) # 0.

Todistetaan malliksi (b). Tétd varten tehdddn antiteesi: Funktio h on jatkuva pisteessd
xg, missi h(x) = f(x)g(z). Lauseen mukaan funktio g = h/f on jatkuva pisteessi
T, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Lauseesta [3.5.3] seuraa vilittomésti:

Lause 3.7.5. Olkoon f jatkuva pisteessd o ja olkoon g jatkuva pisteessé f(xg). Télloin
g o f on jatkuva pisteessa x.

Suljetulla vililla jatkuva funktio. Olkoot a,b € R, a < b. Funktiota f : [a,b] — R
sanotaan jatkuvaksi suljetulla vililli [a,b], jos

lim f(z) = f(a) ja lim f(z) = f(b)

z—at z—b~

seka

lim f(z) = f(zo)

T—T0
kaikilla xy €|a, b].

Seuraavan tédrkedn lauseen todistus perustuu olennaisesti tdydellisyysaksiomaan. Liséksi
kédytetddn Lausetta ja sita, ettd epayhtalo siilyy raja-arvossa:
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Bolzanon lause. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva siten, etti f(a)f(b) < 0 (f(a) ja f(b)
ovat erimerkkiset). Tdlloin on olemassa ¢ €|a,b[, jolle f(c) = 0.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0, silld jos néin ei ole, tarkastellaan funktiota —f.
Merkitaén

E={z€lab]: f(z) <0}.
Joukko E on epiityhji (a € F) ja ylhéilté rajoitettu (z < b kaikilla « € E). Téydellisyysaksioman nojalla
on olemassa sup E € R. Merkitédén c := sup E ja osoitetaan, ettd c on haluttu piste.
Supremumin médritelméan mukaan jokaista n € N vastaa x,, € E siten, ettd ¢ — % < z, < c. Kuristuspe-

riaatteen avulla piaidtellddn, ettd lim x, = ¢, joten Lauseen W(u) nojalla

n—oo

lim f(z,) = f(c).

n—oo

Koska epdyhtilo siilyy niin lukujonon kuin funktionkin (toispuoleisessa) raja-arvossa, seuraa ehdosta
f(zyn) <0 kaikilla n € N raja-arvolle f(¢) = lim f(z,) <0.

Olkoon gy, = min{b, c + %} Koska c <y, <c+ % kaikilla n € N, niin lim y, = c¢. Mééritelmén nojalla

n—oo

Yn € [a,b] \ E kaikilla n € N, joten f(y,) > 0 kaikilla n € N. Epiiyhtilon siilyvyydesti raja-arvossa
padtelldén, ettd f(c) > 0.

Yhdistdmailld edelld todistetut epiyhtédlst f(c) < 0 ja f(c) > 0, saadaan f(c) = 0. O

Bolzanon lause II. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva siten, etti f(a) # f(b). Tdlloin f saa
jokaisen arvon lukujen f(a) ja f(b) vdilisti jossakin pisteessi avoimella valilld |a, b[.

Seuraavan tutun lauseen todistus on varsin syvillinen, joten se sivuutetaan téssd koko-
naan, ks. esimerkiksi Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskenta I, ss. 98-101.

Lause 3.7.6. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Télloin funktio f saa valilld [a, b] suurimman
ja pienimmén arvonsa, eli on olemassa pisteet x,y € [a,b] siten, etté

f(z) = max f([a,b]) ja [f(y)=min f([a,b]).

Lausetta tarvitaan talla kurssilla lahinna aariarvotarkasteluissa.

Huomautus. Huomaa, etté erityisesti suljetulla vililld jatkuva funktio f : [a,b] — R on
rajoitettu, so. on olemassa M > 0 siten, ettd |f(x)| < M kaikilla z € [a,b]. Luvuksi M
voidaan valita esimerkiksi

M = max{ [min f([a, b])|, | max f([a, 0])| }.

Jatkuvuus avoimessa joukossa. Avoimet joukot méériteltiin Luvussall.8 Positiivisten
reaalilukujen joukko ]0, oo[ on avoin. Joukko U = R\ { 1,2} on avoin, mutta ei avoin véli.
Avoimet joukot ovat luonnollisia funktioiden méérittelyjoukkoja silloin, kun tarkastellaan
jatkuvuutta ja derivoituvuutta.

Maéaritelma 3.7.7. Olkoon U C R avoin. Télloin funktiota f : U — R sanotaan jatku-
vaksi (joukossa U), jos f on jatkuva jokaisessa pisteessi z € U.
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4. Alkeisfunktiot

Alkeisfunktion kasitteelld ei ole selvad méaritelméé, vaan se on yhteisnimitys erdille ana-
lyysissé usein esiintyville funktioille. Naihin luetaan rationaalifunktiot ja yleisimmin ns. al-
gebralliset funktiot f, jotka toteuttavat algebrallisen yhtéalon

P(f(x),x) =0,

missd P on kahden muuttujan polynomi. Alkeisfunktioihin luetaan lisiksi monet trans-
kendenttifunktiot, siis ei-algebralliset funktiot, kuten esim. trigonometriset funktiot, niiden
kadnteisfunktiot, seké eksponentti- ja logaritmifunktiot.

4.1. Potenssifunktio ja juurifunktio

Luvun x € R posititviset kokonaislukupotenssit ™ mééritellaan induktiivisesti asettamalla

! =z ja 2" = 2" - kaikilla n € N. Luvun = € R\ {0} nollapotenssi méiiritellisin
asettamalla 2° := 1 ja negatiiviset kokonaislukupotenssit yhtalolla
1
"= —
.,L.n

kun x # 0 ja n € N. Induktiolla voidaan osoittaa, ettd
" =™ ja (™) = 2™™ (4.1)

kaikille m,n € Z jos x # 0. Jos x = 0, niin kaavat (4.1)) péatevit positiivisille potensseille
m,n € N.

Olkoon n € N parillinen ja olkoon f: R, — R,
f(z) =",

missd R, = {z € R: 2z > 0}. Talloin f on aidosti kasvava (ks. harjoitustehtdvi) ja
Bolzanon lauseen avulla on helppo péételld, ettd f(R,) = R,. Siis f on bijektio R, — R, .
Kisnteiskuvaukselle f~1 : R, — R (n. juuri) kiytetéifin merkint4i

[ @) = Ve (=ar).

Jos n € N on pariton, niin vastaavalla tavalla on todettavissa, ettd funktio f(z) = =™ on
aidosti kasvava bijektio R — R. Myds télloin kddnteiskuvaukselle kiytetdan merkintda

fe) = a (=at).

Huomautus. Siis kddnteiskuvauksen (n. juuri) méérittelyjoukko on

e R, kun n € N on parillinen;

e R kun n € N on pariton.
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Lemma 4.1.1. (a) Kaikillan € N jax € R, piétee
(Vz)"=2 ja an=ux
(b) Jos n € N on pariton, niin kaikilla x € R pétee

(Vo) =2, Va=v jo Ymr=-i3

Todistus. Kohdan (a) véitteet ja vastaavat kohdan (b) véitteet patevét kadnteiskuvauksen
médritelmén nojalla. Jéiljelld on todistaa /—z = — </, missd n on pariton ja € R.
Koska nyt " on injektio, niin

VoE = = (V7 = () = o= (1)
Koska n on pariton, niin (—1)" = —1, eli oikeanpuoleinen véite pétee. O
Olkoon seuraavaksi x > 0. Edelld méaérittelimme juurifunktion
T C/Ez:mi, n €N,

potenssifunktion z — ™ kddnteisfunktiona kaikilla x > 0. Potenssifunktion késite laajen-
netaan positiivisille rationaalipotensseille yhdistettyna funktiona

= (W) = Vo,

kaikilla = > 0 ja m,n € N. Lopuksi potenssifunktio mééaritelldaan negatiivisille rationaali-

potensseille kaavalla
m 1
rono=—w

x
kaikilla x > 0 ja m,n € N.

Irrationaaliset potenssit médritellddn supremumin (tai infimumin) avulla:

Maéaritelmi 4.1.2. Jos x > 1 ja o € R\ Q, niin asetetaan
¥ =sup{z":reQ, r<a}l.
Jos taas 0 < x < 1 ja o € R\ Q, niin asetetaan
z*=inf{z":re€Q, r<a}.
Huomautus. Luonnollisen logaritmin aidon kasvavuuden (perustellaan myShemmin) no-

jalla 2™ < 2™ jos ja vain jos riIlnx < r9lnz. Niin ollen rationaalilukujen joukossa Q
médritelty funktio r — 2" on

(i) aidosti kasvava jos > 1 (télléin Inz > 0);

(ii) aidosti vdhenevé jos 0 < z < 1 (télloin Inx < 0).
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Tamén jalkeen on helppo paételld, ettd Méaaritelméssé [4.1.2] esiintyva joukko on tapauk-
sessa (1) ylhdéltéd rajoitettu ja tapauksessa (ii) alhaalta rajoitettu.

Annetuista méadritelmistd ldhtien voidaan todistaa seuraavat potenssikaavat:

Lause 4.1.3. Kaikillax >0,y > 0 ja a, 3 € R pétee
(a) ratB — xaxﬁ;
(b) (@) =2

(c) (wy)* = xy".

4.2. Eksponenttifunktio

Maaritelma 4.2.1. Raja-arvoa

n—oo

1 n
e:= lim (1+—) ~ 2,72
n

kutsutaan Neperin luvuksi. (John Napier 1550-1617)

Huomautus. Maaritelmén |4.2.1| raja-arvon olemassaolo seuraa siitd, ettd tarkasteltava
jono voidaan osoittaa kasvavaksi ja ylh&ddltd rajoitetuksi, ks. Lause [2.3.3] ja Myrberg:
Differentiaali- ja integraalilaskenta I, ss. 45-47.

Lause 4.2.2. Eksponenttifunktiolle exp : R — R, exp(x) := €, pétee

(a) e > 0 kaikilla © € R;
(b) e*1Y = e%e¥ kaikilla x,y € R;
(c) e = & kaikilla z € R.
Huomautus. Myohemmin todistetaan, ettd derivaatan aidosta positiivisuudesta seuraa

funktion aito kasvavuus, ja ettd D(e®) = e”. Téhén ja Lauseeseen |4.2.2(a) nojaten
péatellddn, ettd eksponenttifunktio on aidosti kasvava joukossa R.

Esimerkki 4.2.3. (a) Derivaatan positiivisuuden avulla on kétevintd perustella se, etté

funktio N
flx) = (1 + —)
x

on aidosti kasvava, kun x > 0. Tdhén tekniseen laskuun palataan Luvussalf Kasvavuuden
ja luvun e madritelmén perusteella

f(z) <e=sup <1+ l)n

neN n
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kaikilla x > 0. Edelleen on olemassa &arellinen raja-arvo

A S =e

1
Perustelu: Olkoon € > 0. Koska lim (1 + —)" = e, niin on olemassa n(e) € N siten, ettd
n

n—oo

kaikilla n > n(e) pétee |(1 + 2)" — e| < e. Mutta kaikilla © > n(e) piitee kasvavuuden
perusteella

1 n(e)
r)—el=e—fr)<e— |14+ —= < e.
@)=l =e- s <= (1405
(b) Raja-arvon sdilyminen kuvausten yhdistdmisessd takaa sen, ettd yleisesti ehdosta
lim f(x) = 400 seuraa, ettd

r—T0

lim (1 + —) =e.
Tr—x0 f(x)

Téssa yhteydessa xg voi olla reaaliluku tai +o00.

Eksponenttifunktion asymptoottisten ominaisuuksien tarkastelu vaatii seuraavat raja-
arvon madritelmén laajennukset, vrt. jonon raja-arvon maaritelma:

Maiéritelméi 4.2.4. Olkoon a € R. Funktiolla f :]a, +oo[— R on raja-arvo a € R kun
x — 400, merkitddn hIJP f(z) = a, jos jokaista lukua ¢ > 0 vastaa luku x(g) > 0 siten,
etta

r>x(e) = |f(z)—a| <e.
Funktio f :]a, +oo[— R kasvaa rajatta kun x — 400, merkitddn lim f(z) = 400, jos

T——+00

jokaista lukua M > 0 vastaa luku x(M) > 0 siten, ettd

x>x(M) = f(x)> M.

Vastaavasti voitaisiin maéritelld dérellinen raja-arvo kun x — —oo ja se, milloin funk-
tio kasvaa rajatta kun x — —oo. My0s voitaisiin analogisesti méaritella milloin funktio
vihenee rajatta kun x — 400 ja © — —oo, mutta emme tarvitse néitd késitteitd vield
tésséd vaiheessa.

Huomautus. Eksponenttifunktio kasvaa ”vauhdikkaammin” kuin mik&an polynomi. Ol-
koon n € NU {0}. Talléin
lim — =0, (4.2)

eli toisin sanoen
lim — = +o0. (4.3)
Viite (4.2]) voidaan kétevésti perustella potenssisarjaesityksen avulla. Nimittdin ekspo-
nenttifunktiolla on potenssisarjaesitys
2 3

N S LT
6_2%5_1+x+2!+3!+ ,
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ks. Analyysi III, mistd arvoilla x > 0 saadaan vélittémaésti arvio

Nain ollen

kaikilla x > 0, mista raja-arvovaite (4.2]) helposti seuraa soveltamalla kuristusperiaatetta.
Viite (4.2]) voidaan perustella myos soveltamalla LL’Hospitalin séddantoé, ks. Luku

4.3. Luonnollinen logaritmi

Edella jo alustavasti todettiin, ettd eksponenttifunktio exp on aidosti kasvava joukossa R.
Néin ollen exp on injektio joukossa R. Koska

lim e* =0 ja lim e = o0,

T——00 r—-+00

niin Bolzanon lauseen II avulla voidaan péételld, ettd exp(R) =]0, ool. Siis exp on bijektio
joukosta R joukkoon ]0, +oo.

Funktion exp kédnteisfunktiota kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi. Télle kaytetadn
merkint&é In :]0, +o0o[— R (tai log :]0, +00[— R). Logaritmin mééritelmén nojalla

et =g x>0,
ja
Ine* =z, xelR.

Luonnollinen logaritmi on aidosti kasvava Lauseen nojalla.

Lause 4.3.1. Jos z,y > 0, niin
(i) In(zy) =Inz + Iny;
(i) In(}) =Inz — Iny;
(iii) In(2) =In(z™!) = —Inz;

(iv) Inz® = alnx kaikilla a € R.

Todistus. (i) Eksponentin yhteenlaskukaavan nojalla

Ty = elnx . elny — elnx—&-lny‘
Ottamalla logaritmit puolittain, saadaan
Inzy =Ine™*™MY =Inz +Iny.

Viite (ii) todetaan vastaavasti ja véite (iii) on viitteen (ii) erikoistapaus. Viitteen (iv)
perusteleminen sivuutetaan tésséd yhteydessa. O
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Huomautus. Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmi esiintyvét usein sovellutuksis-
sa mm. sen vuoksi, ettd useiden kdytdnnon ongelmiin liittyvien differentiaaliyhtéloiden
ratkaisut ovat ilmaistavissa eksponenttifunktion avulla. Olkoon esimerkiksi f(¢) annetun
radioaktiivisen aineen hiukkasten madra ajanhetkelld ¢ > 0. Kokeellisesti on todennettu,
ettd hiukkasten lukuméédrdan muutos on kullakin ajanhetkelld verrannollinen hiukkasten
lukumé&éraén:

Af
<7 = —kf. (4.4)

missd k& > 0 on kullekin radioaktiiviselle aineelle ominainen vakio. Olettamalla yksikertai-
suuden vuoksi, ettd funktio f on jatkuva ja derivoituva, voidaan kaavassa (4.4)) suorittaa
rajankaynti ja padtyéd derivaattaan. Toisin sanoen, f noudattaa yhtéaloa

F(t) = —kf(8).

Masdrataan funktion f lauseke. On luonnollista olettaa, ettd tarkasteltavalla ajanjaksolla
f(t) > 0, joten saadaan

/@)
f(t)

Integroimalla puolittain, saadaan

=k = (nf(H) =k

Inf(t)=—-kt+C, CeR,
ja ottamalla eksponenttifunktiot puolittain, saadaan edelleen
f(t) — 6lnf(lf) — e—kt+C — e—lctec7 C eR.

Sijoittamalla tidhin ¢ = 0, saadaan f(0) = e %% = ¢, joten ongelmalla on yk-
sikdsitteinen ratkaisu

F(t) = FO)e™, 0.
Tahéan liittyvid esimerkkeja 16ytyy runsaasti Calculus-oppikirjoista.

Radioaktiivisen aineen puoliintumisaika 7" tarkoittaa aikaa, jonka kuluessa radioaktiivisia
hiukkasia on jéljella puolet alkuperdisestd méaréstd. Olennaista on, ettd puoliintumisaika
ei riipu arvosta f(0). Nimittdin 7" on yhtdlon f(T') = @ ratkaisu, eli

0 1
e—kT:f() s T _ 2

f(0)

2 2

Ratkaisu 16ydetdén ottamalla luonnollinen logaritmi puolittain. Puoliintumisajaksi saa-

daan

1 1 In 2
g =Ine™ « —l2=In; =k < T:%,

eli puoliintumisaika riippuu vain vakiosta k > 0.
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4.4. Yleiset eksponentti-, logaritmi- ja potenssifunktiot

Olkoon a > 0. Lauseen [4.3.1] (iv) mukaan yleinen eksponenttifunktio voidaan ilmaista
funktioiden exp ja In avulla kirjoittamalla

a® =M = erina (4.5)
kaikilla x € R.

Helposti ndhdéaén, ettd funktio x — a® on aidosti kasvava tapauksessa a > 1 ja aidosti
viheneva tapauksessa a < 1. Kummassakin tapauksessa a-kantainen eksponenttifunktio
voidaan todeta bijektioksi R —]0, 4+-o0].

Funktion x +— & kddnteisfunktio on a-kantainen logaritmi log, z : ]0,00] — R. Télle

péatee
Inx
log, v = —.
Ina
Jos nimittédin y = log, x, niin x = @Y. Néin ollen
Inx

Inz=Idad =ylha = y=log,xr=—.
Ina

Olkoon a € R. Ehdon (4.5) nojalla potenssifunktio
x — x”

on ilmaistavissa yhtalolla

% =T 1 > 0.
Vastaavasti esimerkiksi funktion z — 2%, x > 0, tarkastelu palautuu eksponenttifunktioon
ja logaritmiin kirjoittamalla

% = exlnx'

4.5. Hyperboliset funktiot

Hyperboliset funktiot ovat tiettyjd eksponenttifunktioiden summia ja osamééaria. Trigo-
nometrisiin funktioihin viittaavat nimitykset ”hyperbolinen sini” jne. juontavat siité, etta
hyperboliset funktiot kdyttaytyvit monessa suhteessa kuten trigonometriset funktiot. Hy-
perboliset funktiot esiintyvét paitsi useissa fysiikan sovellutuksissa myos mm. tarkastel-
taessa hyperbolista etdisyyttd, jolla puolestaan on tarked rooli geometrisessa funktioteorias-
sa. Mainittakoon, ettd hyperbolisen geometrian keksiminen 1800-luvulla mullisti suuresti
matemaattista ajattelua.

Hyperbolinen sini sinh, hyperbolinen kosini cosh, hyperbolinen tangentti tanh ja hyperbo-
linen kotangentti coth méaaritelladn asettamalla

1
sinhz : = 5(6”” —e "),

1 xT —X
coshx::§(e +e™),

et —e* sinh z
tanhx : = = ,

e* +e*  coshzx

X —X 1
cothzx : = ¢ te =

et —e=*  tanhx’
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Helposti ndhdééan, ettd hyperbolinen sini ja kosini toteuttavat yhtélon
cosh?z — sinh?z = 1,

joka muistuttaa sinin ja kosinin sitovaa yht#lod sin?z + cos’z = 1. Derivaattakaavat
muistuttavat myos trigonometristen funktioiden derivaattakaavoja, silla

Dsinhz = coshx, D coshx = sinhzx

seka
Dtanhz =

1
5—, Dcothr = ———5—.
cosh” x sinh” z

Hyperbolisten funktioiden k#dnteisfunktioita kutsutaan areafunktioiksi. Areafunktioille
voidaan johtaa kaavat (huomaa médrittelyjoukot)

arsinhz = In(z + v2?2+ 1), =z €R,
arcoshr = In(z + Va2 - 1), z>1,

artanhz = $In 2, [z| <1,
—XT

arcothr = $In 22 |z| > 1.
z—1

4.6. Trigonometriset funktiot

Tarkastellaan yksikkdympyrin kehiin pisteitd, eli tason pisteitd (z,y) € R?, joille pétee
2+ =1

Jokaista lukua (kulmaa) t > 0 (radiaaneina) vastaa yksikésitteinen kehépiste (x,y),
2?2 + y* = 1, kuljettaessa pisteestd (1,0) wastapdividn (positiiviseen suuntaan) pitkin
yksikk6ympyran kehéé ¢:n pituinen matka. Toisaalta, jokaista lukua (kulmaa) t < 0 (ra-
diaania) vastaa yksikésitteinen kehépiste (z,), 22 + y* = 1, kuljettaessa pisteesti (1,0)
mydtdapdivain (negatiiviseen suuntaan) pitkin yksikkoympyran keh#é |t|:n pituinen mat-
ka. Lukua (kulmaa) 0 radiaania vastaa kehépiste (1,0).

Funktiot sini sin : R — R ja kosini cos : R — R médiritelldsdn radiaanikulmaa vastaavien
kehépisteen koordinaattien avulla asettamalla

sint=y ja cost=ux,

missi (z,y) on kulmaan ¢ yksikésitteisesti liittyva yksikkdympyréan kehépiste ¢:n merkin
mukaan suunnistettuna. Siis kierretdén positiiviseen suuntaan, jos ¢ > 0 ja negatiiviseen
suuntaan, jos t < 0.

Koska kulmia ¢ ja t + n - 27 vastaa aina samat kehdkulmat, niin sinilld ja kosinilla on
jaksollisuusominaisuudet

sint =sin(t+n-2m) ja cost = cos(t+n-2m) (4.6)

kaikilla t € R ja n € Z.

Maaritelmésté lahtien voidaan todistaa seuraavat sinin ja kosinin avainominaisuudet, jois-
ta muut jatkossa tarvittavat ominaisuudet seuraavat:
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Lause 4.6.1. Sinilld ja kosinilla on ominaisuudet (i)—(iv):

(i) sin0 =0 ja cos0 = 1.
(ii) sin? x + cos’x = 1 kaikilla z € R.
(iii) Yhteenlaskukaavat

sin(z 4 y) = sinxcosy + cos zsiny,

cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny,

péatevat kaikilla x,y € R.

sin x
iv) I = 1.
() L=

Lauseessa [4.6.1| esiintyvét x ja y ovat radiaanikulmia, eivét kehépisteen koordinaatteja.
Jaksollisuudesta johtuen sinin ja kosinin kuvaajan kulku tulee olennaisesti hahmotettua,
kun hahmotetaan kuvaaja vililld [0, 27].

Seuraus 4.6.2. Kaikilla x € R pétee

(a) sinx = cos(§ — x);
(b) sin2z = 2sinx cos x;
(c) cos2x = cos® x — sin® x;
(d) sini on pariton ja kosini on parillinen, eli
sin(—z) = —sinz ja cos(—x) = cosz.

Todistus. Véite (d) seuraa suoraan sinin ja kosinin mééritelmésta. Viite (a) seuraa puo-
lestaan kosinin yhteenlaskukaavasta, silla

T 7T . T . .
cos <§ - 3:) = cos 5 cos(—x) — sin B sin(—x) = —sin(—z) = sinz.

Kaksinkertaisen kulman kaavat (b) ja (c) saadaan myds helposti yhteenlaskukaavoilla. O

Maiaritelmia 4.6.3. Funktiot tangentti tan ja kotangentti cot mééritelladn asettamalla

sinx s
tanx = , T# —+7mn, n€Z,
Cos T 2
ja
cos T
cotr =——, x#7mn, n€l.
sin
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Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista saadaan nimittdjéin nollakohtien ulkopuolella

sin(z4+m) sinxcosm+coszsinTt  —sinz
tan(z + ) = = , — = = tanzx.
cos(r+m) coswcosm —sinxsinm  —cosx

Néin ollen tangentilla on jaksona 7, eli tangentin kuvaaja on muodoltaan samanlainen
jokaisella vililla | — & + 7n, T + mn[, n € Z. Seuraa, ettd my6s kotangentin jakso on 7.

Trigonometristen funktioiden kiinteisfunktiot, eli arkusfunktiot. Edella esitellyt
trigonometriset funktiot eivit ole bijektioita joukossa R. Kuitenkin jokaisella funktiolla
on maéarittelyvilejd, joihin rajoitettuna funktio on bijektio. Esimerkiksi sini on aidosti

kasvava vililld [—7, 7] ja koska sin(—%) = —1 seké sin(5) = 1, seuraa Bolzanon lausees-
ta II, ettd sini saa vililld [—7, 7] kaikki arvot joukosta [—1,1]. Koska |sinz| < 1 kaikilla
r € R, téstd seuraa, ettd sini on bijektio vililtd [—7, 7] vilille [—1, 1]. Vastaavalla tavalla

voidaan perustella, ettéd kosini on bijektio valilta [0, 7] vélille [—1, 1].

Maééaritelmé 4.6.4. Bijektion sin : [-7, 7] — [—1, 1] kéénteisfunktiota sanotaan arkussi-
nin padhaaraksi, tai lyhyesti arkussiniksi, ja sille kiytetdan merkintdé arc sin. Vastaavasti
bijektion cos : [0, 7] — [—1,1] kidnteisfunktiota sanotaan arkuskosinin padhaaraksi, tai

lyhyesti arkuskosiniksi, ja sille kdytetddn merkintdéd arc cos.

Madéritelma 4.6.5. Bijektion tan :]—7, 7[— R kéénteisfunktiota sanotaan arkustangen-
tin pddahaaraksi, tai lyhyesti arkustangentiksi, ja sille kdytetdan merkintia arc tan. Vastaa-
vasti bijektion cot :]0, 7[— R kéadnteisfunktiota sanotaan arkuskotangentin pddhaaraksi,

tai lyhyesti arkuskotangentiksi, ja sille kdytetddn merkintad arc cot.

Trigonometrisille funktioille 16ytyy luonnollisesti muitakin méarittelyvileja, joilla funk-
tiot ovat bijektioita. Rajoitumme kuitenkin tarkastelemaan ainoastaan péidhaaroja, koska
muiden haarojen tarkastelu ei tuo olennaista lisdarvoa teoriaan.
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5. Differentiaalilaskentaa

5.1. Derivaatan méiéritelméi ja yleiset derivoimissdannot

Esimerkissi tarkasteltiin painovoimalain mukaista vapaata pudotusta ja paidyttiin
erotusosamédran raja-arvoon. Nain ajaudutaan derivaatan késitteeseen:

Maéaritelméa 5.1.1. Olkoon f : B(xg,r) — R funktio. Jos erotusosamddrdlli

f(wo + 1) — f(xo)
h ,

h#0, || <,

on (&arellinen) raja-arvo
lim f(zo+h) — f(-??o)7
h—0 h

tatd raja-arvoa sanotaan funktion f deriwaataksi pisteessd xy. Merkitaan

o . flxo+h) — f(x0)
Df(xg) :== f'(z0) := }ILILI[I) Y .

Sanotaan myos, ettd f on derivoituva pisteessi xg. Suoraa

y — f(x0) = f'(w0)(x — o)
sanotaan pisteeseen (zo, f(x¢)) liittyviksi kuvakiyrén y = f(x) tangentiksi.
Olkoon U C R avoin. Jos f on derivoituva joukon U jokaisessa pisteessé, sanotaan, ettéa f

on derivoituva (joukossa U ). Télloin jokaista x € U vastaa luku f’(x). Niin médriteltya
kuvausta f’: U — R kutsutaan funktion f derivaataksi (derivaattakuvaukseksi).

Huomautus. (a) Erotusosamééra kirjoitetaan usein muodossa

f(xo) — f(x) _ f(w)—f(l“o)’

To— X T — 2o

jolloin siis h :=x — g (x = zo + h) ja

Huomaa, ettd h — 0 jos ja vain jos x — x.

(b) Erotusosaméirin toispuoleisille raja-arvoille (eli toispuoleisille derivaatoille) kiytetéén

merkintoja
o iy T~
" (w0 + 1) — f(w0)
, o J(wo+h) — f(xo
J=(20) := hli%l— h 7

jos ko. raja-arvot ovat olemassa.
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Esimerkki 5.1.2. Tarkastellaan funktion f(x) = |z| derivaattaa pisteessi 0. Madrataan
erotusosamédran toispuoleiset raja-arvot. Kun h > 0, saadaan

. f(O+h)— f(0) . |hl . h
! . — - = T
fi0) = hLHélJr h B hlgégr h hlggg h L
Kun taas h < 0, saadaan
. f(O+h)— f(0) |h] . —h
/ ) — i R _— =
f20) = hl_}ugf h N hljélf h hl_)lréa h !

Erotusosaméirén toispuoleiset raja-arvot (=toispuoleiset derivaatat f’ (0) ja f’(0)) ovat
erisuuret, joten varsinaista raja-arvoa ei ole. Siis f ei ole derivoituva origossa.

Intuitiivinen tulkinta: Derivaattaa ei ole, jos funktion kuvaaja muodostaa ”terdvia” kul-
mia. T&lloin toispuoleiset derivaatat ovat erisuuret.

Jatkuvuus ei siis takaa derivoituvuutta. Kédénteinen viite kuitenkin pétee:
Lause 5.1.3. Olkoon f derivoituva pisteessé xq. Télloin f on jatkuva pisteessé x.

Esimerkki 5.1.4. Sivulla 40 todettiin, ettd eksponenttifunktiolla on sarjakehitelma

b 2 h3
e =14ht ot
Néin ollen
=1 1 h* h? _ h  h?
T —iinéﬁ(h+a+§+"')—ihna(l*a*a*"')—l'
Olkoon f(z) = e*. Talloin
x+h x h
by g eTTh—et et =1
Pz = =

eli eksponenttifunktio ei muutu derivoitaessa. Toisin sanoen, De® = e”.

Ensimmaisend derivaatan sovellutuksena tarkastellaan 8—tyyppisiin raja-arvotilanteisiin
liittyvéda L’Hospitalin lausetta:

L’Hospitalin lause I. Olkoot f, g : B(zo,7) — R funktioita siten, ettd

(i) f(wo) = g(zo) = 0;

(i) derivaatat f'(xo) ja ¢'(x¢) ovat olemassa;
(i) (o) £0.

Talloin @) fle)
. x _ Zo
5 glz)  glan)
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Huomautus. L'Hospitalin lauseen oletukset on ehdottomasti tarkistettava ennen lauseen
soveltamista. Esimerkiksi ”lasku”

on pahasti pielessid. Miksi?

Derivoimissdantdja. Derivoimisen ldhtokohtana ovat seuraavan lauseen antamat pe-
russaannot:

Lause 5.1.5. Olkoot f ja g derivoituvia pisteessa x. Télloin
(a) D(f(z) + g(x)) = Df(z) + Dy(x);
(b) D(cf(x)) = cDf(z) kaikilla ¢ € R;
(¢) D(f(z)g(x)) = g(x)Df(x) + f(x)Dg(x);

w)) g9(x)Df(x) — f(x)Dg(x)
x) g(x)?

Todistus. Viitteet (a), (b) ja (c¢) todetaan luennolla/harjoituksissa.

Todistetaan viite (d). Tété varten osoitetaan ensin, etti

f
g

(d) D ( E mikali g(x) # 0.

1 D
D () = - g(?. (5.1)
9(x) g(x)
Jos h # 0, niin
1 1
g 9@ _ 9@) —glz+h) 1
h h g(x)g(x +h)
— h 1
Koska }1113}) Mh@—’_) = —Dg(z) ja jatkuvuuden nojalla hin m m, niin
1 1
iy 2ETh 9@ _ _Dg(z)
h—0 h g(z)?’

Nyt yhtélon (5.1) ja kohdan (c) seurauksena

K@Y _ b (g - = by s pa. - P@)
D(gm)‘Dgf” ) =PI i+ )=
_ g(@)Df(a) — fx)Dy(a)
g(z)? ’
ja viite (d) on todistettu. O

Ketjusaants. Olkoon g derivoituva pisteessi x ja f deriwoituva pisteessi g(x). Tdalloin
yhdistetty funktio f o g on derivoituva pisteessi x ja

D(fog)(x) = Df(g(x)) - Dg(x).

Todistus. Tarkastellaan téssd yksinkertaisuuden vuoksi vain tapausta, jossa g on aidosti monotoninen
erddissi o ympéristossid B(x,r). Jos nyt h # 0 ja x + h € B(z, ), voidaan kirjoittaa

(fog)z+h)—(fog)(x) _ flglz+h)) — fl9(z)) _ flg(x+h)— flg(z)) g(z+h)—g(z)

h B h g(z +h) — g(z) h
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Tassé,

i S 1) =0(0) _ )

Toisaalta g on jatkuva pisteessd x, joten }lLin% g(x 4+ h) = g(x), ja niin ollen

o £+ 1) = Flg())

e e B

Viite saadaan yhdistamilld raja-arvovéitteet. Yleinen todistus 16ytyy mm. kirjasta Myrberg: Differenti-
aali- ja integraalilaskenta I, s. 114. O

Esimerkki 5.1.6. Yhdistettéiessd kolme derivoituvaa funktiota, saadaan
(hogo f)(xz) =H((go f)(@))(go f)(z)="n((go f)x))g (f(x))f(z).

Olkoon f :]a,b[—]c,d[ derivoituva bijektio ja oletetaan, ettd f~' :]c, d[—]a,b] on myds
derivoituva. Talloin kirjoittamalla

(f o f)z) ==,

missi = €]a, b[, saadaan derivoimalla puolittain kejusdédnnén nojalla

(f7) (f@)f'(z) = 1.

Siis

Néin saadun kéanteisfunktion derivoimiskaavan ongelmana on se, ettei kddnteisfunktion
f~1 derivoituvuudesta ole aina takeita. T#t# ongelmaa koskien voidaan kuitenkin todistaa
seuraava lause, ks. Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskenta I, ss. 116-117:

Kaanteisfunktion derivoimiskaava. Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva pisteen
xo ympdristossa B(xg,r) ja joko f'(x) > 0 kaikilla © € B(xo,r) tai f'(z) <0 kaikilla x €
B(xg,r). Tdllsin funktion f kddnteisfunktio f~1 on mddritelty erddssi pisteen yo = f(xq)
ympdristdssi, kidnteisfunktio f~1 on derivoituva pisteessdi f(xo), ja

(|
filxo) — F/(f M (w0o))

Df~ (yo) = (5.2)

Huomautus. Lause seuraa my0s kaavasta ((5.2)).

Esimerkki 5.1.7. Sovelletaan kédnteisfunktion derivoimiskaavaa juurifunktion derivoi-
miskaavan méirddmiseen. Olkoon n € N ja f(z) = 2", jolloin siis f~!(z) = zw arvoilla
z > 0. Koska f'(x) =naz""' > 0 arvoilla z > 0, saadaan kédnteisfunktion derivoimiskaa-
van nojalla kaikilla y > 0
1 1 1 1 1
(f—l)/(y) - — — — _y;—l‘
YY) nym)-t aytw n

Huom! Yhté hyvin voisi kidyttdd muuttujaa x muuttujan y sijasta.
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5.2. Rollen lause ja viliarvolause

Rollen lause ja viliarvolause antavat keskeisen keinon tarkastella funktion ominaisuuksia
derivaatan avulla. Rollen lauseen todistamiseksi tarvitsemme kaksi aputulosta.

Lemma 5.2.1. Olkoon f derivoituva pisteessé x.

(i) Jos f'(xo) > 0, niin on olemassa r > 0 siten, ettd f(x) < f(xg) kun zo —r < x < x9
ja f(x) > f(xo) kun xg < & < g + 7.
0

(ii) Jos f'(xy) < 0, niin on olemassa r > 0 siten, ettd f(z) > f(xg) kun xo —r < x < x¢
ja f(z) < f(wo) kun xg < x < ¢ + 7.

Lemma 5.2.2. Olkoon zy €la,b| ja oletetaan, ettd kuvaus f :]a,b[— R saa suurimman
tai pienimmaén arvonsa pisteessd x, eli

f(zo) = max f(Ja,b]) tai f(xg) = min f(]a,b]).

Télloin f'(xo) = 0, jos f on derivoituva pisteessd x.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, etta f'(xg) # 0. Talloin joko f'(zg) > 0 tai f'(x¢) < 0.
Kummassakin tapauksessa saadaan Lemman |5.2.1| nojalla, etté piste x ei ole funktion f
pienin eiké suurin arvo, miké on ristiriita. O

Rollen lause. Oletetaan, ettdi
(i) f on jatkuva vdlilli [a,b],
(ii) f on derivoituva vililli |a, b],
(iit) f(a) = f(b) = 0.
Talloin on olemassa ainakin yksi piste ¢ €la,b| siten, ettd f'(c) = 0.

Todistus. Lauseen [3.7.6l mukaan funktio f saa pienimmén arvonsa ja suurimman arvonsa
vélilla [a, b]. Olkoot x1, x5 € [a, b] siten, etté

f(z1) = max f([a,0]) ja f(z2) = min f([a,b]).

Voidaan olettaa, ettd f(x) # 0 jollakin « €|a, b[. Siis f(z1) # 0 tai f(za) # 0, eli z; €]a, b]
tai xo €]a,b]. Lemman mukaan joko f'(z1) =0 tai f'(z2) = 0. O

Viliarvolause. Oletetaan, ettdi
(i) f on jatkuva vdlilli [a,b],
(ii) f on derivoituva vililld |a, b|.

Talloin on olemassa ainakin yksi piste ¢ €|a,b| siten, ettd

fb) = fla) = f(e)(b—a).
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Viliarvolausetta kédyttden voidaan todistaa seuraava vahvempi versio L’Hospitalin lausees-
ta, jonka todistus 16ytyy esimerkiksi Calculus—kirjoista:

L’Hospitalin lause II. Olkoot f,g: B(xg,r) — R funktioita siten, ettd

(i) f(xo) = g(xo) = 0;
(i) derivaatat f'(x) ja ¢'(x) ovat olemassa ympdristossi B(xo,r);
(11i) ¢'(x) # 0 kaikilla x € B'(xo, 7).
Talloin )
lim M = lim f/(x)
w0 g(x)  e=wo g'(2)

Version II etuna on se, ettd sitd voidaan soveltaa monta kertaa peridkkéin:

Esimerkki 5.2.3. Maarataan

.ot —4ad + 52 —dx + 4 . fx)
lim =: lim ——.
e—2 gt —bxd 4 822 — 4o =2 g(x)

Koska f(2) = g(2) = 0, voitaisiin osoittaja ja nimittéji jakaa lausekkeella x — 2 niin mon-
ta kertaa kuin mahdollista. L'Hospitalin lause II antaa kuitenkin toisen (usein helpom-
man) ratkaisun. Koska myos derivoituvuusoletukset (ii) ja (iii) ovat voimassa, saadaan
L’Hospitalin lauseen II nojalla

. f) . f(x) . 4 —122° +10x — 4
lim ——= = lim = lim .
=2 g(x) «—2¢'(x) 2-2423— 1522+ 162 —4

Edelleen f'(2) = ¢'(2) = 0, joten soveltamalla L’Hospitalin lausetta uudestaan, saadaan

. flz) . 4z —1222 410z —4 . 122> —24x+10 10 5
im =

vz g(r) a2 48 — 1522 4 160 —4  »221222 — 30z +16 4 2

Lause 5.2.4. Olkoon f : [xg,z9 + r] — R jatkuva funktio, joka on derivoituva valilld
|xo, xo + | siten, ettd derivaatalle pétee

lim_ f'(z) =a€R.
xHxO
Télloin
fi(zo) = a.

Vastaava tulos pétee myos vasemmanpuoleiselle derivaatalle f' (xo) seké varsinaiselle de-
rivaatalle f'(zo).
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Todistus. Olkoon h > 0 siten, ettd zo + h €]z, vo + r[. Talloin viliarvolauseen nojalla on
olemassa ¢ €|xg, xo + h[ siten, ettd

flxzo+h) = f(zo)
)= T _ )

Kun h — 0%, niin kuristusperiaatteen nojalla ¢ — x{, joten oletuksen nojalla

lim f(xo+h) — f(xo)

h—>0+ c—»xg

Téssd tarkka perustelu saadaan raja-arvon méaritelmad kayttamalla. Siis f! (zo) = a. O

5.3. Transkendenttifunktioiden derivoiminen

Lause 5.3.1. (Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmi)
(i) Kaikilla v € R pétee De® = e”.
(ii) Kaikilla x # 0 pétee DIn|z| = 1.

Huomautus. Olkoon a > 0. Téalloin a-kantaisen eksponenttifunktion ja logaritmifunktion
derivoimiskaavat saadaan yht&loista

T rzlna Inx
a® =e ja log,x = —.
Ina
Siis kaikilla x € R pétee
Da" =a"lna
ja kaikilla z # 0 pétee
1
Dlog, |z| = :
rlna
Lause 5.3.2. (Trigonometriset funktiot)
(i) Kaikilla x € R pétee Dsinx = cos .
(ii) Kaikilla x € R pétee D cosx = —sinx.
(iii) Nimittédjén nollakohtien ulkopuolella pétee
Dtanz = — =1+ tan®2.
cos? x
(iv) Nimittdjdn nollakohtien ulkopuolella pétee
1 2
Dcotx = ———— = —(1 + cot“ z).

sin” x
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Esimerkki 5.3.3. Monet trigonometriset raja-arvot ratkeavat helposti L’Hospitalin lauseen
(tai Taylorin kaavan) avulla, mutta ovat tyolditd selvittdd ilman derivaattaa. Esimerkiksi
L’Hospitalin lauseen II nojalla saadaan (muista tarkastaa oletukset joka vaiheessa)

Yhdistamalla kagnteisfunktion derivoimiskaava ja trigonometristen funktioiden derivoi-
miskaavat, saadaan seuraavat arkusfunktioiden derivoimiskaavat:

Lause 5.3.4. (Arkusfunktiot)

1
(i) Darc sinex = ——— kaikilla —1 <z < 1.
V1— 22
1
(ii) Darc cosx = ———— kaikilla —1 <z < 1.

V1—x2

(iii) Darc tanx = 1 kaikilla x € R.

+ z2

kaikilla z € R.

iv) Darc cotz = —
(iv) Dare cot x e

5.4. Adriarvot

Viliarvolauseen avulla péiddytddn derivoituvien funktioiden &iriarvo-ongelman ratkai-
suun. Tarkastellaan ensin sité, mitd derivaatan merkki kertoo funktion monotonisuudesta.

Lemma 5.4.1. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva.
(i) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €|a,b[, niin f on aidosti kasvava vilillé [a, b].
(ii) Jos f'(x) < 0 kaikilla x €|a, b, niin f on aidosti vdheneva vélilla |a, b].

Todistus. Todistetaan viite (i). Jos z,y € [a, b] ja < y, niin viliarvolauseen ja oletuksen
mukaan on olemassa ¢ €la, b siten, ettd

fy) = fl) = f(e)(y —z) >0.
Siis f(x) < f(y), eli f on aidosti kasvava vililld [a, b]. Viite (ii) vastaavasti. O
Huomautus. Lauseen |5.4.1| viitteet yleistyvét helposti myds muun tyyppisille vileille. De-
rivaattaa koskevat oletukset tarvitaan vain vastaavalla avoimella valilld, jos jatkuvuuso-

letus péatee myos vilin mahdollisissa paatepisteissd. Namé yleistykset pidetddn jatkossa
tunnettuina.
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Maéaritelméa 5.4.2. Funktiolla f on pisteessid xg lokaali maksimikohta (vastaavasti lo-
kaali minimikohta), jos f(xo) on funktion f suurin (vastaavasti pienin) arvo jossakin
pisteen xo ympéristossi B(x,r). Arvoa f(xg) sanotaan télloin lokaaliksi maksimiarvoksi
(vastaavasti lokaaliksi minimiarvoksi).

Nimityksid. (Lokaali) ddriarvokohta on joko lokaali maksimikohta tai lokaali minimi-
kohta. (Lokaali) ddriarvo on joko lokaali maksimi tai lokaali minimi.

Puhutaan myos oleellisesta maksimista (vastaavasti oleellisesta minimista), jos f(xq) >
f(z) (vastaavasti f(zo) < f(x)) kaikilla x € B'(xg,r).

Lause 5.4.3. Olkoon f : B(xg,r) — R jatkuva ja oletetaan, ettd f on derivoituva punk-
teeratussa ympaéristossia B'(xg, ).

(i) Jos f'(x) > 0 kaikilla © €|z — r,20[ ja f'(x) < O kaikilla © €|xg,x¢ + [, niin
funktiolla f on pisteessé xq lokaali maksimi.

(ii)) Jos f'(x) < O kaikilla x €|xg — r,x0[ ja f'(x) > 0 kaikilla x €]xg,x¢ + r[, niin
funktiolla f on pisteessé xq lokaali minimi.

Todistus. Todistetaan véite (i). Jos « €|xg — r, o[, niin viliarvolausetta voidaan soveltaa
vélilla [z, xg]. Saadaan

f(xo) = f(z) = f'(c)(xo — ),
missé ¢ €|x, xo[. Nyt oletuksen mukaan f'(c) > 0 ja g —x > 0, joten f(zo) — f(z) > 0,
eli f(xg) > f(x). Vastaavasti, jos x €]z, zo + r[, niin

f(@) = f(zo) = f'(c")(x — o),

missd ¢* €|xg, z[. Koska oletuksen mukaan f’(¢*) < 0, saadaan f(z) — f(xg) < 0, eli
f(z) < f(xp). Viite (i) seuraa. Viite (ii) todistetaan vastaavasti. O

Huomautus. Olkoon f : [a, b] — R jatkuva. Talloin Lauseen ja Lemman nojalla

funktio f saa suurimman ja pienimmén arvonsa jossakin seuraavista pisteisté:

e vilin [a, b] pditepisteissi;
e derivaatan f’ nollakohdissa;

e mahdollisissa derivoitumattomuuspisteissé.

Tietyt epayhtélot voidaan kédtevisti todistaa ddriarvo-ongelman ratkaisuna:

Esimerkki 5.4.4. Osoitetaan, ettd kaikilla x € R pétee
e’ >x+ 1. (5.3)

Merkitdan f(z) = e* —x — 1. Riittd4 osoittaa, ettd funktion f pienin arvo joukossa R on
ei-negatiivinen. Derivoimalla saadaan

f,(.T) =e" - 17
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joten f'(0) =0, f'(x) < 0 kun z < 0 ja f'(z) > 0 kun > 0. Néin ollen funktio f on
véheneva valilli | — oo, 0], kasvava vililla |0, +oof, ja pisteessd x = 0 funktiolla f on lokaali
minimi, joka samalla on pienin arvo joukossa R. Mutta f(0) = e —1 =0, joten f(z) >0
kaikilla z € R, eli viite seuraa.

Globaalien &dariarvo-ongelmien yhteydessé tarvitaan yleensé lisdtarkasteluja sen selvitta-
miseen, antavatko lokaalit ddriarvot myos globaaleja dariarvoja:

1

Esimerkki 5.4.5. Médritiadn kiyrin y = 22 etiisyys pisteesti (2, 5)- Ko. etéisyys saa-

daan minimoimalla funktion

@) =@ -2+ 02 by

arvo kun x € R. Koska neliéjuuri on aidosti kasvava, f saa pienimmén arvonsa tésmélleen
silloin kun funktio

1 1
g(x):(33—2)2+(932—5)2:932—4:17—!—44—3:4—332%—1—1::v4—4.r—|—z

saa pienimmén arvonsa joukossa R. Nyt
Jd(x)=41"-4=0 <<= 2°=1 <= z=1.

Koska ¢'(z) < 0 kun z €] — 00, 1[ ja ¢’(z) > 0 kun x €]1, oo, niin Lauseen mukaan
funktiolla g on pisteessd x = 1 lokaali minimi. Kyseessd on myos pienin arvo joukossa
R, silld g on vélilla | — oo, 1] aidosti viahenevé ja vélilla [1, 400 aidosti kasvava. Kysytty
etdisyys on siis

5 V6
F0 = VoD =2 = 2,
ja titd vastaava kiyrin y = z? piste on (1,1).

Vastaava tehtéva johtaa yleisessd tilanteessa helposti laskuteknisiin ongelmiin koska rat-
kaisu edellyttdéd kolmannen asteen polynomin nollakohtien méaaraamisté.

5.5. Adrettémiit raja-arvot

Raja-arvo lirJ]rn f(z) = +oo0 on méidiritelty aiemmin, ks. Madritelmé [4.2.4] Vastaavasti
T—T00

asetetaan:

Maéaritelméa 5.5.1. Olkoon a € R. Funktiolla f :] — c0,a]— R on raja-arvo —oo kun
xr — —00, jos jokaista lukua m < 0 vastaa z(m) < a siten, ettd

r<xz(m) = f(x)<m.

Talloin merkitaan
lim f(z) = —o0.

r——00
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Vastaavasti méaritelladn raja-arvot

lim f(x) =400 ja lim f(x)= —oc.

T——00 T—+00

Raja-arvon +o0o tapauksessa sanotaan, ettd funktio kasvaa rajatta, ja raja-arvon —oo
tapauksessa sanotaan, ettd funktio vihenee rajatta.

Huomautus. (a) Adrettomien raja-arvojen yhteydessi tavanomaiset yhteen- ja kertolaskua
koskevat raja-arvosddnnot pétevat vain tietyin rajoituksin. Epamadriisia muotoja ovat
ainakin
+00
—o0 400, 0-4+oc0, —,
+oo
joten ddrettomien raja-arvojen tapauksessa laskusiddntojen kaytossa on oltava varovainen.
(b) Jonojen yhteydessé esitettyjen kuristusperiaatteiden vastineet pétevit luonnollisesti

myo6s funktioille.

Esimerkki 5.5.2. Osoitetaan mésritelméan avulla, ettd lim —2? = —o0o. Jos m < 0 ja

Tr——00

r < 0, niin
—<m = 2°>-m <= z<—/—m=:x(m).

Siis, jos © < —/—m = z(m), niin f(z) = —2* < m.

Kéaytannossi alkeisfunktioiden #ddrettomia raja-arvoja koskevat viitteet voidaan usein
padtella derivaatan kdyttdytymisestd valiarvolauseen avulla:

Esimerkki 5.5.3. Oletetaan, ettd ¢ > 0 ja ettd funktio f toteuttaa ehdon f'(z) > ¢ >0
kaikilla x € [a, 400, missé a € R. Télloin viliarvolauseesta seuraa, etti

lim f(x) = +o0.

r——+00

Vastaavasti, jos ehto f'(z) > ¢ > 0 pitee kaikilla x €] — 00, a|, missid a € R, niin

lim f(z) = —o0.

r——00

Jos ylldoleva ehto f'(x) > ¢ korvataan ehdolla f'(z) < ¢ < 0, missd ¢ < 0, niin merkit
vaihtuvat raja-arvoissa.

Luonnollisesti voidaan myos méaéritella ddrettomét raja-arvot dérellisessé pisteessé:

Maéritelméa 5.5.4. Funktiolla f : B'(xg,r) — R on raja-arvo —oo pisteessi xg, jos
jokaista m < 0 vastaa luku ¢ > 0 siten, etta

r € B'(x9,0) = f(z) <m.
T&lloin merkitdan

lim f(z) = —o0.

T—T0

Vastaavasti mééritelladn raja-arvo 400 pisteessi xg.
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5.6. Korkeammat derivaatat

Jos funktio f on derivoituva avoimen vélin A C R jokaisessa pisteessé, niin derivaatta
madrittelee funktion f' : A — R. Jos f’ on lisdksi jatkuva valilla A, niin merkitdan
f € CY(A). Sanotaan myds, etté f on jatkuvasti derivoituva.

Jos edelleen funktio f’ on derivoituva vélin A jokaisessa pisteessi, niin kyseista derivaattaa
Df'(x) sanotaan funktion f toiseksi derivaataksi, merkitaan f”(z) tai £ (x) tai D>f(x).
Jos f"ja f" ovat liséiksi jatkuvia vélilld A, niin merkitdin f € C*(A).

Vastaavaan tapaan méritelliin yleisesti n:nnen kertaluvun derivaatta f™(z) asettamalla
fM(x) = D" V(2), neN\ {1}

Jos funktiot f',..., f ovat lisiksi jatkuvia vililld A, niin merkitisn f € C"(A).

Esimerkki 5.6.1. Jos f(z) = z* — 2z, niin
f"(z) = D(f'(x)) = D(4z® — 2) = 1227

ja
O (z) = 24.

Korkeammat derivaatat tulevat jatkossa vastaan mm. Taylorin kaavan yhteydessé. Esi-
merkkiné toisen derivaatan merkityksesté tarkastellaan lyhyesti konveksisuuden késitetté.
Konveksisuus on térkeéssé roolissa monilla matematiikan osa-alueilla, mm. optimoinnissa
ja peliteoriassa. Késitettd sivutaan myos useamman muuttujan ddriarvojen yhteydessa.

Maaritelma 5.6.2. Olkoon A C R vili. Funktio f: A — R on konwveksi, jos

fQa+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y)

kaikilla z,y € A ja 0 < A < 1. Funktio f on konkaavi, jos —f on konveksi.

Funktio f : A — R on aidosti konveksi, jos Ma#ritelméassa 4.6.1 esiintyy aito epdyhtdilo
kaikilla z,y € A ja 0 < A < 1. Vastaavasti méaritelladn aito konkaavisuus vélilla A.

Huomautus. Geometrisesti konveksisuusehto tarkoittaa sitd, ettd kahden kuvaajan y =
f(z) pisteen P = (z, f(z)) ja Q@ = (y, f(y)) vélinen jana P(@) aina sijaitsee kuvaajan
y = f(x) yldpuolella. Nimittéin pisteiden R = (Ax + (1 — Ny, A\f(z) + (1 — N f(y)) ja P
kautta kulkevan suoran kulmakertoimeksi saadaan

A@) + A= Nfly) = fle) _ A=D(f(@) ~ fly) _ flx) = fly)

A+ (1—=Ny—x A=1)(z—y) T —y

Siis R sijaitsee pisteiden P ja @) kautta kulkevalla suoralla. On ilmeista, ettd R itseasiassa
on janalla PQ. Konkaavisuus tarkoittaa sité, ettd kahden kuvaajan y = f(x) pisteen P =
(x, f(x) ja Q = (y, f(y)) vélinen jana PQ aina sijaitsee kuvaajan y = f(x) alapuolella.

Konveksisuuden yhteys toiseen derivaattaan kay ilmi seuraavasta tuloksesta, jonka todis-
tus sivuutetaan télla kurssilla:
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Lause 5.6.3. Olkoon f avoimella vélilli A derivoituva. Télloin seuraavat véitteet (1)—(iii)
ovat ekvivalentteja:

(i) f on konveksi valilld A;
(ii) f" on kasvava valilli A;

(iii) f on alaspéin kupera, eli kuvaajan y = f(x) jokainen tangentti on kuvaajan ala-
puolella.

Vastaavasti véitteet (i’)—(iii’) ovat ekvivalentteja:

(i’) f on konkaavi valilld A;
(ii’) f" on vdhenevé vélilld A;
(iii’) f on ylospain kupera, eli kuvaajan y = f(x) jokainen tangentti on kuvaajan yla-

puolella.

Huomautus. (a) Lause [5.6.3] pitee muodossa: Olkoon f avoimella vélilld A derivoituva.
Téll6in seuraavat véitteet (i)—(iii) ovat ekvivalentteja:

(i) f on aidosti konveksi valilla A,
(ii) f" on aidosti kasvava vélilla A,

(iii) f on aidosti alaspdin kupera, eli kuvaajan y = f(x) jokainen tangentti on kuvaajan
alapuolella yhté pistettd lukuun ottamatta.

Vastaavat viitteet pétevit aidosti konkaavissa tapauksessa.

(b) Lauseen ehdot (i)—(iii) patevat erityisesti, jos f”(x) > 0 kaikilla x € A. Eh-
dot (i’)—(iii") pétevat erityisesti, jos f”(z) < 0 kaikilla z € A. Kohdan (a) tilanteessa
epayhtéloiden tulee olla aitoja.

Maiaritelmi 5.6.4. Piste 2o on funktion f kddnnepiste, jos f"(zo) = 0 ja f”(x) on
erimerkkinen pisteen x( eri puolilla jossakin ympéristossa B(xo, ).

5.7. Implisiittinen derivointi

Tahan mennesséd olemme tarkastelleet funktioita, joiden lauseke on esitetty niin sanotussa
ratkaistussa, eli eksplisiittisessd muodossa

y = f(x).

Joskus suureiden x ja y riippuvuuden tarkastelu johtaa yhtaloon

f(z,y) =0,
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esimerkiksi
xy’ + 4z sinzy + 3 = 0.

Téata sanotaan funktion ratkaisemattomaksi, eli implisiittiseksi esitysmuodoksi.

Joskus implisiittisestéd esitysmuodosta voidaan toinen muuttuja ratkaista toisen avulla,
mutta tdmé ei ole aina mahdollista. Lisdksi implisiittinen esitysmuoto ei valttamétta
midrid funktiota yksikésitteisesti. Esimerkiksi tutusta ympyréan yhtilosta a2 + y? = r?
ratkaistaessa x, saadaan

x =212 =y
(kaksi funktiota, rajoituksilla yksikésitteisyys).

Derivoitaessa implisiittistd esitysmuotoa, oletetaan, ettd y on muuttujan z funktio (tai
péinvastoin).

Esimerkki 5.7.1. Derivoidaan 22 + 3*> — r? = 0 implisiittisesti: Sijoitetaan y = y(x) ja
derivoidaan yhtalo puolittain muuttujan x suhteen, saadaan

2z 4 2y(x)y'(z) = 0.
Ratkaistaan y/(x):
T T T
y@) oy =V —a?

Huomataan, ettd derivoimalla lauseke y = £+/r? — 22 pdddytddan luonnollisesti samaan
tulokseen.

Esimerkki 5.7.2. Maarasa kayran
oy +2y° —4=0

pisteeseen (—2, 1) asetetun tangentin yht#lo.
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6. Integraalilaskentaa

6.1. Integraalifunktio

Olkoon A C R avoin vili ja olkoon f : A — R funktio. Jos on olemassa funktio F': A — R
siten, etta

F'(z) = f(x)

kaikilla z € A, niin funktiota F' sanotaan f:n integraalifunktioks: vdlilla A. Integraalifunk-
tiota, eli mddrddmatonts integraalia, merkitddin myos [ f(z) dz. Seuraava tulos osoittaa,
ettd tdméa on vakiota vaille yksikésitteinen merkinté.

Lause 6.1.1. Olkoon F' jokin f:n integraalifunktio vélilla A. Télloin G : A — R on f:n
integraalifunktio jos ja vain jos G = F' 4 C jollakin vakion C' € R arvolla.

Todistus. Oletetaan, etti G = F + C jollekin C' € R. Koska F' on f:n integraalifunktio,
niin

G'(z) = F'(z) = f(x)
kaikilla x € A. Siis G on myo6s f:n integraalifunktio
Oletetaan kasdntaen, ettd G on f:n integraalifunktio. Koska F' on my6s f:n integraalifunk-
tio, niin

G'(z) = f(x) = F'(x)
kaikilla = € A. Madritelldédn apufunktio H(x) = G(x) — F(z), jolle on siis voimassa
H'(z) = 0 kaikilla z € A. Olkoot a,b € A siten, ettd a < b. Koska H on derivoituva vélilla

A, niin se on derivoituva myos valilla |a, b] ja eritoten jatkuva valilla [a, b]. Valiarvolauseen
nojalla on olemassa vakio ¢ €]a, b[ siten, ettd

H(b) — H(a) = H'(c)(b - a). (6.1)

Koska H'(z) = kaikilla z € A, niin erityisesti H'(¢) = 0. Kaavasta (6.1)) saamme néin
ollen H(a) = H(b). Koska a,b € A valittiin mielivaltaisesti, niin H saa saman arvon vélin
A kaikissa pisteissi, eli H on vakiofunktio. Télloin on olemassa C' € R siten, etta

H(z)=C

kaikilla € A. Toisin sanoen, F(z) = G(z) + C kaikilla z € A. O
Jokaisella integroituvalla funktiolla on siis ylinumeroituvasti déaretén méaéra integraalifunk-
tioita. Halutun integraalifunktion méaradmiseksi tarvitaan vahintdan yksi ns. alkuehto,

esimerkiksi F'(0) = 1. Jos alkuehtoja ei ole annettu, niin ratkaisuna ilmoitetaan kaikki
integraalifunktiot.
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Seuraavat kaavat voidaan todistaa oikeiksi derivoimalla:

[ x*dx = ’;’;:11 +C, a# -1,
[Lde =Inlz|+C, z+#0
[etdr =e"+C,
[a"dz = &£ +C, a>0,

[sinzdr = —cosz + C,

[ cosxdr = sinz + C,
Jtanzdr = —In|cosz| + C,

[cotzdr =In|sinz|+ C,

[ —2=dx = [(1+ tan?x)dz = tanz + C,

cos?

[ —5dz = [(1+ cot?x)dz = — cot z + C,

sin“ x

[sinhz dx = cosha + C,
coshx dxr = smhx + C,
hxd inh C

fﬁdl’ = arcsinz + C,
fﬁdw = arctanx + C,
fﬁdlen(x—k\/m)nLC,
fﬁdx:ln‘x+M|+C,
fﬁdx: %ln 1J“—$|+C'.

11—z
Jokaisesta kaavasta saadaan yleisempi versio seuraavien esimerkkien tapaan:

fx)**

C -1
a+1 + Y a% )

/f@ﬁ@wmz
f/(m) = 1n X X

f'(z) 2
T@)de —n (f(x) + V(@) + 1) +C.

Lemma 6.1.2. Jos funktioilla f ja g on integraalifunktiot F' ja G vélilli A, niin véalilla
A pétee

/af(x)dx =aF(x)+C
ja
[ (@) + g(@) do = F@) + 6(a) + C.

Edelleen,
/ﬂawmmmm=F@u»+a

jos g on derivoituva véalilla A.
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Todistus. Viitteet seuraavat derivoimissdannoista ja Lauseesta [6.1.1. Esimerkiksi viimei-
nen yhtalo pétee, silla

D(F(g(z) + C) = (Fog)(x) = F'(g(z))g'(z) = f(g(x))g'(x)
kaikilla z € A, C' € R, jos g on derivoituva vélilla A. O

Esimerkki 6.1.3. Lasketaan kertauksen vuoksi jokunen perusintegraali.

1 2 2 :
/(:r;g—%—\/;>dx—/<xg—5x 2)dx—?x2+§x3—§x§+0
dv 1 [dx 1 1
— =— | —=_( C =21 C
gy (Infe] +C) = 2 Ina] +
/(x+1)4dx:/u4du (u=x+1, du=dx)
L s 1 5
=-uw+C=—-(x+1)°+C
> >
/ (z —10) 7dz——1(z—10)_6+0——;+0
z—lO 6 ~ 6(z —10)8

(3t + 4)2
/ * /t 5062 + 24t + 16) dt = /(9153 245 16t—%) dt
—9.

9 . 18 .
g% +94. §t2+16 2t§+C:€t3+16t%+32t5+C

(ef”—i—e_f”)Q 1 2 ) L1 o2 1 o2
/—4 = [(@ 424 e de = (e 42w - S O

]' x —x €T —X
—g(e +e ") (e —e )+2+C

Esimerkki 6.1.4. Edellisen esimerkin viimeisessé kohdassa laskettiin itse asiassa, etté
/coshz(:c) dx = % (cosh(x)sinh(z) + z) + C.

Vastaavalla laskulla ndhdéain, ettéa
/sinhQ(x) dr = % (cosh(z) sinh(z) — z) + C.

Trigonometristen funktioiden cos x ja sinx toiset potenssit voidaan puolestaa integroida

kaavojen

1 1
cos’x = 5(1 +cos(2r)) ja sin’x = 5(1 — cos(2x))

avulla seuraavasti:
1 1
/C082 rdxr = g + 1 sin(2z) + C' ja /sin2 rdr = g ~ 1 sin(2z) + C.
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6.2. Integrointitekniikoita

Osittaisintegrointi. Jos f ja g ovat vélilla A derivoituvia, niin tulon derivoimiskaavasta

(fg9) = fg+ fd

f¢'. Integroimalla puolittain, paadytain kaavaan

9
/ e f@)g(o) - [ fa)(a) da

mikéli [ f(x)g¢'(z) dz on olemassa. Tétd sanotaan osittaisintegrointikaavaksi.

saadaan f'g = (fg)

Esimerkki 6.2.1. (a) Mééritddn [Inzdx osittaisintegroinnilla. Tétd varten huoma-
taan, ettd Inz = f'(z)g(x), missi f'(z) = 1 ja g(x) = Inz. Siis f(z) = = ja ¢'(z) = 1.
Osittaisintegrointikaavan mukaan

1
/1-lnxd:v::cln:c—/:c-—d:v::cln:c—/ldﬂc:xlnx—m+0.

i

(b) Soveltamalla osittaisintegrointia kahteen kertaan, saadaan
2z 1 2z 1 2z : 1 2z 1 2z _:
e’ cosxdr = gecosz— [ ge (—sinz)dr = 3¢ cost+ — | esinxdx

2
1 1 /1 1
= —e*cosx+ - | —e**sinz — [ =e** cosxdx
2 2\2 2

1, Lo, . 2
= —e““cosx + —e“sinz — - | e*coszdz.
9 T 4/

Kisittelemélld integraalia [ e** cos z dr ”tuntemattomana”, saadaan

5 1 1
= | e¥cosxrdr = —e*®cosx + —e*sinx,
4 2 4

joten

2 1
/62”3 cosxdr = 5621 cosx + geh sinx + C.

Integrointi sijoituksen avulla. Olkoon F' funktion f integraalifunktio, ja olkoon g
derivoituva funktio siten, ettd f o g on méaéritelty erddlld avoimella vélilld. Lemman [6.1.2]
mukaan

/f =F(g(t))+C.

Sijoitetaan oikealle puolelle x = ¢(t). Saadaan

F(g(t)) + C = F(z) + C = / f() d = / F(a(t))g/(t) dt

[ t@yds = [ ftoente)a

Siis sijoitetaan x = g(t), dr = ¢'(t)dt, integroidaan ¢:n suhteen ja siirrytdén takaisin z:44n
ratkaisemalla t z:n avulla yhtdlostd © = g(t), mikd mahdollista.

Saatiin kaava
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Esimerkki 6.2.2. Lasketaan

[+

Jotta integroitava funktio olisi hyvin miiritelty, on oltava z > 0. Sijoittamalla z = 2 ja
dr = 2t dt, saadaan /z =t ja

dx 2t dt 2
/:c+\/5 2+t /1+t n L+ +
—In(1+t)2+C=Mn(1+ )" +C.

Rationaalifunktioiden integrointi. Tarkastellaan rationaalifunktiota

P(z)
Q(z)

Rationaalifunktio voidaan aina integroida muodostamalla osamurtokehitelmé.

R(x) =

Jos P:n aste on vahintdan (Q:n aste, saadaan jakamalla osoittajapolynomi nimittédjapolyno-
milla esitys

P
R=R+5,

missd Py ja P, ovat polynomeja siten, ettd Py:n aste on pienempi kuin ():n aste. Oletetaan
tdmén vuoksi jatkossa, ettd P:n aste on pienempi kuin @):n aste.

1°  Oletetaan, ettd
Q(z) =a(r —x1)(x —x2) ... (x — xp),
missé z; # x;, kun ¢ # j. Saadaan osamurtokehitelmé
P(z) Ay Ay A,

R(I):Q(x):x—x1+m—x2+.”+x—xn’

jonka integoiminen tuottaa summan logaritmilausekkeita.

Esimerkki 6.2.3. Lasketaan

/ T+ 4 d
T.
x3 + 322 — 10z

Kirjoitetaan rationaalifunktio muodossa

x+4 x+4 A B C

23+ 322 — 10z x(z—2)(z +5) x+x—2+x+5'

Oikea puoli saadaan laventamalla muotoon

Alx —2)(x +5) + B(z(x +5)) + C(z(x — 2))
z(z —2)(x +95) '
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On siis oltava
r+4=A(r—-2)(x+5)+ B(z(x+5))+ C(z(x — 2)) (6.2)

kaikilla = € R. Sijoitetaan

r=0 = 4=-10A = A=-%
r=2 = 6=14B = B=2,
r=-5 = —-1=3C = C=—z.

Siis

x+4 -2 3 —
dr = _ 5 7 35 d
/x3+3:1:2—10x o /<x+x—2+x—|—5 o

2 3 1
= —Sln]yc\—i-?ln]x—ﬂ—gln\w—i-a—i-a

Huomautus. Edellisessa esimerkissa yhtaloa (6.2) késiteltiin sijoitusmenettelylla. Toinen
tapa olisi kirjoittaa kyseisen yhtdlon oikea puoli auki polynomiksi, eli

z+4 = A(z® + 32 — 10) + Ba® + 5Bz + C2* — 2Cx
= (A+ B+ 0)2* + (3A+ 5B — 2C)z — 104,
jonka tulisi olla voimassa kaikilla x € R. Vertailemalla yhtdlosséa esiintyvid polynomeja

— erityisesti vastaavia x:n potenssien kertoimia — saadaan kolmen yhtdlon ja kolmen
tuntemattoman yhtéléryhma

A+B+C=0
3A+5B-2C =1
—10A = 4.
Tastd ndhdadn heti, ettd A = —%. Sijoittamalla A kahteen ylempéaéan yhtéaloon, ongelman

redusoituu kahden yhtélon ja kahden tuntemattoman (B ja C') yhtéloryhmén ratkaisuun.
Tehokkaampien lineaarialgebran menetelmien puuttuessa voidaan nojautua yksinkertai-
seen sijoitusmenetelmédn, jolloin saadaan lopulta tulokseksi B = % ja C = —%, kuten
edellé esitetyssd menetelméssakin.

2°  Jos Q) jakaantuu reaalisiin 1. asteen tekijoihin, joiden joukossa on moninkertaisia, niin

ko. monikertaista tekijid (x — x;)* vastaa osamurtokehitelmissi termi
A A A
! + 2 s+t —kk
r—1x  (r—mx) (x — 1)

Esimerkki 6.2.4. Lasketaan

T+ 2
/—(x—l)%dx‘
Koska
r+2 A N B +€_Ax(x—1)+Bx+C’(m—1)2
(r—1)22 2-1 (x—12 2 x(z—1)2 ’
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niin on oltava

z+2=Ax(x —1)+ Bz + C(z — 1) (6.3)

kaikilla z € R. Sijoittamalla saadaan

r=0 = 2=C = (C =2,
r=1 =— 3=B — B =3,
r=—-1 = 1=2A—-B+4C = A= -2.

Siis

/%dx:/(x‘fﬁ(xfl)ﬁ;) dz

3
= 2lnjz—1|— ——+2In|z|+C
x—1
2
x 3
=1 — .
n(x—l) x—1+0

Huomautus. Ratkaistaan kertauksen vuoksi vield edellisen esimerkin osamurtokehitelmaéssa
esiityvat vakiot A, B, C' vertailemalla polynomien kertoimia. Yhtélo (6.3) voidaan kirjoit-
taa muodossa

r+2=(A+C)2>+(B-—A-2C)z+C.
Néhdéén, ettd C' = 2. Tuntemattomat A ja B loydetédén seuraavasti:

A+C=0 _  [A=-2
B-A-20=1 B=3.

3° Jos @ sisiltdd jaottoman 2. asteen tekijin x? + px + ¢, niin sitd vastaa osamurtoke-
hitelmé&ssé termi

AliL'—i—Ag
22 +pr+q

Q voi liséksi siséltda sekéd yksinkertaisia ettd monikertaisia 1. asteen tekijoité.

/x2+:n—|—2
S—dx.
x° +x

Soveltamalla tapauksia 1° ja 3°, saadaan

Esimerkki 6.2.5. Lasketaan

?+rx+2 2*+x+2 A Br+C A@*+1)+ Ba?+Cx
— :—+ -
3+ r(z?4+1) = 22+1 z(z?+1)

Siis 22 + x + 2 = A(2? + 1) + Ba? + Cxr kaikilla z € R. Sijoittamalla x = 0 nihdéin, etti
A = 2. Tasté seuraa, etta

?+1+2=22"+1)+ B2+ Cx

67



kaikilla x € R | joten
B+ Cor=2*+r+2-202*+1)=-2*+2
kaikilla z € R. Siis B = —1 ja C' = 1. Saatiin
?+r+2 21—z

z(z?+1) _x+x2—|—1’

/x2+x+2d / 2+1—x p
————dr = - T
zr(x?+1) r 22+1
1 x
:2ln|x|+/x2+1dx—/x2+1dx

21In |x| + arct 1/ 20
= n\|\r arctanxr — —
2) x2+1

joten

1
= 2In |z| + arctanz — §1n(:v2 +1)+C

1
=Inz?+In —— + arctanz + C

vaz+1
2

= lnx— + arctanx + C.
2 +1

4°  Jos Q sisiltid 2. asteen tekijoiti, joiden joukossa on monikertaisia, niin ko. moninkertaista tekijia
2% 4 px + ¢ vastaa osamurtokehitelméssd termi

Az + By Asx + Bo Apzx + By

a? +pr+q (22 +pr+q)? (22 +pr +q)*

Tama tapaus johtaa laskutoimituksiin, jotka ovat yleensé erittdin tyolditd suorittaa késin. Siksi tapaus

sivuutetaan talla kurssilla.

Huomautus. Joskus integroitava rationaalifunktio R on sellaista muotoa, ettd osamurto-
kehitelméé ei tarvita. Tyypillinen tapaus on sellainen, jossa R on muotoa R = f7, misséi

f on polynomi. Esimerkiksi integraali

241
= | ————d
/ z(x? + 3) ’
voitaisiin laskea tapausten 1° ja 3° avulla. Vaihtoehtoisesti voidaan merkitd nimittdjaa
funktiolla f(z) = xz(z® + 3) = 2 + 3z, jolloin f'(z) = 3z*> + 3 ja

[:%/ff/((j)) dx:%1n|f(x)|+C':%ln|x3+3x|+0.

Esimerkissé [6.1.3] selvittiin integraalin [ (z—d—IZO)7 laskemisessa ilman osamurtokehitelméa.

Trigonometristen funktioiden integrointi rationaalifunktioiden avulla. Olkoon
tarkasteltava integroitava funktio funktioiden sinz ja cosx rationaalilauseke. Téllainen
integraali palautuu sijoituksella ¢ = tan  rationaalifunktion integraaliksi. T#ll6in

2

e

x .
tztanE <= 1z =2arctant ja dr=
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Siis

sin Z cos®
smx-Qsin—cosg:2—33(:082{:%& x 5
2 S5 2 2 sin 5 +cos? g
1 1 2t
:2tan—~m:2tan£- 2z = 5
2 2 _|_ 2 2 tan 2+1 ]_—I—t
0052% cos? Z
seka )
2 1—1t
cosx=2cosQ§—1: —1= .
2 1+ t2 1+ t2
Nain ollen
p 2 & 2t , 1 —¢?
r=——dt, sinx= a cosy = )
1+ 1+ 9 1+ 2
Esimerkiksi:

dt

/1+cosa7

4 L= 2 2
+ 5 1+t

14 2 2
/ + . dt
14+824+1—12 1++¢2

1dt—t+C’—tan§+C

6.3. Integroituvuuden méaéiritelméa

Luvut xg,x1, ..., r, muodostavat vilin [a,b] jaon, jos
Q=T < T <Xy < < Tp_1 <, =>o.

Funktio ¢ : [a,b] — R on porrasfunktio, eli paloittain vakiofunktio, jos on olemassa

vélin [a,b] jako D = {xg,x1,...,2,} ja vakiot ¢1,c9,¢3,...,¢, siten, ettd ¢(x) = ¢,
kun o5 < < xz, k = 1,...,n. Jakopisteissid xp madritellddn joko p(zr) = ¢ tai
p(n) = cp-1.

Maaritelmi 6.3.1. Lukua

I(p) = ch(ﬂﬁk — Tp-1)
k=1

sanotaan porrasfunktion ¢ integraaliksi. Merkitdan myos
b
19)= [ ol de.

Huomautus. Jokaiseen porrasfunktioon liittyy tietty vilin [a,b] jako. Jos ¢ ja ¢ ovat
porrasfunktioita vélilla [a,b], niin tarvittaessa jakoja tihentdméalld voidaan olettaa, ettd
@ ja ¢ liittyvét samaan jakoon.

Sopimus. Jos ¢ on porrasfunktio vélilla [a,b] ja f : [a,b] — R on funktio, ilmauksella

o(x) < f(z) (vast. o(x) > f(z)) kaikilla x € [a, b] tarkoitetaan sité, ettd epayhtilo patee
porrasfunktion jakopisteiden ulkopuolella. Lyhyesti ilmaistuna ¢ < f (vast. ¢ > f).
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Lemma 6.3.2. Olkoot ¢ ja v porrasfunktioita viélilld |a,b] ja olkoon o € R. Téllbin:

b b

(i) / ap(x)de = a/ o(z) dx.
b b b

(i) [ (o) + o) o= [ pla)dot [ o()de

b b
(iii) Jos ¢(x) < ¢ (x) kaikilla = € |a, b], niin / o(r)dr < / Y(x)dx.
b

b c
(iv) Kaikilla a < ¢ < b pétee / o(x)dr = / o(x)dx —I—/ o(x)dx.

Maiaritelmi 6.3.3. Olkoon f valilld [a, b] mééritelty rajoitettu funktio. Funktio f on
(Riemann- )integroituva vélilla [a, b, jos jokaista € > 0 vastaa porrasfunktiot ¢ ja ¢ vililla
la, b] siten, ettd ¢ < f < vililla [a, b] ja

I(Y) = 1(p) <e.

Huomautus. Funktion f integroituvuus tarkoittaa sité, ettd f:n kuvaaja voidaan peittda
koordinaattiakselien suuntaisilla suorakulmioilla, joiden yhteenlaskettu pinta-ala voidaan
tehdd mielivaltaisen pieneksi.

Lause 6.3.4. Olkoon f integroituva vililli |a,b]. Télléin on olemassa tédsmélleen yksi
luku A € R siten, ettd
I(p) < A

kaikilla porrasfunktioilla ¢, joille p < f valilld [a,b], ja

I(¥) > A

kaikilla porrasfunktioilla 1), joille ¢ > f vililld [a, b].

Todistus. Todistetaan luvun A olemassaolo — yksikésitteisyys todistetaan harjoitustehtéviani. Olkoon A
kaikkien niiden porrasfunktioiden ¢ joukko, jotka toteuttavat ehdon ¢ < f vélilld [a, b]. Olkoon edelleen

A={I(p):pec A}.

Jos 1 on porrasfunktio siten, ettd ¢ > f vililld [a,b], niin I(p) < I(y) kaikilla ¢ € A (Lemma [6.3.2]
(iii)). Tésté seuraa, etti A on ylhiiltd rajoitettu joukko. Siis joukolla A on pienin yldraja, eli on olemassa
sup A € R.

Osoitetaan, etti luku A = sup A toteuttaa lauseen ehdon:

(1) Koska A on A:n yliraja, niin () < A kaikille porrasfunktioille ¢ siten, ettd ¢ < f vililld [a, b].

(2) Jos 9 on porrasfunktio siten, ettd ¢ > f vililld [a,b], niin I(p) < I(y) kaikilla ¢ € A. Siis I(%))
on eriis joukon A yliraja. Koska A = sup A on pienin yliraja, niin A < I(1)).

Kohdista (1) ja (2) seuraa, ettd A toteuttaa vaaditun ehdon. a
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Mééritelmé 6.3.5. Olkoon f vililld [a,b] integroituva funktio. Lauseen [6.3.4] yksiké-
sitteistd lukua A sanotaan funktion f (Riemann-)integraaliksi yli valin [a,b]. Luvulle A
kéaytetddn merkintaa

)\:/abf(x)dx.

Geometrinen tulkinta. Integroituvuuden l&htokohtana on, etta vililla [a, b méaritellylle
positiiviselle funktiolle f luku ff f(x) dxr antaa kuvaajan y = f(z) ja x-akselin vélisen alu-
een pinta-alan vélilld [a,b]. Jos f on negatiivinen, niin integraali fab f(z) dx antaa kuvaa-
jan y = f(x) ja x-akselin vilisen alueen pinta-alan vastaluvun valilla [a, b]. Yleisesti z-
akselin ylapuolella olevat alueiden pinta-alat lasketaan mukaan positiivisena ja x-akselin
alapuolella olevat alueet lasketaan mukaan negatiivisena.

Jatkuvan funktion integroituvuus. Heine-Borelin lauseen avulla (eli vilin [a, b] kom-
paktisuuden avulla) voidaan todistaa seuraava tarked lause:

Lause 6.3.6. Suljetulla valilld [a, b] jatkuva funktio on integroituva vélilld [a, b].

Todistus. Olkoon & > 0. Heine-Borelin lauseen avulla avulla voidaan todistaa (asian tarkastelu sivuute-
taan tdssd): On olemassa § > 0 siten, ettd ehdoista z,y € [a,b], |z — y| < J, seuraa

e

— < . 6.4

F@) = )] < (6.4

Valitaan vilin [a,b] jako D : a = a9 < 1 < T3 < -+ < Tp_1 < &, = b siten, ettd osavilien pituudet
toteuttavat ehdon xz — zp_1 < § kaikilla k = 1,...,n. Olkoon my = max f([zx_1,zx]) funktion f pienin

arvo ja My = max f([zr_1,xr]) funktion f suurin arvo valilld [z—1, x|, kun k = 1,...,n. Ehdosta
seuraa, etti
M, —my, < <
b—a
kaikilla k =1,...,n.

Miaritelldan porrasfunktiot ¢ ja 1) siten, ettd kaikilla k =1,...,n
) =mp kun zp_1 <z <mg

ja
Y(x) =M, kun xp_1 <z < xg.
Tallsin ¢ < f <o vililld [a, b]. Edelleen

I(W) = I() = > My(wr —wp—1) — Y mu(wp — xp-1) = > (Mg — my) (@ — 24-1)
k=1 k=1 k=1
£ w— 5
< bfaz(“fk_xk—l) = b—a(b_a> =c.
k=1
Maéritelmén mukaan f on integroituva vililld [a, b]. O

Huomautus. Oleellisesti samalla tavalla voidaan todistaa yleisempi tulos: Jos rajoitetulla
funktiolla f : [a,b] — R on vain &direllinen méaara epdjatkuvuuskohtia, niin f on integroi-
tuva vélilld [a, b].
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6.4. Mairiatyn integraalin perusominaisuudet

Seuraavat integraalin perusominaisuudet perustuvat siihen, etté vastaavat tulokset pétevét
porrasfunktioille, ja etté yleisié integraaleja voidaan approksimoida porrasfunktioiden in-
tegraaleilla.

Lause 6.4.1. Olkoot f ja g viélilli [a,b] integroituvia funktioita. T&lloin myds f + g ja
af ovat integroituvia vililld [a, b] kaikilla o € R. Edelleen:

(i) /abaf(m)d:v:a/abf(x)dz
(11)/ r) + g(x dx—/f da;+/b()dx.

(iii) Jos f(x) < g(x) kaikilla x € [a,b], niin

[ 1w s [ o

(iv) Jos a < ¢ < b, niin f on integroituva vileilld [a, c] ja [c,b], seké

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dm

Todistus. Todistetaan malliksi viite (ii). Olkoon £ > 0. Koska f ja g ovat integroituvia, niin on olemassa
porrasfunktiot o1, 11, 2,19 vililld [a, b] siten, ettd

pi(z) < f(2) Stha(z) Ja @a(x) < g(x) < ¢o(z)
kaikilla = € [a, b] seké

(i) = I(p1) < 5 ja 1(2) — I(p2) <

Talloin 1 4+ w2 ja 1 4+ Y9 ovat porrasfunktioita siten, ettd
p1(z) + 2() < f(z) + 9(z) < P (2) + Ya(2)
kaikilla = € [a, b] ja Lemman (ii) mukaan mukaan

1) + 1(2) — I(1) — ()
(I(n) = I(1)) + () — I(p2) < 5 + 5 = <.

Miééritelmén mukaan f 4 g on integroituva vililld [a, b]. Edelleen

N ™

I(h1 +1b2) — I(p1 + p2)

b
(o1 + p2) < / (F(@) + g(a)) de < I(n + o)
ja b b
(g1 + ) = I{p1) + I(i92) < / f(x)de + / g()da < T(r) + 1) = Ity +00).

Naistad epayhtiloistd seuraa, etté

/ () + @) da ( / ' flayde 1 / @) dx>
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Koska € > 0 on mielivaltainen, niin on oltava
b b b
[ @+ @y ( [ s@des [ gw)is

/ (F() + (@) da = / ey dr 1 / (o) da.

ja viite (ii) on todistettu. a

=0,

eli

Lauseen véitteet (iii) ja (iv) ovat intuitiivisestikin uskottavia integraalin pinta-ala-
tulkinnan pohjalta. Tdmé& on tilanne myo6s seuraavan lauseen viitteiden kanssa.

Lause 6.4.2. Olkoot f ja g integroituvia valillé [a, b].

(i) Jos m < f(x) < M kaikilla x € [a,b], niin
b
m(b—a) < / flz)dx < M(b—a).
(ii) Télloéin myds |f| on integroituva ja

/a ’ f(z)dx

6.5. Mairatyn integraalin ja integraalifunktion yhteys

< [ a

Sopimus. Sovitaan siité, etta
/ f(z)dz =0
ja
a b
/ f(z)dx = —/ f(z)dx, a<b.
b a

Olkoon f : [a,b] — R integroituva funktio. T&lloin f on integroituva jokaisella vélilla
la,z], a < x < b, ja voidaan mééritelld funktio F' : [a,b] — R asettamalla

F(z) = / ")t

Lemma 6.5.1. Funktio F' on jatkuva vélilla [a,b].

Todistus. Ma#ritelmin mukaan integroituvat funktiot ovat rajoitettuja. Siis on olemassa M > 0 siten,
ettéd |f(¢)| < M kaikilla ¢ € [a,b]. Olkoon & > 0 ja olkoot x,y € [a,b] siten, ettd = < y. Lauseiden ja

[6.4.2 mukaan
/ayf(t)dt—/:f(t)dt‘z /:f(t)dt—s—/:f(t)dt—/:f(t)dt'

/:f(t)dt’</:|f(t)dt</:Mdt:M(y—x)<57

|F(y) = F(x)| =
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kun
€

—z|l=y— 6= —.
sl =y—w <o

Siis F' on oikealta jatkuva pisteessi x € [a, b[. Samalla tavalla osoitetaan, ettid F' on vasemmalta jatkuva
jokaisessa pisteessi x €a, b]. O

Lause 6.5.2. Jos f on jatkuva pisteessd xq €|a, b, niin F on derivoituva pisteessi g ja

F'(x0) = f(xo).

Vilin paétepisteissd vastaava véite patee vasemman- ja oikeanpuoleisille derivaatoille.

Seuraus 6.5.3. Jos f : [a,b] — R on jatkuva, niin funktio F' : [a,b] — R,

Fa) = [ roa,
on funktion f integraalifunktio vélilli |a, b].

Analyysin peruslause. Jos [ on jatkuva vdlilli [a,b] ja F on jokin f:n integraalifunktio
valill [a, b], niin

/abf(x) dz = F(b) — Fla) = /abF(:v).

Huomautus. Olkoon f jatkuva ja g derivoituva funktio. Téalloin

9(z)
d% (/ Ft) dt) = [ (9(2)) ¢'(2).

Tamén todistamiseksi olkoon F' jokin funktion f integraalifunktio. Analyysin perus-
lauseen mukaan

9(x) g(x
[ rwa= /" E0) = o) - Fla)

joten
g(x)
%(/ f@ﬁ)zFM@M@IfM@M@)

Samalla tavalla todistetaan ns. Leibnizin kaava, jonka mukaan

9(z)
é%(m)f@ﬁ>=f@®Mﬂ@—fW@Wﬂ@.

Integraalilaskennan viliarvolause. Jos f on jatkuva vdlilli [a,b], niin on olemassa
c €la, b| siten, ettd

b
| #ardz = 100~ o)
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Todistus. Analyysin peruslauseen mukaan

/ F@)dz = F(b) — Fla), (6.5)

missd F' on (jokin) f:n integraalifunktio valilli [a, b]. Koska F' on derivoituva vililla [a, b]
(padtepisteissd toispuoleisesti), niin viliarvolauseen mukaan 16ytyy ¢ €]a, b[, jolle

F(b) = F(a) = F'(c)(b—a) = f(c)(b — a). (6.6)
Viite seuraa yhdistdmélld kaavat (6.5)) ja (6.6)). O

Integraalilaskennan viliarvolauseen geometrinen tulkinta. Muodostetaan suora-
kulmio, jonka kanta on b — a ja korkeus h siten, ettd suorakulmion ala on sama kuin f:n
kuvaajan ja x-akselin rajoittaman alueen pinta-ala. Talloin

b
h(b—a) :/ f(x)dx

2 f(x)da

5 sanotaan
—a

b
elih = ‘I“Z(#. Siis véliarvolauseen f(c) on sama kuin korkeus h. Lukua
[ integraalikeskiarvoksi valilla [a, b].

Maaratyn integraalin laskeminen osittaisintegroimalla ja sijoittamalla. Olkoot
f ja g vélilla [a, b] jatkuvasti derivoituvia funktioita. T&lloin

/ F(@)g(x) de + / f(2)g (2)dx = / (f'@)g(x) + f(2)g (2)) da
b b
~ [ DU @) ds = [ f@g(o)

Siis
[ r@steras = [ t@late) - [ o)

Esimerkiksi:

I I 1 z I
T T
3 dr = T - 5 dx:/ tanx -z — tan x dx
o cos?x 0 cos?x 0 0

us .
™ + sinx T I
=— - de = —+ In| cos z|
4 o COST 4 0

1

m
4 V2 4

Lause 6.5.4. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio ja olkoon g : [a, §] — [a, ] jatkuvasti
derivoituva funktio siten, etti g(a) = a ja g(8) = b. Talloin

In 2.

b 8
/ f(z) dz = / Flo(t)g (t) dt.
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Todistus. Olkoon F jokin f:n integraalifunktio vélilld [a, b]. Lemman mukaan vililla
[ov, 3] piitee

/ F(g(t)g/(t) dt = F(g(t)) + C.

Néin ollen analyysin peruslauseen nojalla
A g
| statng@yde = [ Fla®) = Fo(9) - Flg(a)
: b
— F) - F@ = [ f(a)do.

ja viite on todistettu. a

Huomautus. Lause m pétee myos tapauksessa b < a. Siis sijoitetaan x = ¢(t) ja dx =
g'(t) dt ja ratkaistaan rajat t:n suhteen yhtildisti g(t) = a ja g(t) = b. Jos g~! on olemassa,

niin o = g7 '(a) ja S = g7 (b).

Esimerkki 6.5.5. Lasketaan

1
/ vV1—22dx
-1

sijoittamalla x = sint, dxr = costdt. Tassd kannattaa tarkastella sinin pddhaaraa, eli
t € [-5, %) Yhtdloiden sint = —1 ja sint = 1 ratkaisuiksi #:n suhteen saadaan —7 ja 7
(vastaavassa jarjestyksessd). Siis

us

1 x x
/ vV1—22dx = / cost\V 1 —sin’tdt = / costvVcos?tdt
-1 _

s
2

2 /1 1 21 1
= /_gCOSQtdt_/_; <§+§C082t> dt—/_;?—i—zsin%
7r+1' 7r+1 ( ) T
= —+ —sinm— | —— + —sin(— ——
4Ty TR e 2

[MERNTE

Vaihtamalla x ja t Lauseessa [6.5.4] saadaan

Lause 6.5.6. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio ja olkoon g : [a, 5] — [a, b] jatkuvasti
derivoituva funktio siten, ettd g(a) = a ja g(5) = b. Télloin

B 9(8)
/ F9(a))g'(x) do — / Fydr.
« g()

Todistus. Olkoon F funktion f integraalifunktio valilla [a, b]. Lemman nojalla valilla
[a, ] pitee

/ﬂg(x))g/(m) dr = F(g(z)) + C.
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Analyysin peruslauseen mukaan

B 8
| #atang@ s = ) Flgta)) = Pla®) - Flo@) = [ oyt

«

ja véite on todistettu. O

Huomautus. Myos Lauseessa voi olla g(f3) < g(«). Siis sijoitetaan t = g(x), dt =
¢'(z) dx ja otetaan rajoiksi ¢:n suhteen g(«) ja g(f3).

Esimerkki 6.5.7. Lasketaan

3m .
2 S1nxr
—dx
x 24 cosx

sijoittamalla ¢t = cosw, df = —sinxzdr. Rajat {:n suhteen ovat cos § = 0 ja 005377r = 0.

Siis
3

3 . 0
1
/zﬂdx:/<_1)._dt:o.
= 24 cosx 0 2+1
1

Lauseen merkinndin ylld olevassa ratkaisussa on valittu g(z) = cosz ja f(z) = —5—

. 24z’
jolloin f(g(x))g'(x) = F22L_.

6.6. Maaratyn integraalin sovelluksia

Kertyméafunktio. Tarkastellaan jatkuvan funktion méardttya integraalia ylarajansa funk-
tiona:

F(z) = / oL

Jos funktio f ilmoittaa jonkin suureen kasvunopeuden, niin sen integraalifunktio F, jolle
F(z9) = 0, ilmoittaa pisteen zy jilkeen kertyneen méadran ko. suureelle. Funktiota

F(x) = / f(t)dt
xo
kutsutaan siten kertymdfunktioksi.

Esimerkki 6.6.1. Jos v = v(t) on kappaleen nopeus, niin

ilmoittaa aikavélilla [to, 2] kappaleen kulkeman matkan. Vastaavasti, jos ¢ on tuotantono-
peusfunktio, niin

ilmoittaa aikavalilla [¢y, x| tuotetun mééran.
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Voidaan siis muodostaa integroimalla funktio, josta eri arvoja vastaavat tulokset saadaan
sijoituksella sen sijaan, ettd joka kerran integroitaisiin uudestaan.

Pinta-ala ja kaaren pituus. Jos f(x) > 0, niin kidyrdn y = f(x) ja z-akselin seké
suorien y = a ja y = b rajoittaman alueen pinta-ala on

Azi%@ﬂm

Jos taas f(z) < 0, niin kiyrén y = f(z) ja x-akselin sekd suorien y = a ja y = b viliin
jaavén alueen pinta-ala on

Az—l%@ﬂﬁ

Kéyrien y = f(x) ja y = g(z) véliin jdévin alueen pinta-ala valilla [a, b] on

b
A= / f(x) - g()] da.

Kéayran y = f(r), missid f' on olemassa ja jatkuva vélilla |a,b[, valid [a,b] vastaavan
kaaren pituus saadaan laskettua kaavasta

b
L :/ V1+ fl(x)?dx.

Funktion keskiarvo. Jos f on suljetulla vililla [a,b] jatkuva funktio, niin funktion f
keskiarvo vélilla [a, b] on

— 1 b
f:m/a f(z)d.

Keskiarvon olemassaolo seuraa integraalilaskennan viéliarvolauseesta.

Geometrisesti: Jos f > 0, niin f on sen suorakulmion korkeus, jonka kanta on b — a ja
pinta-ala sama kuin kiyrén y = f(x) ja z-akselin seké suorien y = a ja y = b rajoittaman
alueen pinta-ala.

Pyorahdyskappaleet. Kun funktion f : [a,b] — R kuvaaja pyoréhtad z-akselin ympéri,
niin syntyvin pyorihdyskappaleen tilavuus V' ja vaipan ala A saadaan kaavoista

V:W/abf(x)de
ja

A= 27?/ lf(@)|\/1+ f(z)?de.

Esimerkki 6.6.2. Lasketaan kiiyrany = 2341, —1 < x < 2, z-akselin ympéri pyorihtiessi
syntyvan kappaleen tilavuus. Nyt



6.7. Epéoleellinen integrointi

Integraaleja, joissa integrointivili ei ole rajoitettu tai integroitava funktio on epéjatkuva,
sanotaan epdoleellisiksi integraaleiksi. Nimestadn huolimatta epéoleelliset integraalit ovat
hyvinkin oleellisia sekd matematiikassa ettd sovelluksissa. Aihetta tutkitaan tarkemmin
kurssilla Analyysi III.

Integrointi rajoittamattomalla véililld. Tarkastellaan motivoivaa esimerkkid ennen
varsinaisen madritelman esittdmistéa:

Esimerkki 6.7.1. Oletetaan, ettd kappaleen nopeus v noudattaa riippuvuutta

2
U(t) = t_27

missé t > 0. Jos ty = 1, niin kuljettua matkaa kuvaa funktio

s(z) = /mv(t)dt:/mQt_thz —%+2.

to 1
Huomataan, ettd kappale ei koskaan pédse kahden yksikén padhén vaikka aikaa kuluisi
kuinka paljon, mutta
lim s(z) =...=2.

r—00

Maaritelméa 6.7.2. Olkoon funktio f ja g jatkuvia funktioita véleilld [a, 0o ja | — oo, b]
vastaavasti. Talloin

00 b
/ f(x)de = bllm f(z)dx
ja a a

/ g(z)dr = lim g(x) dx,

a——00
—00 a

mikili raja-arvot ovat olemassa.

Integrointi epijatkuvuuskohdissa. Jos integroimisrajat ovat darelliset, mutta funktio
ei ole jatkuva toisessa pédtepisteessé, niin integrointi suoritetaan seuraavasti:

Maéritelmi 6.7.3. Olkoon funktio f jatkuva vélilla [a,b] ja epédjatkuva pisteessd b.

Talloin )
/f(a:)d:p: lirgl_/ f(x)dx,

mikéli raja-arvo on olemassa. Edelleen, jos funktio g on jatkuva vililld |a, b] ja epéjatkuva
pisteessé a, niin

c—at

b b
/ g(x)dxr = lim g(x) dx,

mikéli raja-arvo on olemassa.

Esimerkiksi:

2] 2 2
/ — dr=lim [ 2 %dz=lim / 227 = lim (2[—2\/E> — 22
0

\/E c—0t /. c—0t /¢ c—0t
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