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LUKIJALLE

Lineaarialgebran kursseja edeltdviksi opinnoiksi suositellaan jotain lukion mate-
matiikkaa teoreettiselta kannalta tdydentidviid kurssia, esimerkiksi Matematiikan
Johdantokurssia, jossa matematiikan perusasioita selvitellddn huomattavasti ab-
straktimmalla tasolla kuin mité asioita on koulussa késitelty. Osallistujilla odote-
taan olevan mm. perustiedot ja -taidot funktioista seki jirjestys- ja ekvivalenssi-
relaatioista.

Kurssiin liittyy jonkin verran pakollisia tietokonedemonstraatioita, joista osassa
keskitytddn oppimaan uusia késitteitd vuorovaikutteisten tehtdvaarkkien avulla, ja
osassa opetellaan lineaaristen struktuurien kisittelyd matematiikan tietokoneoh-
jelmilla (Maple/Matlab). Ndma eivit kuitenkaan edellytd varsinaisten ohjelmoin-
tikielten tuntemusta.

Lineaarialgebran kursseilla on tarkoitus oppia mm.

— ratkaisemaan lineaarisia yhtdloryhmié (osa a)

— vektori- ja matriisilaskentaa (osa a)

— lineaariavaruuksien rakennetta ja teoriaa (osa a)

— lineaarikuvausten toimintaa ja teoriaa (osa b)

— sisdtuloavaruuksien ominaisuuksia (osa b)

— ominaisarvojen ja -vektorien laskeminen (osa b)

— matriisin diagonalisointi ja nelidmuototyypit (osa b)
— tietokoneen kiyttdd lineaarialgebrassa (osat a ja b)

— edellisten tietojen ja taitojen soveltamista (osat a ja b)

Kurssin pedagogisena tarkoituksena on tutustuttaa opiskelija paitsi konkreettiseen
vektori- ja matriisilaskentaan sekd vektoriavaruuksiin, myos abstraktiin lineaa-
riavaruuksien teoriaan. Tdmi aksiomaattinen, puhtaasti joukko-oppiin ja logiik-
kaan perustuva teoria on ideaalinen esimerkki yhtaikaa kidyttokelpoisesta mut-
ta silti verrattain yksinkertaisesta struktuurista. Kurssin toivotaankin kehittdvin
kisitteenmuodostus- ja abstrahointitaitoa sekid harjaannuttaa nikeméaén jo ennes-
tddn tuttuja asioita uudesta ndkokulmasta.

Oppikirjana tai oheismateriaalina voi kdyttdd esimerkiksi teosta

Leon, Steven J.: Linear algebra with applications, third edition. - Macmillan, New
York, 1990 tai myohempi, luvut 1-6 (1-3 osa a, 4-6 osa b).

Joensuussa 6. tammikuuta 2017
Martti E. Pesonen



MERKINNAT

Kurssilla kdytetddn normaaleja logiikan merkintjé:

negaatio ja konnektiivit: ei -, tai V, ja /\, seuraa =, yhtipitivii <
kvanttorit: on olemassa 3, kaikilla V,

joukko-opin merkinnit: tyhjd joukko (), kuuluu joukkoon €, osajoukko C

joukko-operaatiot: joukon A komplementti A, joukkojen yhdiste U, leikkaus N,
erotus \, tulo(joukko) x

Merkinnilld X := [auseke asetetaan symbolille X arvo lauseke.

Z, Q, R ja C ovat kokonaislukujen, rationaalilukujen, reaalilukujen ja kompleksi-
lukujen joukot. Luonnollisten lukujen joukko N on tissd aidosti positiiviset koko-
naisluvut ja Ny := N U {0}.

Lisdksi kédytetddn nk. lukumdidrdjoukkoa

] = 0, kunn =0
1 {1,2,3,...,n}, kunneN

A, tarkoittaa joukon A aidosti positiivista osaa.

Isot kirjaimet A, B, C, ... edustavat tdlld kurssilla yleensd matriiseja; U, V, W,
... vektorijoukkoja tai lineaariavaruuksia ja L, M, ... lineaarikuvauksia.

Pienet ja kreikkalaiset kirjaimet ovat yleensd alkioita tai lukuja.

Lihavoidut pienet kirjaimet ovat vektoreita; késin kirjoitettuna ne on syyti alle-
viivata (u).

Kalligrafiset kirjaimet P, C, ..., tarkoittavat tavallisesti jotakin funktiojoukkoa;
kuitenkin /C tarkoittaa vektoriavaruuden kerroinkuntaa, joka yleensé on R tai C.

Jos n € N, niin n-ulotteisten vaakavektorien joukko on

K" ={(z1,29,...,2,) | zx € K}.
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1 JOHDANTOA - KERTAUSTA

1.1 Vektorit ja yhtilot

Lineaarialgebran perusolioita ovat mm. vektorit ja matriisit sekd niiden lineaari-
kombinaatiot eli lineaariset yhdistelmiit.

Lineaarikombinaatio on direllinen summa
01X1 + CQXQ + ...+ Can

missid ¢y, Ca, ..., ¢, ovat skalaareja (reaali- tai kompleksilukuja) ja x, Xo, ...,
X, ovat vektoreita (tai matriiseja); esimerkiksi reaalilukuja, kompleksilukuja, ab-
strakteja vektoreita, avaruuden R" vektoreita, funktioita, lukujonoja, suppenevia
sarjoja, jne ...
Muotoa

01X1+02X2—|—...+0an:Y

oleva yhtilo, missd symbolit edustavat c; ovat tunnettuja skalaareja ja Y on tun-
nettu vektori, on n:n tuntemattoman (lineaarinen) vektoriyhtdlo. Yhtd hyvin vek-
torit x; voivat olla tunnettuja ja skalaarit ¢; tuntemattomia, tai tuntemattomista osa
voi olla skalaareja, osa vektoreita.

Esimerkki 1.1.1 Ratkaise vektori (z,y) € R? yhtilostd
a) 2(z,y) = (3,4)
b) 3(z,y) + 4(2y,3z) = (1,2).

Ratkaisut. a) Tdssé tarvitsee tietdd mitd tarkoittaa skalaarilla kertominen eli skaa-
laus ja vektorien samuus (=). Vektoriyhtdlo palautuu tavallisten yhtédléiden ryh-
miksi:

2(z,y) = (3,4) = (2z,2y) = (3,4)
— {23: =3
2y = 4
v = 3
= {y _ 2

Siis (z,y) = (2,2) = 1(3,4).

2
b) Tdhén sisédltyy myos vektorien yhteenlaskua:

3(z,y) + 42y, 3z) = (3x,3y) + (8y, 12x) = (32 + 8y, 3y + 12z) = (1,2)
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— {31’ + 8y =1
Jy + 122 = 2
— —12z — 32y = -4
122 + 3y = 2
— —12z — 32y = —4
- 29y = -2
v o= %
N = 50B82y—4)=2

Siis (a,y) = (12, 2).

Esimerkki 1.1.2 Ratkaise vektorit (x,y) ja (u,v) € R? vektoriyhtdloryhmisti

{ (x,y) + 2(u,v) = (=1,3)
2(x,y) + 3(u,v) = (2,1)

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtépitdaviksi koordinaateittaiseksi vektoriyhtdaloryhmiksi

(x +2u,y+2v) = (—1,3)
{ (2z+3u,2y+3v) = (2,1)

joka puolestaan on ekvivalentti skalaariyhtdloryhmén

r + 2u = -1
y + 2v = 3
2r + 3u = 2
20 + 3v = 1

kanssa. Tdssd kannattaa ryhmitelld yhtédlot kahteen ryhmaéén, joissa kummassakin
on vain kaksi tuntematonta:

r + 2u = -1 r = 7
2c + 3u = 2 — e u = —4
y + 2v = 3 y = —7
2y + 3v = 1 v = D

eli (x,y) = (7,-7) ja (u,v) = (—4,5).

Lineaariset vektoriyhtédlot johtavat siis luonnollisella tavalla skalaariyhtédléiden
muodostamaan yhtdaloryhméin.
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1.2 Geometrinen nakokulma

Lineaarinen kahden tuntemattoman x ja y yhtilo voidaan aina saattaa muotoon
ax + by = c,

miki analyyttisen geometrian mielessi vastaa suoraa tasossa R.

Kahden suoran yhteiset pisteet selvidvit ndiden suorien yhtidléiden muodostamas-
ta yhtdloryhmaésti

ar + by = ¢

de + ey = f
Sen ratkaisuksi on tunnetusti kolme mahdollisuutta:

e ¢i lainkaan ratkaisua, jolloin suorat ovat yhdensuuntaiset, mutteivit samat,
e yksi piste (2, /), suorien leikkauspiste,
e kokonainen suora, jolloin yhtilot esittidvitkin samaa suoraa.

Mikili yhtéloitd on enemmén kuin kaksi (Kuva 1), ratkaisuja ei tavallisesti ole,
mutta silloinkin voidaan yleensi laskea erdénlainen kompromissiratkaisu, nk. pie-
nimmén neliosumman ratkaisu (PNS), ks. Luku 21.

A

A\

Kuva 1: Kaksi tuntematonta, kolme yhtélo4, ei ratkaisua

Tehtidva 1.2.1 Piirrd zy-tasoon seuraavat suorat ja madritd niiden leikkauspisteet
(tai yleisemmin niiden yhteiset pisteet):

a)y=x+1ljay=—-2x+3
b)r+y=2jar—2y=2
Or—y=2ja—zr+y=1
d)r—y=2jay=x—2
e)x—y:—1,2x+y—320jay:2x+%
Hy=x+1lLy=—x+1jay=0

Ratkaisut sivulla 16.
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Koulussa opittu tapa ratkaista yhtdloryhmid niin, ettd ratkaistaan joistakin yhté-
16istd tietyt tuntemattomat muiden suhteen ja sijoitetaan jéljelld oleviin yhtéldihin,
ei ole mielekds suurten (n, m > 2) lineaaristen yhtidloryhmien ratkaisemiseen.

Sen sijaan keino, jossa yhtiloitd kerrotaan sopivilla nollasta eridvilld luvuilla ja
yhtiloitd lasketaan puolittain yhteen tai vihennetdidn toisistaan tuntemattomien
eliminoimiseksi, on ldheistd sukua niin kutsutulle Gaussin eliminointimenetel-
mille, joka on erids kurssin keskeisimmisté tyokaluista. Menetelméssi yhdistetddn
edelliset kaksi operaatiota muotoon yhtdilostd vihennetddn toisen monikerta, mi-
ki nopeuttaa prosessia. Menetelmén yleinen muoto esitetddn Luvussa 2.3, mutta
otetaan tissd valmisteleva esimerkki.

Prosessin ensimmainen vaihe on esimerkiksi seuraava:

ar + by = ¢ | Ry dr + by = ¢ | R} « AR
de + ey = f | R de + €y = f | Ry, «— Ry— ARy

missd luvut A; ja A, valitaan niin, ettd ' = 1 ja d’ = 0. Sitten edelleen nollataan
b'":n kohdalla oleva luku ja skaalataan ¢’:n kohdalla oleva luku ykkoseksi.

Oheinen vuorovaikutteinen Javasketchpad-animaatio johtaa konkreettisella taval-
la Gaussin eliminointiprosessiin (jopa Gauss-Jordanin prosessiin, jossa eliminoi-
daan kaikki mahdollinen™!), katso Luku 2.3.

Suorat tasossa (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/2DSuorat.htm

Esimerkki 1.2.2 Ratkaistaan yhtdaloryhma

2 — 3y = 17
3 + 5y = —3

Merkitdédn yhtdloryhmén rivejd symboleilla R?; ja kirjoitetaan muunnettujen rivien
perddn kuinka yhtdlo on saatu edellisesti muodosta. Kun tissd jdlkimmadisesti
vihennetiin edellinen puolitoistakertaisena:

2r — 3y = 17 | Ry
{3:E + 5y = -3 | Ry <
{ 2r — 3y = 17 | R, « R,
B-320 + G-§(3)y = B-F1T | By « B-iR

on jalkimmadisestd nollattu tuntemattoman x kerroin, eli x on eliminoitu. Alkupe-

rdiselld yhtdloryhmélld on edelleen samat ratkaisut kuin yhtaloryhmilld

{2»"3— 3y = 17T | R é;{ac—%y— 2R < IR
H

Yy = -3 | R y = =3 | Ry

Ratkaisuksi saadaan ndin (x,y) = (4, —3).
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Tehtiva 1.2.3 Piirrd x;29-tasoon seuraavien yhtéldiden ratkaisut. Mitkd ovat vas-
taavien yhtdloryhmien ratkaisut?

a) T1+ 1o =2jaxry — a0 =2
b) w1+x2:2jax1+x2:1

C) X1+ Ty = 2_]21 —T1 — L9 = —2.
Ratkaisu sivulla 17.

Vastaavasti lineaarinen yhtilo ax + by + cz = d esittdd xyz-avaruuden tasoa.
Useamman tason leikkauspiste (2’,y/,2z’) on siten ndiden tasojen yhtidloiden muo-
dostaman yhtdloryhmén ratkaisu, mikéli néitd on vain yksi. Jos ratkaisuja on aa-
rettomisti, on ratkaisujoukko suora tai taso (katso Luku 2.2).

Tehtiava 1.2.4 Onko tasoilla

a) 2r+y—z=0jaxr—y+22=1

b)2r+y—2=0,r—y+2z=1jadr —y =2

yhteisid pisteitd?
Ratkaisu sivulla 17.
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1.3 Vektoreilla laskemisesta n-ulotteisessa avaruudessa

Joukkoa R" varustettuna vektorien alkioittaisella yhteenlaskulla ja vakiolla (ska-
laarilla) kertomisella

(21, T2, -+, Tn) + (Y1, Y2, -+ Yn) = (T14HY1, T2ty - -, T tyn)
a(Ty, e, ..., x,) = (awy, e, ..., az,)

sanotaan n-ulotteiseksi euklidiseksi avaruudeksi.

Vektoreiden piste- eli skalaaritulo (dot product, scalar product) on koordinaateit-
tain muodostettujen tulojen summa

(1’1,3727 s 7xn) ’ (y17y27 s ayn) = szyz
i=1

ja vektorin normi eli pituus on

Normin nelio on titen vektorin pistetulo itsensi kanssa.

Esimerkki 1.3.1 Lasketaan vektorien (1, 3, 2) ja (—6, 2, 1) pistetulo ja normit.
Merkitiddn x := (1,3,2) jay := (—6, 2, 1). Silloin

x-y = (1,3,2)(—6,2,1) = 1-(=6) + 3-24+2.1 =2
Ix|* = 11+33+22=14

x| = V14

lyl? = (=6)-(—6) +22+1-1=41

Iyl = v41

Normin kaava voidaan tulkita Pythagoraan lauseen yleistykseksi, miten?

Kurssilla kdsitellaan myos jonkin verran kompleksilukuja ja -vektoreita, erityisesti
kurssin loppupuolella.



1.4 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtivi 1.2.1: a) (2/3,5/3), b) (2,0), c¢) eivit leikkaa, d) suora y = = — 2, e)
(2/3,5/3), f) leikkaavat vain pareittain, pisteissd (—1,0), (1,0) ja (0, 1).

aysuoraty =r+ljay = —2x + 3 b)suoratx +y =2jax — 2y = 2

44 4+
3] 3]
y27 y2,
A "
4 3 2 40 1 2 3 2 4 3 27410 1.2 s 4
-1 -1
/ -3
47 e
c)suoratx —y =2ja—xr+y=1 d)suoratx —y =2jay =z — 2

e)suoratx —y =—1,2x+y—3 =0 fysuoraty =z + 1,y = —x + 1
jay=2r+ 3 jay =0
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Tehtdvd 1.2.3: Yhtdloryhmien ratkaisut ovat (ks. Kuva 2)

a) (0,2), b) ei ratkaisua, ¢) suora x; + x5 = 2.

X1 - Xo= 2

\J

X+ X2:2

X+ Xo= 1

Kuva 2: Tehtdvan 1.2.3 suorat

Tehtdvd 1.2.4: a) Kertomalle ensimméinen yhtilo kahdella ja vihentdmailld alem-
masta ylempi puolittain saadaan

r — vy + 2z =1 r — y + 22 = 1
2t + y — 2z =0 3y — bz = =2

Téstd nikyy, ettd esimerkiksi z saa olla mielivaltainen, z € R, ja siten (44retdn)
ratkaisujoukko — tasojen leikkausjoukko — on suora, jonka pisteet ovat muotoa

W Wl
WUt Wl

z
z

ISR
m

|
7

b) On yksi, silld sopivilla kertomis- ja vihentelyoperaatioilla saadaan

r — Yy + 2z =1 r — y + 2z = 1
2v + y — 2z = 0 <= 3y — dHz = =2
3r — y = 2 2y — 6z = -1

L

NS

|

Ut

I

|

|
Wi N =
ISTNS
Il
[
Q= 00|~3 colw



2 LINEAARISET YHTALORYHMAT

2.1 Yhtilo ja yhtiloryhmi

Sovitaan aluksi muutamista yleisistd yhtdloryhmid koskevista nimityksisté:
Olkoon J C R"ja F': J — R funktio. Muotoa

F(zy,z9,...,2,) =0

oleva ilmaus on (reaalinen) n tuntemattoman yhtdlo tuntemattomina arvoina xy,
22, ..., Tn. Vastaavasti voidaan puhua kompleksisista ym. yhtiloisti riippuen sii-
td, millaisia arvoja tuntemattomille sallitaan. Yhtdloryhmdiksi sanotaan yhden tai
useamman (ddrellisen monen) yhtilon sisdltdvid kokonaisuutta

Fl(.’ll'l,xg,...,.l"n) =0
FQ(iIZ’l,lL'Q,...,.fUn) =0

(D

Fo(xy,29,...,2,) = 0
Jos yhtédloryhma sisdltdd yhteensd n tuntematonta x1, o, . . . , x,, sen (yksittdisel-
li) ratkaisulla tarkoitetaan sellaista n luvun jdrjestettyd jonoa (x), x5, ..., z"),

jonka jdsenien sijoittaminen tuntemattomien paikalle toteuttaa yhtdloryhmin kaik-
ki yhtdlot. Yhtaloryhmin ratkaiseminen tarkoittaa sen kaikkien ratkaisujen etsi-
mistd. Yhtdloryhmin kaikkien ratkaisujen joukkoa

{(x), 2, ... 2)) | Fi(a,ah, ... 2)=0,i=1,2,3...,m}
sanomme sen ratkaisuksi tai ratkaisujoukoksi. Yhtdloryhmilld voi olla yksi tai
useampia ratkaisuja tai ei ollenkaan ratkaisua.

Kaksi yhtdloryhméi ovat keskenédén yhtdapitdvid eli ekvivalentteja, jos niissd esiin-

tyy tdsmdlleen samat tuntemattomat ja niilld on tarkalleen samat ratkaisut.

Esimerkki 2.1.1 a) Yhtilon 2> — 2 = 3 midrdd funktio F : R — R, F(z) :=
2 —x — 3.

b) Yhtdloryhmén
r — lny = 2
2r + lny = 3
madrddvit funktiot 7, F» : R x |0, 00 — R,

Fi(z,y) = z—Iny—2
Fy(xz,y) = 2x+1Iny—3.
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Tehtava 2.1.2 Esitd yhtdloryhma

2

r + T + y = z
r + y + 2z =20
2 — y? =1

sopivien funktioiden avulla muodossa (1). Ratkaisu sivulla 36.

2.2 Lineaariset yhtaloryhmit

Kaikilla tieteenaloilla esiintyy ongelmia, joita kuvaamaan sopii jokin lineaarinen
yhtdlo tai yhtdloryhmi. Ongelma voi olla sellainen, ettd yhtdloryhmén ratkaisu
antaa tarkan, yleispétevin tuloksen. Useat konkreettiset ongelmat ovat kuitenkin
epélineaarisia tai niin monimutkaisia, ettd mallia muodostettaessa joudutaan teke-
midn yksinkertaistuksia. Niille muodostettu lineaarinen malli on approksimatii-
vinen ja vastaavan lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisu on pétevé vain tietylla tark-
kuudella ja rajoitetuilla muuttujien arvoilla. Nykyiin yhéd suurempia yhtdloryhmid
voidaan ratkaista tarkasti tietokoneilla. Kuitenkin suuret yhtdaloryhmit ratkaistaan
edelleen erilaisilla numeerisilla menetelmilld, joiden kisittely kuuluu numeerisen
lineaarialgebran piiriin (katso esimerkiksi Leon, Luku 7).

Madritelmi 2.2.1 Olkoot luvut a,; ja b; tunnettuja ja luvut ; tuntemattomia. Yh-
taloryhmaa

a;lry + @122 + -+ + Anly, = bl
a1 ry -+ a99Ty + -+ + Aonl, = b2
Am1T1 + GpaZTs + 0+ QppTy, = bm

sanotaan m yhtdlon ja n tuntemattoman x; lineaariseksi yhtdaloryhmdiksi (system
of linear equations), jatkossa lyhyemmin (lineaariseksi) m xn-yhtdloryhmdiksi.

Luvut a;; ovat yhtdloryhmén kertoimia (coefficient). Lineaarinen yhtédloryhma on
homogeeninen, jos luvut b; ovat nollia, muutoin epdihomogeeninen. Jos m = n,
yhtdloryhmai on kvadraattinen.

Luvussa 2.3 opetellaan systemaattinen yleispitevd ratkaisumenetelmd, niin kut-
suttu Gaussin eliminointimenetelmd, joka on (ldhes) sellaisenaan ohjelmoitavissa
tietokoneelle. Tdtd ennen kuitenkin tutustutaan menetelmésséd kiytettyihin ope-
raatioihin ja koetetaan havainnollistaa niiden merkitysta.
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Tehtava 2.2.2 Mitki seuraavista ovat lineaarisia yhtaloitd

a) 2z —3y =0
b) 2z — 3y =3
c) 2x —3y ==z

d) 22+ 2y —y =07
Ratkaisu sivulla 36.

Tehtidva 2.2.3 Esitd Tehtdvidn 2.2.2 kolmen ensimmdisen yhtdlon muodostama
yhtdloryhmaé funktioiden avulla muodossa (1). Ratkaisu sivulla 36.

3x 3-yhtdloryhmén geometrinen tulkinta

Yhtidloryhmén

a1 + apry = b
a1 Ty + anry = b

yhtélot esittdvit x, xo-tason suoria. Yhtdloryhmin mahdollinen ratkaisu on nédiden
suorien leikkauspiste tai kokonainen suora, mikéli yhtilot esittivit samaa suoraa.
Talloin yhtilot ovat verrannolliset, ts. toinen saadaan toisesta kertomalla vakiolla.

Lineaarinen kolmen tuntemattoman 1, x5 ja 3 yhtilo voidaan aina saattaa muo-
toon

a1, + asTs + azxrs = by,

mik analyyttisen geometrian mielessi vastaa tasoa avaruudessa R3. Kaksi tillais-
ta yhtdlod muodostaa yhtdloryhmin

anry + apre + aizry = b
anT1 + axpry + axrs = b

ja sen ratkaisuksi on tunnetusti kolme mahdollisuutta:

e e¢i lainkaan ratkaisua, jolloin tasot ovat yhdensuuntaiset, mutteivit samat
e tasojen leikkaussuora

e kokonainen taso, jolloin yhtdlot esittdvit samaa tasoa.
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Kolmen yhtdlon tapaus

anr, + appre + a3y = b
a1 T1 + ATy + axrzy = by
aziry + azprs + azrs = by

eroaa olennaisesti edellisistd vain siini, ettd ratkaisuna voi olla my0s tasan yksi
avaruuden piste (z1, x2, T3).

Kuvassa 3 esiintyviit erilaiset perustapaukset, joissa ratkaisuja on, ja Kuvassa 4
ne, joissa ratkaisuja ei ole.

» 55 -

Kuva 3: Kolme tuntematonta, kolme yhtél64, ratkaisuja on

o

Kuva 4: Kolme tuntematonta, kolme yhtélod, ei ratkaisuja

Maple-tyoarkki tasoista (linkki)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Tasot .mws
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Yhtiloryhmin alkeismuunnokset

Lineaarinen yhtdloryhma kannattaa opetella ratkaisemaan jarjestelmillisesti muok-
kaamalla se sopivien alkeismuunnosten vilitykselld sellaiseen ekvivalenttiin muo-
toon, josta ratkaisut — mikéli niitd on — ovat helposti laskettavissa.

Seuraavien alkeisoperaatioiden kdyttdminen muuntaa yhtdloryhmén toiseen yhté-
pitdvddn muotoon:

I. Vaihdetaan yhtiloiden jérjestysté.
II. Yhtilo kerrotaan nollasta eridvalla luvulla.

III. Yhtdloon lisédtdédn toisen yhtdlon monikerta.

Periaatteessa kussakin vaiheessa suoritetaan vain yksi alkeisoperaatio kerrallaan.
Kirjoitusvaivan vihentdmiseksi operaatioita voi tehdi samanaikaisesti useita, mut-
ta tilloin on muistettava:

Varoitus! Jos operaatiota III kidytetdédn tiettyyn vdlimuotoon useita kertoja, kuta-
kin yhtidloparia saa kdyttdd vain kerran (miksi?). Kun prosessi suoritetaan jiljem-
pand esiteltidvalld Gaussin eliminointimenetelmaélld tai Gauss-Jordanin reduktiol-
la, ei vaaraa ole.

Tehtivi 2.2.4 (Varoittava esimerkki). Mitd tehd4dédn viidrin seuraavassa:

{x e R
<
y = 2

Mika on oikea ratkaisu? Ratkaisu sivulla 36.

Tehtiva 2.2.5 Ratkaise alkeisoperaatioita kdyttden yhtidloryhmét

2) dr + 2y = 3 b) 3r — 2y + 5z = —12
or — 3y = 4 2 + 3y — 8 = M4
s + t = 2 3r1 — 219 + x3 = 2
c) s — t = 1 d) Try + x5 — 8x3 = —15
3s + t = -1 ry + To — r3 = 0

Ratkaisu sivulla 36.

Tehtidva 2.2.6 Mitd Tehtdvin 2.2.5 yhtdlot, yhtdloryhmit ja niiden ratkaisut tar-
koittavat geometrisesti tasossa tai kolmiulotteisessa avaruudessa?
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Maaritelma 2.2.7 Yhtidloryhmi

c11r1 + CioTy + -+ —+ Cipnty, = d1
Co111 + Co2X9 + -+ Conly, — d2
Cm1T1 + CpaZT2 + -+ CppTp, = dm

on porrasmuodossa (row echelon (or staircase) form), jos sen kertoimille ¢;; pa-
tee:

(1) jokaisen rivin ensimmaéinen nollasta eridva kerroin on 1,

(2) jos rivilla k kaikki kertoimet eivét ole nollia, niin rivin k£ + 1 alkupdissd on
kertoimina aidosti enemmin nollia kuin rivin £ alkupédéssa,

(3) pelkkid nollia kertoiminaan siséltivit rivit ovat viimeisina.
Yhtidloryhma on redusoidussa porrasmuodossa, jos se on porrasmuodossa ja

(4) kunkin rivin ensimmainen nollasta eridva kerroin on sarakkeensa ainoa nol-
lasta eridvi kerroin.

Esimerkki 2.2.8 Yhtdloryhma

1 + 23 + 6x5 = 3
To + 71’3 + 21’5 - Tg — 2

Ty + 5376 = -3

0 = a

missi a on reaalivakio, on redusoidussa porrasmuodossa. Tilld yhtdloryhméilld on
ratkaisuja jos ja vain jos a = 0.

Porrasmuodon kunkin rivin ensimmaistd nollasta poikkeavaa kerrointa sanotaan
Jjohtavaksi kertoimeksi (leading coefficient) tai johtavaksi alkioksi. Vastaava tun-
tematon on johtava tuntematon (tai johtava muuttuja). Muut tuntemattomat ovat
vapaita tuntemattomia (tai vapaita muuttujia).

Tehtivia 2.2.9 Selvitd Esimerkin 2.2.8 yhtdloryhmén johtavat ja vapaat tuntemat-
tomat. Ratkaisu sivulla 36.

Yhtidloryhmé on kolmiomuodossa, jos se on kvadraattinen (n = m) ja kullakin
rivilld k£ ovat £ — 1 ensimmdisti kerrointa nollia, mutta ¢z, # 0.
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Esimerkki 2.2.10 Yhtdloryhma

5[L’1+2[L’2+ .%'3:2

=
X
[\
|
8
w
|
—_

on kolmiomuodossa, mutta ei porrasmuodossa.
On ilmeisti, ettd kolmiomuodossa olevalla yhtdloryhmélla on tdsmélleen yksi rat-
kaisu, koska kaikki tuntemattomat ovat johtavia. Ratkaisu voidaan laskea yksin-

kertaisesti sijoittamalla alkaen viimeisesti tuntemattomasta.

Tehtidva 2.2.11 Saata Esimerkin 2.2.10 yhtdloryhmé porrasmuotoon ja ratkaise
se. Ratkaisu sivulla 37.

Esimerkki 2.2.12 Eris 4 x5-yhtidloryhmi on muunnettu muotoon

rT — 21’2 + Ty + 5ZE5 = 7
To — x3 + Txy = 3

Ty + 61’5 = 8

Ty = —1

Selvitd perustellen, onko se

a) kolmiomuodossa,
b) porrasmuodossa,
¢) redusoidussa porrasmuodossa?

Ratkaisu. a) Ei ole kolmiomuodossa, silld se ei ole kvadraattinen (tai: cg3 = 0).
b) On porrasmuodossa (tarkasta ehdot (1)-(3)).

¢) Ei ole redusoidussa porrasmuodossa, esimerkiksi johtava z, toisella rivilld ei
ole sarakkeensa ainoa (vaatimus (4)).

Esimerkki 2.2.13 Muunna porrasmuotoon yhtidloryhméa

Ty + x2 — x3 = 1
2ry — x2 + 313 =
rT — 2%2 + 4I3 =1

Ratkaisu. Olkoot yhtdloryhmin rivit Ry, Ry ja R3. Korvataan R, yhtdlolld RS,
joka saadaan vihentdmilld toisesta ensimmadinen kerrottuna kahdella eli R, «—
Ry — 2R, ja R3 yhtdlolld R, < Rs — Ry. Nyt R/, ja R} ovat samat, ja operaatio
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RY «— R} — R) tuottaa yhtdlon 0 = 0. Lopuksi skaalataan R/, kertoimella —1/3,
jolloin saadaan porrasmuoto

Ty + x93 — x3 = 1
To — %.2133 = O
0 =0

Esimerkki 2.2.14 Muunnetaan Esimerkin 2.2.12 yhtidloryhmi redusoituun por-
rasmuotoon.

Ratkaisu. Yhtédloryhmi oli jo porrasmuodossa:

rT — 21’2 + T4 + 5%5 = 7 | R1
Ty — T3 —+ 71‘4 = 3 | R2

Ty + 6.175 = 8 | R3

Iy = —1 ‘ R4

On nollattava johtavien tuntemattomien yldpuolet. Aloitetaan lopusta:

(21 — 21 + oz + = 12 | R« R —-32R,
Ty — X3 + 71’4 = 3 ‘ RIQ — RQ — %R4
Ty + = 14 | Ré — R3 — $R4
L Iy = —1 | Rﬁl — R4
( ry — 23?2 = -2 ‘ R,1/<—R/1—Ré
= T4 = 14 | Rj—R,
L Ty = —1 | RZ — Ri;
(1 — 213 = 192 | R} « R!+2RY
Ty — T3 = —95
Ty = 14
Ty = —1

\

Tamai on redusoitu porrasmuoto.
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Ratkaisujen esittiminen vektorimuodossa

Jatkossa ratkaisut pyritddn esittdmdidn vektorimuodossa, ja tarvittaessa sopivan
apumuuttujan, skalaariparametrin avulla niin, ettd kaikki tuntemattomat vapautu-
vat vektorin koordinaateiksi. Lisiksi vektorit ovat pystyvektoreita, vaikka ne tilan
sddstdmiseksi usein kirjoitetaan transpoosin avulla vaakamuodossa (z1 7 ... z,)%,
ks. Luku 3.2. Esimerkki valaissee tdssd vaiheessa asiaa helpoimmin.

Esimerkki 2.2.15 Ratkaise Esimerkissd 2.2.14 redusoitu yhtdloryhmi ja esitd
ratkaisu vektorimuodossa.

Ratkaisu. Yhtédloryhmaissi

Ty — 2x3 = —192
To — XT3 = —-95

Ty = 14

Ty = —1

tuntematon z3 on vapaasti valittavissa, joten ratkaisuja on darettomasti. Valitaan
parametriksi vapaa r3 = s € R ja ratkaistaan muut siiti riippuvat:

r1 = —192+4 2s
To = —95+s
r3 = SE R

Ty = 14

rs = —1

Esitys vektorimuodossa x = a + sb parametrina s:

1 —192 2
X —-95 1
r3 | = 0]l+s| 1], se€R, taitranspoosin avulla
x4 14 0
Ts -1 0

(z1 22 w3 za25)" =(—192 =95 0 14 —1)"+s(2 1 1 0 0)", seR

Tehtidva 2.2.16 Muunna redusoituun porrasmuotoon Esimerkin 2.2.13 yhtidloryh-

mi
Ty + T9 — xr3 = 1
To — gl’g =0
0 =0

ja esiti ratkaisu vektorimuodossa. Ratkaisu sivulla 37.
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Tehtava 2.2.17 Muunna porrasmuotoon ja redusoituun porrasmuotoon seuraavat
yhtdloryhmit ja méiritd niiden kaikki ratkaisut:

a) 21’1 — 4553 =1

2371 - 3332 =1
b) —3ZL’1 + To = 3
T — 2x9 = 7
Ty + 3 + x3 + x4 = 1
C) 233'3 — T4 2
i) + x4 = 2

Ratkaisu sivulla 37.

2.3 Lineaarisen yhtiloryhmén ratkaiseminen

Lineaarisen yhtidloryhmén ratkaisujen olemassaolo- ja yksikisitteisyyskysymys
osataan myohemmin selvittdd helposti yhtédlod ratkaisemattakin. Toisaalta asia sel-
vidd, kun yhtdloryhméé yritetidin ratkaista.

Lineaarinen yhtdloryhmé voidaan aina muuntaa yhtépitivéadn porrasmuotoon nk.
Gaussin eliminointimenetelmdilld, so. kiyttden edelld esiteltyjd alkeisoperaatioita

I. Vaihdetaan yhtéloiden jérjestysti.
II.  Yhtilo kerrotaan nollasta eridvilld luvulla.
III. Yhtdloon lisdtddn toisen yhtidlon monikerta.

Ratkaisut saadaan porrasmuodosta nk. takaisinsijoituksella, kun mahdollisille va-
paille muuttujille on ensin annettu parametriarvot (Johann Carl Friedrich Gauss,
Saksa, 1777-1855).

Yhtiloryhmén saattamista redusoituun porrasmuotoon em. muunnoksin sanotaan
Gauss-Jordanin reduktioksi. Tami pidemmidlle viety prosessi on tydlddmpi, mutta
joissakin yhteyksissd vilttiméton suorittaa. Toisaalta redusoidun porrasmuodon
kiyttd on takaisinsijoittamisessa vaivattomampi (Wilhelm Jordan, Saksa, 1842-
1899).
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Gaussin eliminointimenetelmé

Jo Luvussa 2.2 harjoitellut menettelyt esitetdédn nyt formaalimmassa algoritmi-
muodossa, jonka mukaisesti ratkaiseminen voidaan ohjelmoida vaikkapa tietoko-
neohjelmaksi, ks. Kuva 5.

Lineaarisen m X n-yhtdloryhmén porrasmuotoon muuntamisprosessi koostuu m—1
periaatteessa samanlaisesta vaiheesta. Vaiheessa k eliminoidaan (eli kerroin nol-
lataan) tuntematon xj, riveilld k+1, k+2,...m olevista yhtdloistd. Ennen elimi-
nointiprosessin aloittamista tdytyy tuntemattomat jirjestdd niin, ettd kunkin tun-
temattoman z; kertoimet on kirjoitettu yhtiloihin kohdakkain. Késin laskettaessa
yhtélot kannattaa jirjestdd niin, ettd ryhmi on mahdollisimman léhelld porras-
muotoa ja ensimméiisessd yhtdlossd tuntemattoman x; kerroin on yksinkertainen,
ei kuitenkaan 0.

Eliminointivaiheessa k ennalleen jétetty k. rivi on tukiyhtdlo eli tukirivi (pivotal
row) ja sen tuntemattoman z, kerroin tukialkio (pivot element). Numeerisissa al-
goritmeissd tdytyy aina huolehtia siitd, ettd tukialkiolla jakaminen ei aiheuta yli-
vuotoja; tarvittaessa skaalataan, vaihdetaan tukiyht&loi tai tuntemattomien jérjes-
tystd. Tillaista menettelyd sanotaan tuennaksi (pivoting).
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VAIHE I. Oletetaan, ettd a;; # 0 yhtidloryhméssa

aplry + 122 + -+ + ATy, = b1 ‘ Rl
a1 ry -+ a99Ty + -+ + Aonly, = bg | R2
Am1T1 + QpaTs + 0 QppTy, = bm | Rm

Muuttuja z; eliminoidaan yhtéloistd Rs, Rs, ..., Ry,:
1) R} < R, (ennallaan)

2) RIQ *Rg—le

a1l

3) Ry« Ry — “LR

ail

m) R« R, — 1R,

a1l

VAIHE II. Olkoon aj, # 0 saadussa ryhméssd

/ / ! _ / /
ap® +  apTy + o+ apE, = b | 1
/! /! _ / /
! ! _ / /
AgyTy + -+ dgn = by | 3
’ / o / /
\ A2 + o A Tn = bm | Rm

Muuttuja z, eliminoidaan yhtiloistd R}, R), ..., R)
R{ — Ry ja Ry — R,

a) .
R} — R, — 222 R} arvoilla k = 3,4,...,m
A22

Vaiheita jatketaan — I1I, 1V, ... — niin kauan kuin voidaan. Lopuk-
si johtavat alkiot skaalataan ykkosiksi. Yhtdloryhmaé ratkeaa nyt
takaisinsijoituksella.

Kuva 5: Gaussin eliminointialgoritmi

29



30 2 LINEAARISET YHTALORYHMAT

Esimerkki 2.3.1 Ratkaistaan Gaussin menetelmaélld yhtdloryhmi

r1 + 22, + x3 = 3 | R,
31‘1 — To — 3{23'3 = -1 | RQ
200 + 3w + w3 = 4 | R
r1 4+ 229 + 13 = 3 | Rll — R,
< — Tz9g — 6rs = —10 | R,2 — Ry — 3Ry
— Xy — x3 = —2 | Ry R3—2R,
1 4+ 21y + T3 = 3 ‘ R'll — Rll
= — Ty — 6x3 = —10 | Rj+« Rj
— fx3 = —2 | R{<—R,—1iR)
r1 + 229 + x3 = 3 | R/lll — R/ll
= ot o= 8| R -ly

Yhtdloryhma on porras- ja kolmiomuodossa, josta takaisinsijoitus antaa yksika-
sitteisen ratkaisun 23 = 4, 1o = —2 jax; = 3eli (z; x5 23)7 = (3 —24)7.

Esimerkki 2.3.2 Milld a € R ei seuraavalla yhtdloryhmilla ole ratkaisuja?

x| + 2%2 -+ r3 = 3
3(L’1 — To — 3.733 = -1
201 + 3z9 4+ axz = 4

Samoilla operaatioilla kuin Esimerkissd 2.3.1 (paitsi jattamalla kolmas yhtilo nor-
mittamatta) saadaan edeltdvin kanssa yhtépitivd muoto:

Ty + 21’2 + T3 = 3 ‘ R/{/HR,{
6 10 " 1 pn
T + 7[E3 = - ‘ R2 <——7R2

8 _ 4 " 1"

(a—7)$3 = 7 | Ry < Ry

Yhtidloryhmé on nyt kolmiomuodossa, josta nikyy, ettd silld on ratkaisuja jos ja
vain jos a # 8/7. Niilld arvoilla ratkaisuja on tasan yksi. Jos taas a = 8/7, on
viimeisend mahdoton yhtilo.
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Gauss-Jordanin reduktio

Gauss-Jordan-prosessi alkaa muuntamalla yhtdloryhméd Gaussin eliminointime-
netelmilld porrasmuotoon. Tdmén jdlkeen jatketaan “peilikuva-prosessilla”; nol-
lataan kunkin johtavan muuttujan sarakkeesta sen yldpuolella olevat kertoimet al-
kaen viimeisestd johtavasta muuttujasta ja kdyttden tukiyhtdlond vastaavaa rivii.
Néin yhtdloryhmi saadaan redusoituun porrasmuotoon.

Esimerkki 2.3.3 Kiytetddn Gauss-Jordanin reduktiota Esimerkissd 2.3.1 saatuun
porrasmuotoon:

x|y + 21’2 -+ r3 =
Ty + gxg =
r3 =

| R
| Ry
| Rs

RS [I=rY)

xr1 + 21’2 = -1 | R/l — Rl — Rg
e Zo = =2 | RIQ «— Ry — gRg
s = 4 | Ry« Rs

Ty = 3 | R!/< R,-2R,

= T2 = -2 | Ry R]

Kussakin eliminointivaiheessa pitdd tehty operaatio kirjata nékyviin esimerkiksi
kuten yll4, silld se on paitsi lukemista helpottava muistiinpano, myds perustelu.

Tehtiava 2.3.4 Ratkaise Gauss-Jordanin reduktiolla

21’2 + 3.173 = 5
ry — 31’2 + 2]73 = —12
3331 + Iy = 5

Ratkaisu sivulla 38.

Maple-animaatio Gaussin prosessista (linkki)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/Gauss/GAUSS1.html
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Lineaaristen yhtiloryhmien luokittelusta

Lineaariset yhtdloryhmait jaetaan “ulkomuotonsa” perusteella kolmeen ryhméén:
mXxn-yhtdloryhmi on

— kvadraattinen, jos m = n, eli jos yhtdloitd on yhtd monta kuin tuntematto-
mia

— alimddrdtty (underdetermined), jos m < n, eli jos yhtéloitd on vihemmin
kuin tuntemattomia

— ylimdidirdtty (overdetermined), jos m > n, eli jos yhtilditd on enemméin
kuin tuntemattomia.

Ratkaisujen méérat selvitetidin yksityiskohtaisesti Lauseessa 16.6.1. Tidssd vai-
heessa riittdd sanoa karkeasti:

— aliméératylld yhtdloryhmalléd on aina 0 tai ddrettomasti ratkaisuja (ks. Lause
2.3.11)

— yliméaratylld yhtdloryhmaélld ei useinkaan ole ratkaisuja
— jos eliminointiprosessissa tulee vastaan mahdoton yhtilo, ei ratkaisuja ole

— Jos menetelmd ei anna muuttujille z,, xy,, ..., Ty, yksikésitteisid arvoja,
niille annetaan mielivaltaiset arvot, esimerkiksi r, = t; € R, ..., 7, =
t, € R, jaratkaistaan muut ndiden avulla. T4lloin ratkaisuja on dédrettomasti
ja sanotaan, ettd ratkaisu on p-parametrinen joukko parametreina luvut ¢,
k=1,2,3,...,p.

Esimerkki 2.3.5 Kun tehtidvin 2.2.5 kohdassa b) valitaan mielivaltaiseksi para-
metriksi z = s € R, saadaan vektorimuotoinen esitys

T 1 32 5 1
y | = ' 126 | + ] 341, seR
z 0 13

Jos olisi valittu x = ¢t € R, jolloin y = 34t — 74 ja z = 13t — 32, saataisiin
toisenlainen esitys

T 0 1
yl=-T|+t[34], teR
z —32 13
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Seuraavista esimerkeistd ndhdéin, ettd alimédaratylld ryhmilld voi olla O tai dédret-
tomisti ratkaisuja:

Esimerkki 2.3.6 Helposti nihdéén, ettd seuraavat yhtalot ovat ristiriitaiset

21’1— $2+6ZE3:0
—T1 + %$2 — 31’3 = 4

Esimerkki 2.3.7 Seuraavalla yhtdloryhmilld on dédrettomasti ratkaisuja:

r1 + my 4+ w3 + oz + x5 = 2 | Ry
Ty + T + xT3 + 21’4 + 21’5 = 3 | RQ
T -+ T2 + xT3 —+ 2%4 + 31’5 = 2 | R3
T+ my 4+ w3 + w4 + x5 = 2 | Rl — R
— g + xy = 1 | Ry« Ry— Ry
T4 + 2.755 =0 ‘ /3 — R3 - Rl
T+ ®y + w3 + x4 + x5 = 2 | Rl <—R]
— xy + 5 = 1 | Ry R,
rs = —1 | R}« R;—R)
Siis ainakin z5 = —1ja x4 = 2. Arvot x3 ja x5 voidaan valita miten vain, asetetaan

vaikkapa 2o = s € Rjazs =t € R. Silloin 1 = 1—s—t% ja

(r1 w324 05)7 = (1—s—t st 2 —1)7, steR
= (1002-1)"+s(=11000)" +¢(-10100)7, s,t € R.

Ylimédratylld yhtdloryhmélld saattaa olla jopa dédrettomasti ratkaisuja:

Tehtiva 2.3.8 Ratkaise yhtdloryhmiit

T1 + 229 + x3 = 1 T 4+ 229 + 23 = 1
a) 21’1 — Ty + T3 = 2 b) 2%1 — To + r3 = 2
4dry 4+ 3x9 + 3x3 = 4 dr1 + 3z9 4+ 323 = 4
2.%‘1 — Ty + 3[L’3 = 5 3ZE1 + To + 21’3 = 3
Ratkaisu sivulla 38.
Tehtava 2.3.9 Ratkaise
I -+ 21'2 — I3 + Ty = 1
CL) 3[L‘1 + 41’2 + r3 — Ty = 2
200 — X9 — 3x3 + 2z4 = 4
r1 + 319 + 223 — x4 = 0

Ratkaisu sivulla 38.
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Tehtiivi 2.3.10 Milld vakioiden a ja b arvoilla yhtdloryhmailla
r1 + T9 + 3.1'3 = 2
$1+2$2+4l‘3:3
ry, + 39 + arzy = b

a) ei ole ratkaisuja?
b) on ddrettomisti ratkaisuja?

¢) on vain yksi ratkaisu?

Vihje: Kriittiset arvot ovat a = 5 ja b = 4. Ratkaisu sivulla 38.

Homogeeniset yhtaloryhmiit

Lineaarisella homogeenisella yhtdloryhmélla

a1 + a12T2 + -+ ALy — O
a1 + ag0ry + - +  agr, = 0
U1y + Aoz + 0+ Ay, = 0

on aina vihintdin yksi ratkaisu, nimittdin triviaaliratkaisu
Ty =T9g="-+-=x, =0.

Lause 2.3.11 Olkoon lineaarisessa yhtdloryhméssé aidosti enemmén tuntematto-
mia kuin yhtdlgitd, ts. olkoon yhtdloryhmai alimiiritty.

a) Jos yhtdloryhmi on homogeeninen, silld on ei-triviaaleja ratkaisuja, jopa déret-
tomisti.

b) Jos yhtdloryhmi on epdhomogeeninen, silld on 0 tai oo ratkaisua.

Todistus. Olkoon yhtdloryhmi kokoa m x n, m < n, ja viety yhtépitivéédn porras-
muotoon. Homogeenisella yhtdloryhmilld on ainakin triviaaliratkaisu, joten por-
rasmuodossa ei ole ristiriitaisia yhtédloitd. Sama pitee epdhomogeeniselle ryhmal-
le, jolla on ratkaisuja.

Porrasmuodossa olkoon < m nollasta eridvad rivii ja siten r johtavaa muuttujaa.
Koska tuntemattomia on n > m > r, voidaan vapaat n — r muuttujaa valita
mielivaltaisesti. O
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Tehtiava 2.3.12 Ratkaise

—2%1 + o — rs + 3[E4 =0
2$1 + 3ZL‘2 + T3 —+ Ty = 0
dry — 9 — 3x3 4+ 224 = 0

a) valiten vapaaksi tuntemattomaksi z, (siis asettamalla vaikkapa parametriksi
t € R).

b) valiten vapaaksi tuntemattomaksi 3.

Ratkaisut sivulla 38.

Jos yhtiloitd on enemmén kuin tuntemattomia, yhtdloryhmalld ei siis tavallisesti
ole ratkaisua. Kuitenkin sille voidaan yleensd laskea kiyttokelpoinen “kompro-
missiratkaisu”, nk. PNS-ratkaisu, jota késitelldén Luvussa 21.

Parametrimuunnokset

Kun lineaarisella yhtdloryhmilld on d4rettomaésti ratkaisuja, on yleensi useita ta-
poja esittidd ratkaisu parametrien avulla. Néin voi olla hyvinkin hankalaa verrata
ratkaisuja toisiinsa; siis ovatko ratkaisujoukot todella samat. Kun kahdessa eri rat-
kaisumuodoissa kidytetdén eri parametrinimii (s1, So, ...) ja (¢, ta, ...), on aina-
kin periaatteessa helpohko selvittida esittdvitko ne samaa ratkaisujoukkoa:
Ensinnikin, molemmissa ratkaisuissa on oltava sama arvo niilld tuntematomilla,
joissa ei esiinny parametria (eli kerroin on nolla). Tdmin tarkastuksen jdlkeen ni-
mi voidaan jattdd syrjddn. Yhtdloryhméin porrasmuodosta ndhdddn mikd on va-
paasti valittavien tuntemattomien méaard eli parametrien (minimi)méaérd. Kun rat-
kaisut on muodostettu porrasmuodon avulla, tulee parametreja kuhunkin esityk-
seen sama mdadrd. Merkitidin ratkaisut koordinaateittain samoiksi ja ratkaistaan
toisen ratkaisumuodon parametrit toisen avulla. Jos timé onnistuu, ovat ratkaisu-
joukot samat. Esitysmuotojen tulee siis olla saatavissa toisistaan parametrimuun-
noksella.

Tehtava 2.3.13 Osoita, ettd yhtdloryhmén (joka on valmiiksi porrasmuodossa)

T + 2 + w3 + w14 = 1
i) = 3

ratkaisut ovat todella samat:
(.171 To T3 Z’4)T = (—Q—tl—tg 3 to tl)T, tl,tg ceR
(1 o 3 x4)T = (51 3 s —2—81—82)T, s1,82 € R

Ratkaisu sivulla 39.
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Tehtdva 2.1.2: Yhtidloryhmén méaraavit seuraavassa niakyvét funktiot £y, Fy, F3 :

R3 — R:
Fi(z,y,2) = 2*4+2x+y—2 = 0
F(z,y,z) = z4+y+z = 0
F3(z,y,2) = 2—y*—1 =0
Tehtdava 2.2.2:

a) on lineaarinen (homogeeninenkin, kun muuttujina ovat x ja y)
b) on lineaarinen (epihomogeeninen)
¢) on lineaarinen (jopa homogeeninen, jos my0s z on muuttuja)

d) ei ole lineaarinen, siindhén esiintyy tulo xy; jos kuitenkin esimerkiksi y olisi
vakio, kyseessi olisi lineaarinen yhtalo!

Tehtdvd 2.2.3: lienee parasta ottaa muuttujiksi (tuntemattomiksi) kaikki esiintyvét
symbolit z, y ja z. Silloin

Fi(x,y,z) = 2x—3y =0
Fy(z,y,2) = 2x—3y—3 0
Fs(z,y,2) = 20 —-3y—2z = 0

Tehtdva 2.2.4: Vihennetddn ristiin samassa vaiheessa. Oikea vastaus r = 5,y =
2.

Tehtdvid 2.2.5: ratkaisut parametrimuodossa:

17
R = {ro &
(suorien leikkauspiste)
32, 1
b){Sx—2y+52:—12 — m:&ﬂgj
2t + 3y — 8 = 34 y = B3 Tns
z = seR,
(tasojen leikkaussuora)
+ t = 2 Ei ratkaisua
c) — = 1 (suorat eivét leikkaa
35 + t = —1 samassa pisteessi)
3r1y — 229 + x3 = 2 T, = 1
d) Ty + reo — 8xr3 = —15 <~ To = 2
ry + To — I3 = 0 I3 = 3

(tasojen leikkauspiste)

Tehtdva 2.2.9: Johtavia tuntemattomia ovat x1, x5 ja x4, vapaita rs, T5 ja T.
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Tehtdva 2.2.11: Porrasmuoto on

Ty +

[S3] ]

T2 —+ gxg =

Ty — 2.1'3 =

EN I NI

2 18 2

jaratkaisu (1, w2, 73) = (—35, %, 2

Tehtdvid 2.2.16: Esimerkissd 2.2.13 saatuun porrasmuotoon tehdiiin yksi operaatio
Ry < R; — R», jolloin saadaan redusoitu porrasmuoto

T + %373 = 1
To — %.ﬁEg = O
0 =0

ja ratkaisu vektorimuodossa (huomaa sijoitus s = 3t):

7 | -3 1 )
2 | =10 |+s g =0+t 5], s teR
73 0 | 0 3

Tehtdvid 2.2.17: a) Ratkaisu parametrimuodossa:

T, = %4—25
Ty = 1—%3
r3 = selR

b) Ei ratkaisua:

200y — 31y = 1 | Ry
—31‘1 + To = 3 | RQ
ryT — Q.TQ =7 | Rg

ry — 239 = 7 | R| < Rs
21’1 — 3.172 = R/2 — Rl
—31‘1 + To = 3 | Ré — R2

—_

rT — 2.1'2 = 7 ’ R/{(—R/l
= xy = —13 | Ry« R,—2R]
— b1z, = 24 | R!< R.,+3R,

rT — 21‘2 = 7 | RY/<—R/1/

= ws = —13 | RY— R!
0 = —41 | RY«— R!+5R!

—— — — —/
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c¢) Ratkaisu vektorimuodossa, kun vapaaksi tuntemattomaksi on valittu z, =t €
R:

T —2 —%
ool 2 TH rer
XT3 1 )
Ty 0 1

mutta hiukan toinen muoto ilmestyy valinnalla z3 = s € R:

T -1 -1
T i 4 —2
v | T 0 + s RE seR
Ty —2 2

Osoita ndmad ratkaisujoukot samoiksi!

Vihje: Merkitdin yo. ratkaisujen mukaisesti 3 = s = 1 + %t, jostat = 2s — 2.
Nyt sijoitetaan tdmi ¢ ensimmadiseen ratkaisuun, ja sievennelldén.

Tehtiva 2.3.4: (21 29 23)T = (24 —1)T

Tehtivi 2.3.8: a) (1 22 23)" = 15(1 —315)"

b) Valitaan esimerkiksi 23 = s € R, jolloin (21 x5 x3)" = (1-2s —1s s)” tai
vaikkapa valitsemalla nyt t = s/5: (1 29 x3)7 = (1-3t —t 5t)7,¢t € R.
Tehtivd 2.3.9: (z1 25 23 x4)" = (3 —112)7.

Tehtdva 2.3.10: Viedddn Gaussilla (lihes) porrasmuotoon. Muodosta

Ty + T + 35(]3 = 2
T2 + I3 = 1
(a—5)x3 = b—4

nihdédin
a) eiratkaisuja <= a—5=0jab # 4 (0x3 # 0)
b) ddreettomdsti ratkaisuja <= a —5=0jab=4(x3=t € R)
¢) tasan yksi ratkaisu <= a —5 #0

Tehtdvd 2.3.12: a) Kun valitaan parametriksi R > ¢ = x4, saadaan ratkaisuksi
neliulotteisen avaruuden suora

il % 3
r | _ . —-1]_ t[-10
s =t % =10 1l t e R.
Ty 1 10
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b) Kun valitaan parametriksi R > s = x3, saadaan ratkaisusuora muodossa

S

xl 14 3
To _35 s | —10
= 7 -
s S ! 14 ul s e R.
Ty g 10

Tehtava 2.3.13: Merkitsemalld ratkaisumuodot koordinaateittain samoiksi saa-
daan yhtdloryhmi

S1 = —2- tl — t2
So9 = tg
S1 + S9 = -2 — tl

Télld (ylimédriatylld) yhtdloryhmilld on yksikisitteinen ratkaisu s; = —2—1; —to,
S9 = to. Sijoittamalla nima arvot toiseen muotoon

T T
(x123x324) =(51 3 S9 —2—51—59)
saadaan juuri ensimmédinen muoto

(1'1 To T3 .’134)T = (—2—t1—t2 3 tg tl)T.



3 MATRIISILASKENTAA

Tissd luvussa kasitellddn matriisialgebraa, opitaan muuntamaan lineaarinen yhta-
l6ryhméa matriisimuotoon seké ratkaisemaan se.

3.1 Karteesinen tulo ja matriisi

Joukkojen X ja'Y karteesinen tulo eli tulojoukko (product) on jérjestettyjen parien
joukko
XxY :={(a,b) |a e X,be Y}

Adrellinen n-ulotteinen (n-dimensional) tulojoukko on

HXI :X1XX2X e X Xn = {(a17a27"'7an) | a; € X’L}

=1
ja sen alkioita (ay, as, . . ., a,) sanotaan vektoreiksi. Erityisesti merkitdin
X" =Xx---xX.
—_—
n kpl

Jos tulojoukon tekijoitd X; on mn kappaletta, n, m € N, ne voidaan indeksoida
uudelleen ja kirjoittaa (m x n)-suorakulmioksi muotoon

X11 X X12 X e X Xln
X X X
m,n X21 X X22 X oo X X2n
X = HX” = X X X
i?j : E ’ :
X X X
Xml X Xm2 X oo X an

Joukon X alkiot A ovat m Xn-matriiseja ja merkitdin

aix a2 Q1n
Q21 Qg2 ---  dgp

A = (i) mxn = . .. s oa € Xy
Am1 Am2  *° Amn

Kaksi matriisia A = (a;;)mxn ja B = (bij)mxn Ovat samat (merkitddn A = B),
jos a;; = b;; kaikilla ¢ € [m], j € [n], toisin sanoen, kaikki vastinalkiot ovat
samoja. Katso kuva 6.
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a; 8y - q; &y,

Ay Ay - A e Gy,

Fivi | a, a, - a e @,
sarake |

Kuva 6: alkio a;;

Yksirivistd matriisia sanotaan my0s vaaka- eli rivivektoriksi (row) ja yksisarak-
keista pysty- eli sarakevektoriksi (column). Matriisilaskennan yhteydessid seki
vaaka- ettd pystyvektorien alkioiden viliset pilkut korvataan tavallisesti tyhjeil-
l4. Kuten jo Luvussa 2.2 sovittiin, tissd oppimateriaalissa euklidisen avaruuden
R™ vektoreita kisitelldin paidsdadntoisesti pystyvektoreina.

3.2 Matriisioperaatioita ja nimityksia

Transponointi ja laskutoimitukset

Matriisin A = (a;;) € R™*" transpoosi on matriisi
AT = (by) € R™™,

missi by = ay, ts. rivit on vaihdettu jéarjestyksessa sarakkeiksi.

Avaruuden R™*™ matriiseja voidaan laskea yhteen, kertoa vakiolla ja kertoa kes-
kendin alkioittain kuten vektoreitakin. Matriisia O, jonka kaikki alkiot ovat nol-
lia, kutsutaan nollamatriisiksi. Nollamatriisi on matriisien yhteenlaskun neutraa-
lialkio, so. A+ O = Aja O+ A = A. Matriisin A = (a;;) vastamatriisi on vasta-
luvuista koostuva samankokoinen matriisi —A = (—a;;); silloin A + (—A) = O
ja—A+A=0.
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Esimerkki 3.2.1 Olkoot

12 -2\ . 2 —1 -2
A’(30 1) Ja Bf(1 3 1)

Transpoosit ovat silloin

AT =

NN

3
0] ja B'=[-1 3
1

Yhteenlaskun tulos on summa

12 =2\ (2 -1 =2\ (31 —4
A+B(30 :J+(1 3 1)(43 2)

Skalaarilla kertominen:

e (35 D2

Alkioittainen tulo (jolla ei lineaarialgebrassa juuri ole kéyttod):

1 2 =2 2 —1 =2 2 =2 4
A*B_<3o 1)*(1 3 1)_(3 o1>
Varsinainen matriisien kertolasku méiritelldan seuraavasti: Matriisien A = (q;;) €
R™ ™ ja B = (bji) € R™ " (matriisi)tulo on matriisi
AB =C = (cy) € R™",

missd ¢, = Z?’:l a;;b;x. Tulomatriisin alkio c;; on siis matriisin A rivin 7 ja
matriisin B sarakkeen k pistetulo.

Pystyvektorien x = (z; 2o -+ z,)  jay = (y1 y2 -+ yn)T € R" pistetulo
voidaan kirjoittaa matriisitulona

X y=Xy=zy1 +Toy2 + - + Tp¥n.

Pystyvektorin x = (xy o -+ x,)T normille ||x|| pitee
n
%[> = x%—l—x%—k---#—xizZm? =xTx
i=1

Il = (@} + a3+ +ap) = VaTx
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Esimerkki 3.2.2 Esimerkin 3.2.1 matriiseille tuloja AB ja BA ei ole médritelty,
koska molemmat ovat 2x 3-matriiseja; sen sijaan

2 1
12 -2

4BT —

_(30 1) L3

-2 1
Co(1242(-1) 4+ (-2)(=2) 1-142-3+(=2)1\ (4 5
T \3:240(=1)+1(-2) 3-140-3+1-1 ) \4 4
1 3 5 8 1
ATB = 2 0 G _?1) _f): 4 —2 —4
-2 1 -3 5 5

Tehtiava 3.2.3 Laske

1 T
2 1 4 12 3
2) (-112)2 b) <456> 2

3 T3
ai I
c) a1 (351 T2 $3) d) (an aiz a13) T2
as1 T3

e) seuraavassa tulossa

2 1 4 -3 _;g
31 2 4|5 ]
50 2 1J{ 57,

rivilla 3 sarakkeessa 1 oleva luku. Ratkaisut sivulla 56.
Tehtiva 3.2.4 Olkoot

10 -1 .
A::(_2 3 2), B:=(-1 2 3)" ja C:=(3 -2)

Laske normit a) || B| ja b) ||C”

, ¢) pistetulo (AB) - (CT), seké matriisitulot
d) 247 — BC, ) A(BC) — (AB)C, f) CT<<(—C)A> B).
Ratkaisut sivulla 56.

Tehtiva 3.2.5 Laske

9 (o o (1)+(2)

b) (an al2)(Z;)+(a11 a”)(z;)
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Ratkaisu sivulla 57.

Avaruuden R™*" alkiot ovat neliomatriiseja (square matrix).

Avaruus R"*™ on suljettu matriisien kertolaskun suhteen, silld tulo on my6s nxn-
matriisi.

Matriisin (a;;) diagonaali eli péiilévistdjé on pystyvektori (aiy, . . ., an,)". Mat-
riisia sanotaan diagonaalimatriisiksi, jos sen diagonaalin ulkopuolella olevat al-
kiot ovat nollia.

Edell4 on jo méiritelty nollamatriisi O ja vastamatriisit. Yksikkomatriisi (identity)
on diagonaalimatriisi /, jonka diagonaalialkiot ovat ykkosid. Yksikkomatriisi on
matriisitulon neutraalialkio: jos A € R™*", niin Al = [A = A.

Matriisi A = (a;;)nxn On symmetrinen, jos A = A”, eli a;; = aj; kaikilla i, j €
[n]. Symmetrisyys tarkoittaa diagonaalin suhteen symmetrisyytta.

Matriisi on yldkolmiomatriisi (upper triangular), jos sen diagonaalin alapuolella
on vain nollia; vastaavasti maaritelladn alakolmiomatriisi.

Matriisitulo ei ole vaihdannainen; yleensd AB # BA.

Kahden nollasta eridvin matriisin tulo voi olla nollamatriisi; voi jopa olla A (=
AA) = O, vaikka A on nollasta eridvd matriisi.

Tulon supistussdinto ei myoskddn pade: siitd, ettd AC' = BC' ei seuraa A = B.

Sen sijaan laskutoimitukset + ja - ovat liitdnniisid ja niille pitevit mm. osittelulait.

Esimerkki 3.2.6 Matriisitulo ei ole vaihdannainen edes neliomatriiseille:

- ()
(2 )(a) = (6 )
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3.3 Laskusaidntoja

Matriisin osien poimiminen ja osiin viittaaminen

Olkoon
ay; Q12 - QAip
Q21 Q22 -°° Q2n
A= (aij)mxn -
Am1 Qm2 - Amp

Osavektorin ja -matriisin poiminta: jos 1 <p<g<mjal <r <s < n,niin

pj
Alp:q,j) = : Aliyrs)i=(aw - az)
Qqj
Qpr Aps
Alp:q,r:s) = : :
Qgr Qgs
Kokonaisen rivin ja sarakkeen poiminta:
Q1
A<Z7) = (ail afin)a A(?]) =

Qmyj

Edellisid merkintojd kédytetdin mm. Matlab-ohjelmassa. Matriisin sarakkeita mer-
kitddn myos a; = A(:, j). Talloin

A:(al an).
Olkoon myds B mxn matriisi. Talloin summassa A + B on
alkio (A + B)(i,7) = A(i,j) + B(i, )
rivi (A + B)(i,:) = A(i,:) + B(i,:)
sarake (A + B)(:,7) = A(:,7) + B(:, 7).
Tulossa AB on taas
alkio (AB)(i, j) = A(i,:)B(:,j) = >j—y Ali, k) B(k, j)
rivi (AB)(1,:) = A(i,:)B
sarake (AB)(:,7) = A(B(:,j)).
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Tehtiava 3.3.1 Poimi matriisista

21 25 3
4 2 1 4 2
A=|-12 100
24 21 3
38 =2 01

a) A(3,:),b) A(4,2:4),¢c) A(2:3,1:3),d) A(:,2),e) A(:,2:3), ) A(:,:).

Transponointi

Lause 3.3.2 Olkoon « skalaari ja matriisit A ja B sellaisia, ettd seuraavassa esiin-
tyvit laskutoimitukset ovat “jirjellisid”, so. madriteltyjd. Silloin

1. (AT =

3.

(

2. (@A)T = aA”
(A+ B)T = AT + BT
(

4. (AB)T = BTAT.

Todistus. Kohdat 1-3 ovat ilmeisid. Kohta 4: Olkoot

A = (aij)mxn

B = (bij)nxr

C = AB = (Cij)mxr

D := BTAT = (d;;)rxm-

Silloin (AB)” ja BT AT ovat samaa kokoa rxm, joten riittdd ndyttid, ettd niissd
on samat vastinalkiot.

Olkoot A™ = (aj;), B" = (bj;) ja C" = (c};). On osoitettava, etti c}; = d;; kai-
killaz € [r] ja j € [m]. Koska b, = by; jaaj; = aji,, on matriisitulon midritelmin

mukaan
n
_ _ *
E bzkakj E ajkbki = Cj; = Cij
k=1
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Matriisialgebra

Lause 3.3.3 Kaikille skalaareille « ja (3 ja kaikille matriiseille A, B ja C, joille
seuraavassa esiintyvit operaatiot on médritelty, pitee

(1) A+ B=B+ A vaihdannaisuus (+)
2) (A+B)+C=A+(B+C) liitdnndisyys (+)
(3) (AB)C = A(BC) liitdnnaisyys (-)
4) A(B+C)=AB+ AC I osittelulaki (+, -)
(5) (A+ B)C = AC + BC IT osittelulaki (+, -)
6) (af)A = a(BA) skalaariliitinndisyys
(7) a(AB) = (aA)B = A(aB) skalaarin siirto
(8) a(A+ B) =aA+ aB. I skalaariosittelulaki
9) (a+p)A=aA+ pA II skalaariosittelulaki

Todistus. Kohdat (1), (2), (6), (7), (8) ja (9) ovat helppoja. Kohta (4): Olkoot
A = (ajj)mxn ja B = (bij)nxr,» C = (¢ij)nxr sekd merkitddn D := A(B + C) ja
E .= AB+ AC.

Silloin D ja E ovat m xr-matriiseja ja niiden alkiot ovat

n n n
dij = E aik(bkj + ij) ja €ij = E aikbkj + E Qi Chej -
k=1 k=1 k=1

Koska summille pitee

n n

Z aik (b + cxj) = Z airbr; + Z @i Chj»

k=1 k=1 k=1
ond,;; =e;;jasiten A(B+C) =D =FE = AB + AC. Katso kuvat 7 ja 8.
Kohta (5) on samankaltainen kuin kohta (4).

Kohta (3): Olkoot A = (@ij)mxn, B = (bij)nxr ja C = (¢ij)rxs sekd merkitddn
D :=ABjaFE := BC.

On osoitettava, ettda DC' = AFE.

1) Ne ovat samaa kokoa:
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D A
B+C
K= B+ Gg
AB+ C) = = 3
- d ] P----- 1% ‘
1 j
J k
A
. By | K %
- e |
" Ak | |
| a j [
k
Kuva 7: Osittelulain (4) vasen puoli
E AC
AB + AC
******** €j AOG@)
j j
A
C

Kuva 8: Osittelulain (4) oikea puoli



3.3 Laskusidintoja

- D on kokoa mxr ja C rxs, joten DC' on kokoa mxs,
- A on kokoa mxn ja E' nxs, joten AE on kokoa m xs.

2) Matriisitulon méaritelmén mukaan

n IS
di = E agpby  ja ey = E bricij,
k=1 =1

joten matriiseissa DC ja AE on kohdalla ¢ alkiot

pij = Zdu% = Z (Z aikbk:l> cij
=1

I=1 \k=1
n n T

qij = E aikekj:E Qi E bklclj .
k=1 k=1 =1

Laskujirjestysti saa dérellisissd summissa vaihtaa, joten

Dij = Z (Z aikbkl> cj = Z Zaikbklclj

=1 \k=1 1=1 k=1

= Z Z airbricy = Z ik (Z bklc”) = i
k=1 =1

k=1 l=1

Siis (AB)C' = DC = AE = A(BC). O

49
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Matriisin potenssi

Miaritelmé 3.3.4 Olkoon A nxmn-matriisi. Madritelld4n sen positiiviset koko-
naislukupotenssit (power)

Al = A,
AF = AARL kunk > 2.

Myos A¥ = AA ... A on nxn-matriisi kaikilla & € N.
kpl
k Kp

Esimerkki 3.3.5 Lasketaan maaritelmian mukaan:

G -GG -6 D0 8- %)

Tehtiivi 3.3.6 Miti ovat OF ja I*, kun k& € N? Ratkaisu sivulla 57.

()

Esimerkki 3.3.7 Olkoon

Lasketaan A* arvoilla k € N.

Ratkaisu. Lasketaan aluksi

Al = A=14,
1 1\/1 1 2 2
2 _ _
2= (1) 1)-(33)-2a
1 1\/2 2 4 4
3 _ _ _ 92
# = (11)(53)-(11)-sa-2a

Niyttiisi silti, ettd A¥ = 2¥~1 A kaikilla k € N.

Induktiotodistus: Viite on tosi arvoilla £ = 1 ja k = 2. Tehdéén induktio-oletus:
A* = 2*=1 A jollakin k > 2. Silloin matriisin potenssin mééritelmin, induktio-
oletuksen ja tapauksen k = 2 nojalla

AR = AAF = A2F 1A = 2F 1A% = 9F194 = 9F A,

Induktioperiaatteen nojalla viite on tosi.
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Potenssi-iteraatio

Matriisia voidaan kéyttdd kuvauksen muodostamisessa; jos A on kiinted m xn-
matriisi ja x on n-pystyvektori (tai n x 1-matriisi), niin sdanto x — Ax maédrittelee
(lineaari)kuvauksen R" — R™.

Jos neliomatriisi A € R"*" ja z € R” on annettu, voidaan muodostaa kuvaus
N — R", n — A"z jossa z kuvautuu vektorille Az, A%z, A3z, jne. Timi voidaan
esittdd yksinkertaisena iteraatiokaavana

jota toistamalla saadaan mielenkiintoisia kuvioita.

Esimerkki 3.3.8 Olkoot
s 0.3614 —0.9285 g 1
109285 o03714) * 27 \o)
Kuvassa 9 funktion x — Ax iteraatiokuvio.

500 iteraatiota z = Az

0.8

0.6

0.4

*
*
st

i S 4

1
o
o
fx xR AR KR

. . . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Kuva 9: Iteraatiokuvio

Tehtava 3.3.9 Selvitd, mitkd ovat Esimerkin 3.3.8 kolmen ensimmaéisen iteraa-
tion muodostamat pisteet. Ratkaisu sivulla 57.
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Laskutoimitusten maarista

Matriisien yhteenlasku, vakiolla kertominen ja transponointi ovat suhteellisen no-
peasti suoritettavia operaatioita. Sen sijaan matriisitulon laskeminen sisdltdi run-
saasti lukujen yhteen- ja kertolaskuja, joten se on suhteellisen hidasta puuhaa —
jopa tietokoneella. Téstd syystd paljon matriisituloja sisédltiva laskettava lauseke
kannattaa ensin sieventdd laskulakeja kéyttden.

Lasketaan kuinka monta lukujen yhteen- ja kertolaskua tarvitaan kahden matriisin
kertomisessa. Kahden n-vektorin pistetulon

(371 Ty - l"n) .| =Ty T2yt Taln
Yn

laskemiseen tarvitaan n kertolaskua ja n — 1 yhteenlaskua. Matriisitulossa

11 Q12 - Qin by bz -+ by
Q21 Q22 --° Q2p bay bay - boy
Am1 Am2 - Omnp bnl bn? bnr

kerrotaan jokainen vaakavektori toisen jokaisella pystyvektorilla, yhteensd mr
pistetuloa. Yhteenlaskuja tarvitaan siis m(n — 1)r ja kertolaskuja mnr.

Esimerkki 3.3.10 Olkoot A, B ja C' nxn-matriiseja. Sievenni laskuséddntdjen
avulla lauseketta

(AQCTB)T + (B2)TC(AT)2

niin, ettd sitd laskettaessa on mahdollisimman védhdn matriisien kertolaskuja.
Kuinka monta lukujen kertolaskua tarvitaan alkuperdisen, ja kuinka monta sie-
vennetyn lausekkeen laskemiseksi?

Ratkaisu. Koska Lauseen 3.3.2 mukaan (A7)? = ATAT = (AA)T = (AH)T,
saadaan

(A2CTB)T+(BY)TC(AT)? = BTC(A%)T+B"BTC(A2)"
= (I+BT)BTC(A%)".

Alkuperiisessd on 7n? ja sievennetyssi 4n? kertolaskua.
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3.4 Yhtiloryhma matriisimuodossa

Lineaarinen yhtdloryhmi

anry +  apry + o+ apT, = b
a1 r1 -+ A29To2 + -+ + Aonly, — bg
Am1T1 + AmaX2 + -+ AppT, = bm

voidaan ilmaista sen tuntemattomien kertoimista koostuvan kerroinmatriisin A =
(@ij)mxn ja pystyvektorien

T by
) . bg
X = ja b=
Ty b,
avulla muodossa
aix a2 - Qip A by
21 Q22 -+ Qa2p X2 by
Am1 Am2 - Amp Tn bm
eli
Ax = b.

Gaussin eliminointi- ja Gauss-Jordanin reduktiomenetelmét voidaan nyt suorittaa
kidyttaen yhtdloryhmén laajennettua (augmented) (kerroin)matriisia

(al ay -+ a, | b)

Esimerkki 3.4.1 Ratkaistaan yhtdloryhmi, jonka laajennettu matriisi on

1 1111 1
-1 -1 0 0 1 —
-2 =2 0 0 1

0 0111 —

1 1 2 2 2

Ratkaisu. Seuraavassa on tarvittavat operaatiot tehty, merkitse ne nikyviin!
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1 1111 1
-1 -1 0 0 1 -1
-2 -2 00 1 1
0 0111 -1
1 12 2 2 1
11111 1
00112 0
= 002 2 3 3
00111 -1
00111 0
1111 1 1
0011 2 0
= 0000 —1 3
0000 —1 -1
0000 —1 0
11111 1
00112 0
= 00001 -3
00 00O —4
00 00O -3
Porrasmuodon mukaan olisi 0 = —4. Yhtdloryhmélli ei siten ole ratkaisua.

Tehtidva 3.4.2 Ratkaise Tehtidvin 2.3.8 yhtdloryhma a)

Ty + 2%y + x3 =
201 — T9 + I3
4dry 4+ 3x2 + 3x3
21‘1 — To + 3[L’3 =

Il
U = DN

laajennettua kerroinmatriisia kédyttden. Ratkaisu sivulla 58.
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3.5 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtidva 3.2.3: Matriisitulot ovat
1

) 2 1 4 5| 2-1+1-2+4-3\ _ [16

Yol-1 12 o) \i-p+1-242.3)7\ 7

b (123 ) (2w + 30
4 5 6 2] 7 \day + 529 + 625

T3
an a11x1 A11X2 A11X3
C) a21 ($1 T2 Ig)z 211 QA21T2 A21X3
asi az1xy ag1lz A31x3
T
d) ((111 a12 a13) Z2 :(a11x1+a12x2+a13x3)
T3
1
—2
) en=(50 2 1)] 5|=13
2

Tehtdva 3.2.4: Vektorien normit ovat
@) || Bl = /(1) + 27 +8 = VIdjab) [|CT]| = VI3,

¢) Pistetulo on

T 1o —1\[ 3\ _[(—4\ [ 3
(AB)-(C7) = (—2 3 2) g (—2)“(14) (—2
3
= (-4 14)(_2>__ 40
2 —4 -3 2 5 —6
d 24T -BC=[ 0 6|—-| 6 —4]|=| -6 10
-2 4 9 —6 —11 10

e) 2x2-nollamatriisi; ks. Lause 3.3.3 tai laske lépi.
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f) Vaiheittain:

(s = (o 05 3 1) 2) =07 e [
= (40)
(o)) = (3)u0-( 1)

Tehtdva 3.2.5: tulokset ovat tarkasti ottaen samoja 1 x 1-matriiseja:

bll C11 o bll + c11
a) (an 6112)((621>+<021)) e (an a12)(b21+021)

= (an(bn + 1) + arz(bar + 621))

b) (Cln a12)<2;>+(a11 a12)(21)

= (&11511 + 6112521)4- (a11011 + &12021) = (a11(b11 + c11) + ara(bor + 021))

Tehtivd 3.3.6: nollamatriisin ja yksikkomatriisin potenssit O' = O ja I' = I,
samoin arvoilla k > 2:

00 0\ /00 0\ /00 0o\""
Of=l0o 00| =[{o0o0]l0 0O =0,
000 000/\0o OO
100\ /1 00\/10 0\""
I*=|lo10] =l0o10|l010 =TI
001 00 1/\0o 01

Tehtédvi 3.3.9: kolme ensimmadisté iteraatiopistettid ovat

~ (0.3614 2. (07315 . 5 [—0.8961
AZ_(O.9285)’ A% _( 0.6804 ) Ja Atz = (—0.4265)'
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Tehtdvid 3.4.2 : Ratkaisu laajennettua kerroinmatriisia kdyttden:

Ratkaisu on siis

- N

o O O = o O O = o O O = N =~ DN

O =

U= DN =

w o O

O W o w o O

NI O =

o
|c’J N |—

—
Nlw O

Pl Bjw 3=

Ry

R/1<—R1

R/2 — RQ — 2R1
Ré — Rg —4R1
Ril — R4 - 2R1

Rl R,
R} — R

RY — R, — R),
R] — R}, — R}

RY — R
RY — R
RY < R,

/1 /!
Ry — Rj

Rllm - Rllﬂ
R/2/// — _% R/2//
" 1 m

R/l//// «— R/lll/ _ Ré///
/1111 /11 1 /111

/1111 /111
R" — RY

/11111 un /1111
/11111 /1111

/11111 /1111
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Euklidisen vektoriavaruuden R"™ alkioita (vektoreita) sanotaan usein pisteiksi.
Vektori x = (z1 x5 ... x,)7 € R™ voidaan kuvitella origosta 0 alkavaksi “nuo-
leksi”, jonka kérki on pisteessd x. Vektorin x vastavektorin —x kérki on yhti kau-
kana origon vastakkaisella puolella. Vektori x voidaan myos ajatella siirretyksi
suuntansa ja pituutensa sdilyttden alkamaan jostakin pisteestd y € R", jolloin sen
kérki on pisteessd y + x. Tdlloin vektorit y ja x on asetettu perdkkdin ja niiden
summavektori alkaa origosta ja kérki on pisteessid x + y.

Olkoon annettu vektorit z ja y € R". Silloin yhtédlolld z = x 4 y on tasan yksi
ratkaisu, vektorien erotus x = z —y := z + (—y). Kaksi vektoria ajab € R"
ovat yhdensuuntaisia (parallel), jos on olemassa « € R siten, etti

b = aatai a = ab.

Jos lisdksi oo > 0, ovat vektorit samansuuntaisia, muutoin vastakkaissuuntaisia.

4.1 Suorat tasossa

Tuttu tason suora y = ax + b voidaan esittdd vektorimuodossa. Merkitddn x = ¢,

jolloin
x t 0 1
() G) =)o) eem

Téllainen suoran esitys on yleistettivissd n-ulotteiseen avaruuteen.

Suora vektorimuodossa. Olkoot ry € R" ja 0 # v € R". Joukkoa
Spov i={ro+tv|teR}

sanotaan suoraksi, joka kulkee pisteen r( kautta ja on suuntavektorin v suuntainen.
Kaikki vektorit av, a # 0, médradvit saman suoran Sy, v = Sy,.v. Merkintitapa

r=rg+tv, teR,
tarkoittaa suoraa, siis joukkoa Sy, . Suorat

r(t) = ro+tv, telR
s(u) = sp+uw, uweR

ovat yhdensuuntaiset, jos v = aw jollakin o € R, muutoin erisuuntaiset. Kaksi
suoraa ovat siis yhdensuuntaisia, jos ja vain jos niiden suuntavektorit ovat yhden-
suuntaisia.
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Suorat r(t) ja s(t) leikkaavat toisensa pisteessi x, jos suorilla on tasan yksi yh-
teinen piste X, ts. jos on olemassa yksi ja vain yksi lukupari p, ¢ € R, joille

x =r(p) = s(q) =19+ pv =50 + qW.
Avaruuden R? erisuuntaiset suorat leikkaavat toisensa, mutta avaruuksissa R",

n > 3, on ddrettomasti erisuuntaisia leikkaamattomia suoria.

Kahden pisteen ry ja r; kautta voidaan asettaa tasan yksi suora ja sen yhtilo on
ilmaistavissa esimerkiksi muodoissa

r=rg+t(r;—rg) tai r=r;+s(rg—ry).

Tehtava 4.1.1 Maiéritd suorien

r=(5)+e(5) i os=(T1)ru( )

leikkauspiste ja muodosta sen ja origon kautta kulkevan suoran vektorimuotoinen
yhtélo. Piirrd suorat koordinaatistoon.
Ratkaisu sivulla 66.

Tehtivi 4.1.2 Muodosta suora, joka kulkee pisteen (3 4 0)7 kautta ja
a) on vektorin (24 — 2)7 suuntainen.
b) on suoranr = (=54 7)7 + (0 3t ¢)* suuntainen.

Piirrd suorat x;xx3-koordinaatistoon.
Ratkaisu sivulla 66.

Tehtivi 4.1.3 Muodosta suora, joka kulkee pisteiden (—3 7 8)7 ja (2 5 1) kaut-
ta. Muodosta vield suora, joka on dskeisen suuntainen, mutta kulkee origon kautta.
Ratkaisu sivulla 67.

Suora parametrimuodossa. Euklidisen vektoriavaruuden R” suora x = a + tv,
t € R, voidaan esittdd koordinaateittain parametrimuodossa

Ty = a1 —+ tUl
Ty = az + tvy

t € R,
z, = a, -+ tvu,

missd luvut v; ovat suoran suuntaluvut.
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Suora koordinaattimuodossa. Jos jokainen v; # 0, saadaan — ratkaisemalla kus-
takin yhtilostéd ¢ — suoran yhtdlod koordinaattimuodossa

T —a T2 — Q2 Ty — Qp

(%1 V2 Un,

Jos jokin v, = 0, sen osuus korvataan yhtilolld x, = ay; esimerkiksi jos vy = 0,
ovat yhtalot
Iy —a T3 — as Tpn — Qn

$2:a27 = — .. =
(%1 V3 Un,

Tehtiivi 4.1.4 Osoita, ettd jos v + v3 > 0, suora

rn = a + tuy
To = as -+ tvg

voidaan esittdd muodossa Az, +Bxy = C.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtiva 4.1.5 Anna koordinaattimuodossa sen suoran yhtélo, joka on suoran

$1—3_LE2+1

=7 21
9 3 333—|'

suuntainen ja kulkee pisteen (2 1 — 2)7 kautta.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtiva 4.1.6 Anna Tehtdvén 4.1.5 suorat parametrimuodossa.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtiva 4.1.7 Miké on suoran 2z, + Hxy = 1 parametrimuoto, miki koordinaat-
timuoto?
Ratkaisu sivulla 68.

4.2 Tasot avaruudessa
Avaruuden R? taso r = ry + su + tv, s, t € R, on tiysin miiritty joukko, jos
tiedetédédn sen kolme pistetti, jotka eivit ole samalla suoralla. Jos ndmé ovat ry, ry

ja ro, erds tason esitys on

r=r9+s(r; —ry) +t(ra—1rg), s,teR
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Jos tasolla ja suoralla on tdsmaélleen yksi yhteinen piste, sanotaan, ettd ne leikkaa-
vat Kyseisessi pisteessid; muutoin suora on tason suuntainen. Tason suuntainen
suora voi olla kokonaan tason ulkopuolella tai kokonaan tasossa.

Kaksi tasoa voivat olla yhdensuuntaisia tai leikata toisensa pitkin jotakin suoraa.
Leikkaussuoran yhtilo saadaan selville ratkaisemalla tasojen yhtédléiden muodos-
tama yhtaloryhma.

Taso x = a + su + tv on parametrimuodossa

r1 = a1 + su; + tug
Ty = a9 + Sus + tug s, t € R.
T3 = asz + Sug + tus

Esimerkki 4.2.1 Miiiriti sen tason yhtild, joka kulkee pisteen (3 2 4)7 kautta ja
joka on vektorien (—2 1 4)7 ja (—1 2 3)7 suuntainen.

Ratkaisu. Pisteen ja suuntien avulla saadaan erds vektoriesitys (ks. Kuva 10)

3 —2 -1
r=[2]+s 11+t 21, steR
4 4 3

Kuva 10: Esimerkin 4.2.1 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Esim421.mws
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Tehtava 4.2.2 Maiiritd sen tason yhtilo, joka kulkee

a) pisteiden (1 0 0)Z, (01 0)7, (00 1) Kautta,

b) pisteiden (2 1 3)7 ja (1 4 2)7 kautta ja on suoran r(t) := (12 1)7 +#(52 1)
suuntainen.

Ratkaisu sivulla 68.

Tehtiava 4.2.3 Suoran

r = 1—1t
y = 2t t e R,
z = 142t

kautta asetetaan taso (ts. kyseisen suoran tulee olla tasossa), joka on vektorin
(21 —1)T suuntainen. Mééritd timén tason ja zy-tason leikkaussuora.
Ratkaisu sivulla 69.
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4.3 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtdva 4.1.1: Leikkauspiste: milli £, u € Ronr = s?

3 1 —4 —1
r(t) =s(u) <= <2>+t(2)—( 1)+u( 2)
— 3+t (—4—u
24+2t) \1+2u
- t + u = =7
2t — 2u = -1
t = —L
<
w = -1
Siis leikkauspiste saadaan (esimerkiksi) arvolla t = —15/4:

(-3)-()-70)--(2)

Sen ja origon kautta kulkee suora (ks. Kuva 11)

(0 3
r —<O)+a(22), a e R.

Kuva 11: Tehtidvin 4.1.1 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Tehtdvid 4.1.2 : Helposti poimitaan suuntavektorit, ja suorat yhteisen pisteen kautta
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ovat (ks. Kuva 12)

3 2
a) r=|4|+¢ 41, teR
0 —2
3 0
b) s=[(4]+t[3], teR
0 1
r8

Kuva 12: Tehtidvin 4.1.2 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Teht412.mws

Tehtivi 4.1.3 : Asetetaan vakiovektoriksi rg := (—3 7 8)7. Suuntavektoriksi
otetaan vaikkapa erotus

vi=25 1) - (=378)'=(5 -2 -7

Toinen suora saadaan ottamalla vakioksi origo ja suuntavektoriksi dskeinen v. Siis

-3 5
r = T+t -2, teR
8 -7
0 5 5
r = [0+t —2]|=¢t|-2]|, teR

0 —7 —7
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Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Teht413.mws

Tehtidvid 4.1.4 : a) Jos esimerkiksi v; # 0, on ¢t = (x1 — ay)/v; ja siten

T —a;

To = a9 + * Va.

U1
Tastd edelleen vy 29 = aqU1+U2x1—a1vVs €li Vox1 —V1T9 = a1V9—agvy; valitsemme
nyt
A:=wvy, B=1v;jaC = ayjvy — asv;.

Tehtdvd 4.1.5 : Annetun suoran koordinaattimuoto perustilassaan on

_ 1 3
-3 _ Tt :7x3+21:x31+
2 3 I

Siitd voidaan poimia suoraan suuntavektori (2 3 1/7). Annetun pisteen (2 1 —2)7

kautta kulkee suora

.%'1—2_%2—]._1’3—(—2)

2 3 1

Tehtdvid 4.1.6 : Tehtdvén 4.1.5 ratkaisusta selvidd suoran piste ja suuntavektori,
joten parametrimuodot ovat

Ty = -1 + 3t ja To = 1 + 3t

Tehtidvid 4.1.7 : Erds parametrimuoto saadaan merkitsemilli x =¢,¢ € R:

rKT =
To =

Tistd saadaan my0s erds koordinaattimuoto:

" teR

Ti—
(S]]

1
ZE1—O 332—5

2
1 —3

Tehtidvid 4.2.2 : a) Valitaan vaikkapa
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jolloin tason vektoriyhtédloksi saadaan

1 0 1 0 1
r = [0 |+s 11—-10 +1 0]1—10
0 0 0 1 0
1 -1 -1
= |0]|+s 11+t 0], s,teR
0 0 1

b) Valitaan esimerkiksi sg := (2 1 3)7 jas; := (14 2)7, jolloin

s = sp+a(sg—sg)+ v

2 —1 )
= |1]l4+a|l 3|+06(2], opfeR
3 -1 1

Tehtédvid 4.2.3 : Tason yhtiloksi saadaan

r = 1—t+2s
y = 2t+s
z = 14+2t—s

Koska tdmi leikkaa xy-tason, saadaan z = 1 + 2t — s = Oeli s = 2t + 1.
Sijoittamalla tdmi tason yhtdl6on saadaan esille suora

r = 3+ 3t
y = 144t
z = 0

Siitd taas suoran koordinaattimuoto ratkaisemalla ¢ kahdesta ensimmaisesti:

r—3 y—1
3 4

ja  z=0.

Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Teht423.mws
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Matriiseilla lasketaan melko pitkille kuten luvuilla, lukuunottamatta matriisitulon
ei-vathdannaisuutta. Mutta entd matriisiyhtélot ja niiden ratkaiseminen?

Vertaillaanpa kéinteisluvun ja sen mahdollisen vastineen ominaisuuksia ja ole-
massaoloehtoja:

Luvuille Matriiseille
al=1la=a Al =TA=A
< Ja'se. — JAlse.
ac'=ala=1 AA = A"1A=1T
Jos|a # 0 Josm
ar = b |a ! AX = B |A™
<~ aYazx) = a'b — AYAX) = A'B
<~ (ata)r = a'b — (A'AX = A'B
= lr = a'b = IX = A'B
— x = a'b — X = A'B

Mill4 ehdoilla tuollainen “’kédinteismatriisi” on olemassa?

Péastiksemme alkuun otamme olemassaoloehdon mééritelméén ja koetamme sit-
ten johtaa erilaisia kriteerejd matriisin kdédntyvyydelle.

5.1 Kaidnteismatriisin méérittely

Miaritelmé 5.1.1 Neliomatriisi A on sddnndllinen (invertible) eli ei-singulaa-
rinen, jos on olemassa sellainen samankokoinen matriisi B, ettd

AB=1 ja BA=1I.

Ehdon tdyttdvd matriisi B on matriisin A kddnteismatriisi (inverse) ja sitd merki-
tdin jatkossa A~ := B. Jos A ei ole sdinndllinen, se on singulaarinen.

Lause 5.1.2 Neliomatriisilla on korkeintaan yksi kdédnteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, ettd neliomatriisilla A olisi kaksi kdédnteismatriisia B ja C'.
Silloin AB = I = BAja AC = I = CA, jolloin laskusédéntdjen ja oletuksen
nojalla onkin

B =BI =B(AC) = (BA)C =1IC =C.

a
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Huomautus 5.1.3 Seurauksena 6.6.3 osoitetaan myohemmin, ettd Madritelméssi
5.1.1 riittdisi yksikin ehto AB = [ tai BA = I, mikili A ja B ovat samankokoisia
neliomatriiseja.

Esimerkki 5.1.4 Matriisit

(2 4\ . [
A(g 1) ja B< 3 _
10

ovat toistensa kddnteismatriiseja, silld

1 0\ . 10
AB-(O 1) ja BA-(O 1>.

Esimerkki 5.1.5 Matriisi
11
(0 1)

on singulaarinen eli silld ei ole kddnteismatriisia. Nimittdin:

(= a)o o)~ )0 1)

kaikilla a, b, c ja d € R, joten mikddn 2x 2-matriisi ei kelpaa kddnteismatriisiksi.
1 3
=2 1)

Ratkaisu. Tehdién alkeellisin mahdollinen ratkaisu, ts. kdytetdin midritelmaa. Ol-

koon
a b
5=(2 )

ehdokas matriisin A kddnteismatriisiksi. Silloin on oltava AB = [ ja BA = I.

Ehdosta AB = [ eli
1 3\(a b\ (1 0
2 4 c d) \0 1

a + 3c =

(SN

Esimerkki 5.1.6 Olkoon

Onko olemassa A~1?

saamme yhtidloryhmin

2a + 4c
2b 4+ 4d =

I
— o O
SUNCEES N
I

N= = NWw DN
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1/-4 3
B_§< 2 —1)

Onko myds BA = I? Tarkistus osoittaa, etti on; siis A~ = B.

Ainoa ehdokas on siis

5.2 Laskusiintoja

Lause 5.2.1 Olkoot A ja B sdidnnollisid nxn-matriiseja. T#lloin myos AL, AT
ja AB ovat sdannollisii ja

a) (A H™ 1= A,
b) (A7)l = (A-1)T,
¢) (AB)™' =B1tAL,
Todistus. Miiritelmén mukaan matriisi on toisen kdidnteismatriisi jos ja vain jos

niiden tulo molemmin piin on I. S#énnollisyysoletuksen mukaan A~! ja B~! ovat
olemassa. Siis:

a) Kohta a) on tosi, silli A™'A = AA~! = T.
b) Transpoosin laskusididntdjen (Lause 3.3.2) mukaan

AT(ANT = (A7 4T = 1T = T ja (A™1)TAT = (447
I I

Yr=1"=1

c¢) Tulon liitdnniisyyden (Lause 3.3.3 kohta 3) avulla saadaan:
(AB)(BT'A™Y) = A(BB )A ' = AA' =T ja
I
(B'A™YWAB)=B Y (A 'A) B=B"'B=1.0
I

Esimerkki 5.2.2 Olkoot A, B ja C' samankokoisia sdannollisid matriiseja. Sie-
venna

(BT)"*A)"'BC(ATBT)TA'BT.
Ratkaisu. Laskusdéntojd (Lauseet 3.3.2, 5.2.1 ja 3.3.3) kéyttden saadaan

(BT)TA)T = AT(BT)™)" = AT((B™)")"=A"B,
(ATBT)T = BA

’

josta edelleen kddnteismatriisin médéritelmédn mukaan

(BT 'A)"BC(ATBT)TA™'BT = AT(B'B)CB(AA )BT = ATCBB".
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5.3 Alkeisoperaatiot ja alkeismatriisit

Matriisin rivien ja sarakkeiden kertominen luvulla seki rivin tai sarakkeen lisdi-
minen toiseen onnistuu kertolaskulla.

1. Rivi kerrotaan vasemmalta sopivalla vaakavektorilla:
A
(0-0a0-0)f G —a( )=l

Rivioperaatio III samoin vaakavektorilla vasemmalta péin:

A
?
?
(0--010--0a&0--0) — A(i,) + aA(j, )
J
2. Sarake kerrotaan oikealta pystyvektorilla:
l 0
! :
0
ali = « = aA(:,1)
0
0

Sarakeoperaatio III niinikédédn kertomalla pystyvektoria:

i J 0
U !
1]
0 ) )
: = | +al = A(:,1) + QA(:, j).
0 . .
aly
0




74 5 KAANTEISMATRIISI

Esimerkki 5.3.1 Matriisissa

1 2 =3
4 3 7
2 -1 3

1 2 -3
(=4 1 0)f4 3 7|=(0 -5 19)
2 -1 3
ja operaation S% < S5 + 35, tulos
1 2 —=3\/3 0
4 3 T7110])={19
2 -1 3 1 9

Alkeismatriisit: alkeisoperaatiot matriisituloina
Osoitetaan, ettd kddnteismatriisi voidaan laskea matriisien alkeisoperaatioihin

I. vaihdetaan kahden rivin paikat
II. kerrotaan rivi nollasta eridvilla luvulla

ITI. lisdtdin riviin toisen rivin monikerta

liittyvien alkeismatriisien vilitykselld. Menetelma on oleellisesti sama kuin yhti-
16ryhmén ratkaiseminen Gauss-Jordanin reduktiolla.

Mairitelmé 5.3.2 Neliomatriisi £ on tyypin K alkeismatriisi (elementary mat-
rix), jos se on saatu aikaan suorittamalla yksikkomatriisille / alkeisoperaatio K,
missd K on I, II tai III.

Esimerkki 5.3.3 Matriiseista

010 1 00 1 0 3
Ey=11 00|, E,=(010]|, Es=(0120
0 01 00 3 0 01
E on tyyppid I, silld se on saatu yksikkomatriisista vaihtamalla 1. ja 2. rivi, £ on
tyyppid II ja saatu kertomalla 3. rivi luvulla 3, F5 on tyyppid III ja saatu lisaamallad
1. riviin 3. rivi kolminkertaisena.
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Lause 5.3.4 Olkoon E tyypin K alkeismatriisi ja A samaa kokoa kuin £.

a) Jos matriisille A tehddin alkeisoperaatio K, niin tulokseksi saadaan matriisi
EA.

b) Jos matriisille A tehdéén sarakkeiden suhteen alkeisoperaatio K, niin tulokseksi
saadaan matriisi AE.

Todistus. Rivioperaatioita on havainnollistettu jaljempana.
Todistetaan malliksi a). Jos matriisin £ rivilld < ovat muut luvut nollia paitsi mah-
dollisesti o := ¢;; ja B := e;, niin

(BA)(i,:) = aA(j,:) + BA(K, ). (2)
Alkeismatriisissa on kullakin rivilld vdhintdin yksi mutta korkeintaan kaksi nol-
lasta poikkeavaa lukua, joista ainakin toinen on 1.

Olkoon F tyyppia I, ts. saatu matriisista / vaihtamalla rivit & ja [. Jokaisella rivilld
on tasan yksi ykkonen. Muilla paitsi riveilld &k ja [ ykkonen on diagonaalilla, joten
kaavan (2) mukaan

(EA)(i,:) = A(i, :) kaikilla i # k, .

Rivilld k£ ykkonen on sarakkeessa [ ja rivilld [ sarakkeessa k, joten edelleen kaavan
(2) mukaan

(BAYk,2) = AL2) ja (BAY(L,2) = Ak, ).
E A saadaan siis matriisista A vaihtamalla rivit k ja [.

Olkoon E tyyppia II, ts. saatu yksikkomatriisista / kertomalla rivi ¢ luvulla o # 0.
Siis &/ on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalilla on ykkosid ja e;; = «. Tulossa
E A muut rivit sdilyvét ennallaan, paitsi

(EA)(i,:) = aA(i, ).

Siis ' A saadaan matriisista A kertomalla rivi 7 luvulla a.

Tyypin III tapaus saadaan samaan tapaan kaavasta (2). O
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Rivien 7 ja j vaihto eli tyypin I operaatio:

E; A E;;A
1 0 0 0
1 0 0
i ]o 0 0 1 0 0 A4, A(j,9)
0 1
0 1 0
i lo 0 1 0 e 0 0 A(j,?) A4,
0 0 1
0 0 1
i

Rivin ¢ kertominen luvulla « eli tyypin II operaatio:

Eij A EZJA
1 0 0
1 0
i 0 0 o O 0 A(,:) | = | @d(i,:) i
0 1
0 0 1
]

Rivin i korvaaminen R; < R; + aR; eli tyypin III operaatio:

Eij A EZJA
1 0 0 0
i 0 1 a 0 A(i,:) A(i,:) + aA(y, ) i
i |0 0 1 0 A(Gy2) A(d,2) j
0 0 0 1
i J
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Esimerkki 5.3.5 Matriisille

1 2 =3
4 3 7
2 -1 3

1 00 1 2 =3 1 2 =3
-4 10 4 3 T7|=10 =5 19
0 01 2 -1 3 2 -1 3

1 2 =3 1 0 3 1 2 0
4 3 7101 0)=14 3 19
2 -1 3/\0 0 1 2 -1 9

Alkeismatriisien kdanteismatriisit

Lause 5.3.6 Alkeismatriisilla ' on kédédnteismatriisi ja se on samaa tyyppid kuin
E. Tarkemmin:

Todistus. Jos E on tyyppid I, niin FE = [, silld Lauseen 5.3.4 mukaan kertomi-
nen vasemmalta vaihtaa alkuperdisen matriisin £ rivit takaisin. Siis £ on itsensi
kadnteismatriisi.

Olkoon E tyyppid II ja olkoon e;; = « # 0. Silloin E~! saadaan kertomalla
yksikkomatriisin 7 rivi ¢ luvulla i

Olkoon F tyyppid III ja olkoon rivilld 7 diagonaalin ulkopuolella e;; = a. Olkoon
F matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisissa £ luku o luvuksi —a.
Matriisitulossa EF' on pistetuloille E(k,:) - F(:,k) = 1 kaikilla & € [n], joten
diagonaalilla on ykkdset.

Jos k # i, niin E(k,:) - F(:,1) = 0 kaikilla [ # k. Liséksi

EG,:)-F(1) = 0 Kkaikilla [+,
E@i,:)-F(:,5) = a-1+1-(—a)=0.

Siis EF = I. Vastaavasti osoitetaan, etti F'l) = I. Siis E~! = [, joka midritte-
lynsd mukaan on tyyppid III. O
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Miiritelméa 5.3.7 Matriisi B on riviekvivalentti matriisin A kanssa (merkitdin
B ~ A), jos B saadaan matriisista A ddrellisen monella alkeisoperaatiolla, ts. jos
on olemassa alkeismatriisit £, Fs, ..., E), siten, ettd

B == EkEk,1 R EQElA.

On ilmeistd, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio n X n-matriisien joukossa; siis

1) A~ Akaikilla A € R™*", (refleksiivisyys)
2) jos A~ B, niin B ~ A. (symmetrisyys)
3) jos A~ BjaB~(C,niin A~ C. (transitiivisuus)

Esimerkki 5.3.8 Mitki seuraavista matriiseista ovat riviekvivalentteja:

O R (R

Ratkaisu. Matriisit A ja B voidaan osoittaa riviekvivalenteiksi keksimilld sopivat
alkeisoperaatiot:

2 1\ R, _ (3 4\ R, <R,
1 3\ R — R — R,
1) Ry« Rj
3\ RI'—R!
2) R) «— 2R}

|2
NN
I

Menettely muistuttaa hakuammuntaa. Parempi tapa on muuntaa matriisit redusoi-
tuun porrasmuotoon, josta vastaukset ovat helposti ndhtédvissi:

10
e (2o

1 1
2\ —. (v
(0 O)-.C.

Siis A ~ B. Koska C" 2 I, myos C' 2 [ jasiten A % C'. Samasta syystd B % C.

C

12

Tehtiva 5.3.9 Maiiritd Esimerkissd 5.3.8 tarvittuja alkeisoperaatioita vastaavat
alkeismatriisit. Ratkaisu sivulla 90.
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Esimerkki 5.3.10 Keksi alkeismatriisit, joilla vasemmalta kertomalla

210
A=|[0 5 1
1 01

muuttuu yksikkomatriisiksi (jos mahdollista), ts. osoita ettd A ~ [.

Erés ratkaisu: Muunnetaan A yksi operaatio kerrallaan redusoituun porrasmuo-
toon:

Ry
Ry I =
Rs
Rll — Rg
ng — RQ El =
Ré — Rl
R — R}
Ry — Ry — 2R}
R R
RY — Ry By =
Ry Rj - 1R
R} — R}
R% — RIQ/, E4 =
Ri— C)RY
R? — R‘ll — R%
Rg’ — Ré
R(f — R?
RS «— RS — R} Es =
Rg — Rg
RI — R?
R; — Rg

Silloin I = E7E6E5E4E3E2E1A.

Ry
Ry
R

A:

12

12

OO OO OO OO OO NORF OO OO
|

12

12
|
}—lOOHOOHHOHHHW|EHHMHHOH»—HHO
[

}—lOO>—l>—tO>—lO»—*:|m©O>—too>—*OOOO»—>—t©O

12 12

12

QuUIF O O O O OO OUREFE OO, OOF,O OO

OO OO OO OO OO OOFNORF MFH=ONIN
O R O OO OUTO OUtO OO = UL = Oto O Ot =

Tehtiivi 5.3.11 Todista tulon kdidntdmisen yleistys: jos A, As, As, ..., A, ovat
samankokoisia sdinnollisid (nelid)matriiseja, niin niiden tulo on sddnndllinen ja

(AjAgAg--- A=At ATTASTATL

Ratkaisu sivulla 91.



80 5 KAANTEISMATRIISI

5.4 Yhtialoryhmiin ratkaisuista

Tarkastellaan lineaarisen yhtdloryhmén Ax = b ratkaisujen olemassaoloa ja yk-
sikdsitteisyyttd. Aluksi todistetaan sddnnollisen matriisin supistumissidintd sekd
esitetddn sddnnollisyydelle karakterisointeja.

Lause 5.4.1 Olkoot A € R™*", X € R"" ja B € R™*". Jos M € R"™ ™ on
saannollinen, niin

AX =B <<= MAX=MB.

Todistus. Jos AX = B, onaina M AX = M B. Kiintden, olkoon M AX = M B.
Koska M on siinndllinen, on olemassa M ~! ja se on siinnéllinen. Mutta silloin
liitdnndisyyden ja oletuksen nojalla

AX = IAX = (M™'M)AX = M~ (MAX) = (M~"'M)B = IB = B.

O

Kvadraattinen yhtdloryhmd Ax = b ratkeaa nyt periaatteessa helposti, jos A on
sdadannollinen: valitsemalla Lauseessa 5.4.1 n = m,r = 1, B = b, X = x ja
kertomalla matriisiyhtild vasemmalta kiéinteismatriisilla M/ = A~! saadaan

Ax=b < x=A"'b.

Kiaytinnossd ratkaiseminen tehdddn eliminointimenetelmélld niin, ettd saman-
aikaisesti muunnetaan A alkeisoperaatioin yksikkomatriisiksi / ja b vektorik-
si A~'b. Tissd voidaan kiyttid alkeismatriiseilla kertomista tai suoraan Gauss-
Jordanin reduktion matriisimuotoa ldhtokohtana yhtilo Ax = Ib.

Lause 5.4.2 Neliomatriisille A ovat seuraavat ehdot yhtapitavia:

(a) A on sddanndllinen (ts. silld on kédnteismatriisi).

(b) Homogeenisella yhtdloryhmalld Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu (nollavek-
tori x = 0).

(c) A jayksikkomatriisi I ovat riviekvivalentteja.

Todistus. Olkoon A nxn-matriisi ja x n-vektori.

(a) = (b): Olkoon A sdinndllinen. Jos Ax = 0, niin koska A~! on olemassa, on

x=A'Ax=A"'0=0.
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(b) = (c): Riittdd osoittaa, ettd yhtdloryhmin Ax = 0 redusoidun porrasmuo-
don kerroinmatriisi on /. Redusoitu porrasmuoto nimittdin saadaan aina aikaan
alkeismuunnoksia kdyttiden.

Olkoon yhtidloryhmid Ax = 0 muunnettu alkeisoperaatioita kdyttden yhtépitdvain
porrasmuotoon Ux = 0.

Viite. Matriisin U = (u;;) diagonaalilla on vain ykkosid.

Todistus. Vastaoletus: Olkoon u;; # 1 jollekin i € [n]. Porrasmuodon perusteel-
la u; = 0. Kvadraattisuuden nojalla ainakin viimeinen rivi on muotoa 0 = 0.
Ax = 0 on titen ekvivalentti sellaisen yhtdloryhmin kanssa, jossa on vihem-
min yhtiloitd kuin tuntemattomia. Lauseen 2.3.11 mukaan olisi yhtidloryhmalla
ei-triviaaleja ratkaisuja, mikd on vastoin oletusta (b).

Koska yldkolmiomatriisin U diagonaalilla on ykkoset, on selvii, ettd redusoidussa
porrasmuodossa kerroinmatriisi on /.

(c) = (a): Oletuksen (c¢) mukaan on olemassa alkeismatriisit £y, Eo, . . ., Ey, joille
A=Ey-- EsEy\l =Ey---EyE (1),
Koska alkeismatriisit ovat sddnnollisid, on A niiden tulona sdénnoéllinen ja
AV = (By- BB ' =E'Ey B

O

Seuraus 5.4.3 Kvadraattisella lineaarisella yhtdloryhmélld Ax = b on yksikésit-
teinen ratkaisu tismilleen silloin, kun A on sddnnollinen.

Todistus. 1) Jos A on sddnnollinen, on A~'b ainoa ratkaisu (Lause 5.4.1).

2) Olkoon yhtdloryhmilld Ax = b tdsmilleen yksi ratkaisu X.
Vastaoletus: A on singulaarinen. Silloin yhtdloryhmilld Ax = 0 on Lauseen 5.4.2
mukaan ratkaisu z # 0. Olkoon y := X + z. Silloin y # X ja osittelulain mukaan

Ay = A(X+2) = A%+ Az=b+0=h.

Tidten myos y on yhtdlon Ax = b ratkaisu, mikd on vastoin oletusta 2). Siis A on
sadnnollinen. O

Tehtiva 5.4.4 Millainen ratkaisujoukko on lineaarisella yhtidloryhmalld

Ty + 21’2 + x3 = 0
2[L‘1 - To =0
Ty — 31y — 23 = 0

?

Ratkaisu sivulla 90.
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5.5 Eliminointimenetelma

Sadnnollinen neliomatriisi A on riviekvivalentti yksikkomatriisin / kanssa, joten
on olemassa alkeismatriisit £, Fo, . . ., Fy, joille

E, - -EyFA=1.
Kertomalla tima oikealta kddnteismatriisilla saadaan
Ep-- - EyF 1 = AL

Samat alkeisoperaatiot muuntavat siis matriisin A yksikkomatriisiksi ja yksikko-
matriisin kdanteismatriisiksi A~!. Késnteismatriisi voidaan siis laskea seuraavas-
ti:

Kirjoitetaan A ja I vierekkiin ja redusoidaan A alkeisoperaatioil-
la yksikkomatriisiksi tehden kussakin vaiheessa samat muunnokset
myds matriisille I. Silloin A | I muuntuu muotoon I | A~

Esimerkki 5.5.1 Lasketaan alkeisoperaatioilla kddnteismatriisi matriisille

1 4 3

A=1-1 -2 0

2 23

Laajennetaan yksikkomatriisilla:

1 4 3 10 0
-1 -2 0 0o 1 0
2 2 3 0O 0 1
1 4 3 1 0 0
== 0 2 3 11 0
0 —6 —3 -2 0 1
1 4 3 1 0 0
= 0o 2 3 11 0
0 0 6 1 3 1
R
= 0 2 0 5 -3 —3
0 0 6 1 3 1
Loooo | - -
= 0 2 0 : -3 -1
0O 0 6 1 3 1
Loooo | b o
= o 1 0 -1l
0 0 1 T 3 3
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Kéaidnteismatriisi on siis

ATl =

Q= = N =
NI = N
[N TN e Y

Tehtava 5.5.2 Merkitse operaatiot nidkyviin Esimerkin 5.5.1 laskuissa.

Esimerkki 5.5.3 Miten saadaan alkeismatriiseilla yksikkomatriisista matriisi A,
miten A~!, kun

2 1 0
A=10 51
1 0 1

Ratkaisu (padpiirteittdin). Viedddn matriisi A alkeisoperaatioilla redusoituun por-
rasmuotoon. Se osoittautuu olevan /, joten ratkaisu on olemassa. Olkoot F, Fjs,

..., I, dskeisessd kiytettyjd alkeisoperaatioita vastaavat alkeismatriisit. Téalloin
Ey---EyE A =1, joten

A=E'EyN - B, AT'=E,---EE I

Esimerkiksi Gauss-Jordanin reduktiossa nelja ensimmaistid (yksikkomatriisista
poikkeavaa) ovat tyypin III alkeismatriisit

100 1 00
Er=( 010, E=(0 10|,
-5 01 0 & 1
10 0 1 -1 0
Ez=|01 -2, E=(0 10
00 1 0 01

Loput kolme ovat tyypin II alkeismatriiseja, joilla skaalataan diagonaalille ykko-
set:

00 1 00 10 0
Es=(0 10|, E=|0+ 0], E,=[01 0
001 001 00 ¥

1

Tehtéva 5.5.4 Suorita matriisin A muunto yksikkomatriisiksi kdyttden Esimerkin
5.5.3 alkeismatriiseja ;. Muodosta niiden kiinteismatriisit £; " ja laske A~
Tarkasta, etti AA~' = I. Ratkaisusta sivulla 90.
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5.6 Alimatriisit ja lohkotulot
Matriisin osittaminen

Joskus on tarpeen jakaa matriisi alimatriiseihin vetdmailli rivien ja sarakkeiden
viliin rajoja. Ndin muodostuu matriisin ositus (partition), joka koostuu pienem-
misté erillisistd matriiseista, lohkoista (block),jotka yhdessa muodostavat koko al-
kuperdisen matriisin. Timéd mahdollistaa esimerkiksi tietokoneohjelmissa olevien
matriisin kokorajoitusten kiertimisen.

Esimerkki 5.6.1 Osita matriisi

-2 3 -3 4 1 3

3 2 6 1 11
A=|-5 -3 3 22 —1 2
-1 4 1 2 24

-4 2 711 -3 6

niin, ettd saat mahdollisimman monta 2 x 2-alimatriisia.

Erds ratkaisu: Madritellaan

-2 3 -3 4 13
-5 -3 3 22 -1 2
ta=(215 73) ae=(3 %) au=(Ty 3

Aszr=(—4 2) Ap=(7 11) Az =(-3 ©)

Talloin A voidaan esittdd muodossa

Al 1 A12 A13
A= A21 A22 AZS
A31 A32 ASS

EsimerkKi 5.6.2 Miten poimitaan Az, edellisestd matriisista A muodossa A(p :
q,7:5)?

Ratkaisu. Azy = A(5:5,3:4) = A(5,3: 4).

Matriisitulo vektorimuodossa

Usein ositus tehdédédn jakamalla matriisi riveihin tai sarakkeisiin. Matriisin A =

(aij)mxn
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— rivejd merkittiin A(3, :),
— sarakkeita merkittiin a; = A(:, 7).

Lause 5.6.3 Matriisien A = (a;;)mxn ja B = (bi;)nx, matriisitulo voidaan esittdd
rivi- tai sarakemuodossa:

A(l,:)B
A(2,:)B
AB = .
A(m.,:)B
— (A(B(,1))" AB(:2)) A(B(:,1)))
= (Ab; Ab, ... Ab,)

Todistus. 1) Tulon AB i. rivi koostuu skalaarituloista A(i,:) - B(:,j), j =
1,2,...7r,ts.
(AB)(i,:) = A(1,:)B.

2) Vastaavasti tulon AB j. sarake muodostuu skalaarituloista A(i,:) - B(:,7), 1 =
1,2,...m,ts.
(AB)(:, ) = A(B(:, 7))

O

Lohkotulot

Kun matriisitulon tekijoiden lohkojen dimensiot ovat yhteensopivia, voidaan tulo
laskea my0s lohkoittain.

Lause 5.6.4 Olkoon matriisit A = (a;;)mxn ja B = (bij)nx, Ositettu eli jaettu
lohkoihin

s n—s t r—t
A= k A A ja B= s By Bis
m—k Axi Az n—s By By

(missd esim. Ay; on (m — k)X s-matriisi). Silloin

Ay A \( B Bi
AB =
(A21 Ago J\ Ba1 B
_ A B+ A1eBay A1 Big 4+ A9 Bas
Aoy By + AgeBay As1Big + Ay Doy )
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Todistus. Merkitddn C' := AB = (¢ij)mxr-

1) Osoitetaan ensin, ettd yo. summat ovat madriteltyjd ja muodostavat yhdessa
erddn mxr-matriisin D = (d,;). Koska Ay, on kxs- ja By; on sxt-matriisi, on
tulo Ay, By médritelty ja kokoa k xt. Vastaavasti A5 on kokoa kx (n — s) ja By
kokoa (n—s)xt, joten Aj5By; on kokoa kxt. Summa

Dy := Ay By + A1 Boy
on siis kokoa k xt. Vastaavasti osoitetaan, ettid
Dy := A1 Bz + A12Bay
on médritelty ja kokoa kX (r—t). Samoin matriiseista
Dyy = A1 Bi1 + A Boy ja Doy := A1 Bia + Az Bao

Dy; on kokoa (m — k) xt ja Dag (m — k) x (r — t). Ndin tulee médritellyksi m x -

matriisi
Dy Do
( j) (D21 D22)

2) Viite. ¢;; = d;; kaikillai € [m], j € [r].
Todistus. Kannattaa ensin kirjoittaa

Cij = Doy Gaby = Yoy aaby + Y s+1 ity
= A(i,1:8)-B(l:s,j)+ A(i,(s+1):n)-B((s+1):n,j)

a) Jos i < kjaj <t,niin edellisen mukaan

Cij = An(i, 1) ) Bn(i,j) + A12(i> 3) : 321(3,j)
- Dll(i,j) - D(Z,j) - d”

b) Jos ¢« < k, mutta 57 > ¢, niin

cij = Aun(i,:) - Bia(s,J —t) + Aia(iy:) - Boa(s,j — 1)
= D12<i7j - t) = D(Zvj) = dz]

c) Jos taas i > k ja j < t, niin vastaavasti

cij = An(i—k,:) - Bu(:,j)+ Aw(i —k,:) - Ba(:,7)
= Dzl(i - kaj) = D(@f) = dij-

d) Jos lopuksi ¢ > k ja j > ¢, niin

cij = An(i—k,:)  Bia(,j— )+A22(Z—k‘,1)'322(17j—t)
= DQQ(z—kj—t): D(i,j) =
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Lause 5.6.5 Jos matriiseissa

lohkojen dimensiot ovat yhteensopivia, ts. matriisissa A;; on yhtd monta saraketta
kuin rivejd matriisissa By, niin

AB =

missi

C’ij = Z Aszk]

k=1

Todistus. Samaan tapaan kuin Lause 5.6.4 O

Esimerkki 5.6.6 Laske lohkoittain tulo

3 -3 4 1 3 10 -1
2 61 11 01 2
-3 3 3 -1 2 -1 1 0
4 1 2 2 4 -2 0 0
2 21 =36 11 1

Ratkaisu. Olkoon ensimméiinen matriisi A ja toinen B. A on jaettu neljdén osaan

ja B kahteen:
All Al? Bl
A pu— B = ;
(A21 Agy By
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joten Lauseen 5.6.5 mukaan tulo lohkoittain on

A By + AiBy
AB =
<A2131 + A2z By

3 -3 -9 -
(2 610)+(—
— | /-3

4

2
0 4 —6
08 11
- |25 n
27 2
139 8

-9 + _

N = W
~N O Ot N
DN =W

Esimerkki 5.6.7 Oletetaan, ettd laskin pystyy kisitteleméin korkeintaan sata-
alkioisia matriiseja, mutta nditd voi olla muistissa ja kisiteltdvina useita. Miten
voidaan laskea kahden 15x 15-matriisin tulo?

Ratkaisu. Olkoon laskettava AB, missid A, B € R*15. Ositetaan matriisit niin,
ettd alimatriisit ovat enintédédn sata-alkioisia. Kahtia jako ei riitd, silld matriiseissa
on 225 alkiota. Ositus voidaan tehdé esimerkiksi jakamalla matriisit

a) kolmeen osaan, A vaaka- ja B pystysuunnassa. Tuloksena on 9 5x 5-matriisia,
jotka yhdessd muodostavat tulon AB.

b) neljddn osaan, esimerkiksi molemmat muotoa

10x10 10x5 i 8x8 8xT7

5x10 55 T8 TXT)’
Eri ositusten laskentanopeuksissa voi olla eroja!
Esimerkki 5.6.8 Olkoon A € R™*"™ muotoa

_(An O
=5 %)

missi A;; € R¥* &k < n. Osoita, ettd A on sdinnéllinen jos ja vain jos A, ja
Ass ovat. Mitd on A=1?

Ratkaisu. Merkitdédn yksikkomatriiseja 1,,, € R™*"™.

1) Jos Ay ja Ags ovat sddnnollisid, niin lohkotuloa kéyttden saadaan

An ON(AY O\ _(L O)\_,
O Ap)\ 0 Az ) \o 5,,)~ ™
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ja sama tulolle toisinpdin. Tdten A on sd@nnollinen ja
AL O
-1 _ 11
AT = ( @) A;j)
2) Kiintien, olkoon A sddnndllinen ja B := A~!. Ositetaan B samalla tavoin
kuin A:
By DB
B =
(321 B

B . (I O
AB—BA—In—(O ]n_k>

An O B B _ Ay B AnBie
O A22 BQl B22 A22821 AZQBQZ
Bll BlZ All O — BllAll BlQAZZ
By B O Ay By Ayy By Ay
Koska kaikkien matriisien vastinosat ovat samaa kokoa, on

AuBu = BunAn =1,
AgeBoy = BnAsw = I,

Koska

In,

I,.

joten Ay ja Agg ovat sddnnollisid kiddnteismatriiseinaan Byq ja Bos.
Lause 5.6.9 Olkoon A € R™*" lohkomatriisi muotoa
([ An Ap
A‘(O Agn )’
missd Ay € RF*F ja Ay, € R(-Rx(=k) 1 < k < n. Silloin A on si@nnéllinen
jos ja vain jos Aj; ja Ags ovat sddnnollisia.

Yleisemmin: jos A € R™™" on lohkoyldkolmiomatriisi muotoa

A A A oo Ay
O A22 A23 e Aka

A= O O A33 s Agk ,
O O O - Ay

missd kaikki diagonaalilla olevat alimatriisit A;; ovat neliomatriiseja, niin A on
saannollinen jos ja vain jos kaikki diagonaaliblokit A;; ovat sddnnollisia.

Todistus. Sivuutetaan tdlld erdad. O



5.7 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtdvid 5.3.9 : a) Kéytettyjd operaatioita vastaavat alkeismatriisit ovat

0 1 1 -1 10
(o) me( ) (o)

jolloin B = E3FE,FEqA.
b) Esimerkiksi I = FyF3F,F| A, missi

10 1 -2
A=(_3 ) r=(y i) me(
-3 1 0 1

Esimerkiksi I = G3G2G1 B, missa

10 10 1 -3
a=(h) () o6 )

¢) Esimerkiksi C" = HyH,C, missi

10 190
m=(i) m=(3 )

Tehtdvd 5.4.4: Selvitetddn yhtdloryhmén kerroinmatriisin sddnnollisyys viemalld
kohti porrasmuotoa:

O
— O
N~

=

I
N
o
albo O
N———

1 2 1\ R 1 2 1\ R, «R
2 -1 0 RQ ~ 0 -5 =2 RIQ<—R2—2R1
1 -3 -1 R3 0 -5 =2 Ré))(—Rg—Rl
1 2 1\ R/ —R,
~ |0 1 % RIQI<——%R/2
0 0 0/ RI—R,-R,

Kerroinmatriisi ei siis ole riviekvivalentti yksikkomatriisin kanssa. Lauseen 5.4.2
mukaan se ei ole sddnndllinen, ja Seurauksen 5.4.3 nojalla silléd ei ole yksikésit-
teistd ratkaisua. Koska silld homogeenisena on ratkaisuja — ainakin triviaalirat-
kaisu, on ratkaisujoukon oltava dédreton; porrasmuodosta nimittdin ndahdaén, ettid
vaikkapa 3 voidaan valita vapaasti.

Tehtdvd 5.5.4: Kédnteismatriisit tyypin II alkeismatriiseille saatiin korvaamalla
diagonaalin ykkosestd poikkeava luku kéénteisluvullaan, tyypin III taas korvaa-
malla diagonaalin ulkopuolella oleva nollasta eroava luku vastaluvulla. Pitdisi tul-
la
5 -1 1
= 1 2 =2
-5 1 10
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Tehtdva 5.3.11 : Matemaattisella induktiolla matriisien lukumaéairian suhteen.
IT) Tapaus n = 1 on selvi. Tapaus n = 2 on Lauseessa 5.2.1 kohta c).

12) n = k (induktio-oletus): Olkoon viite tosi jollakin arvolla k£ > 2, eli aina, kun
samankokoiset neliomatriisit A;, Ay, As, ..., A ovat sddnnollisid, niin

(A1 AgAz - Ap) = At AFTAT AL

13) n = k + 1: Olkoot matriisit Ay, Ao, As, ..., Ag, Arr1 samankokoisia sdén-
nollisid p x p-matriiseja. Huomaa, ettd nididen ei suinkaan tarvitse olla samoja kuin
edelld, vaikka niille kdytetdin samoja nimityksii!

Koska niistd esimerkiksi matriisit A;, Ay, As, ..., A; toteuttavat induktio-ole-
tuksen vaatimukset, niille patee my0s induktio-oletuksen kaava. Liitdnndisyyden
nojalla voidaan kirjoittaa

A1AsAz - ApAi = (A1A2Az - Ap) A

missd sulkulauseke ja A, ovat sddnnollisid px p-matriiseja. Néin ollen tulo on
sdadannollinen ja

(A1 AgAg -+ A Apr) 't = A];il(AlAQAg AT
Induktio-oletuksen mukaan tésti:
A (A As A - A) ™ = A (AT AFTATTATY),
Siis vield kerran liitdnndisyyttd kdyttden saamme yhteensi
(AjAsAg - ApApyr) ™ = A A AFTATT AT

Tapaus n = k + 1 eli induktioaskel on néin todistettu.

Kohtien I1-3) ja induktioperiaatteen nojalla véite on tosi kaikilla n € N.
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Jokaiseen reaaliseen neliomatriisiin liittyy erds reaaliluku, matriisin determinantti,
jonka arvo kertoo matriisin singulaarisuuden; matriisi on singulaarinen tdsmélleen
silloin kun sen determinantti hividi (eli = 0). Jos determinantti on ldhes nolla, on
oltava varovainen mm. kéddnteismatriisin laskemisessa; pieni muutos matriisissa
aiheuttaa siind suuren muutoksen ja likiarvoisessa laskennassa on yli- tai alivuo-
tojen vaara.

6.1 Determinantin maaritelma

Determinantti on kuvaus
det =] |: R™" — R,

joka tdssd esityksessd maddritelldin induktiivisesti pienempien determinanttien
avulla. Aluksi kuitenkin ehki jo ennestdédn tutut Sarrusin sddnnot (Pierre Sarrus,
Ranska, 1798-1861):

Sarrusin sdinto 2 2- ja 3 x 3-determinanteille
Sarrusin sddnndéiksi sanomme vinoittaistuloihin perustuvia kaavoja

aix a2

= Qa11Q22 — A12021,

Q21 A2
ailz a2 a3
Qo1 G2 Q23| = 11022033 + (12023031 + G13G21G32

azyp azz Aa33

—Qa31022013 — (32023011 — A33021012-
Aluksi voi olla helpompi kiyttdd apusarakkeina 1:n ja 2:n kopioita:

11 a2 i3 | @11 A2
Q21 Q22 QA23 | A21 A22
31 Aagz G33 | a31 A32

Esimerkki 6.1.1 Lasketaan Sarrusin saannolla:

3 =2
7T 93

': 3-5—7-(~2) =29
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2 1 -3
43 2] = 2:3-(=1)+1-2-24(=3)-4-1
2 1 -1

—2.3.(=3)—1-2:2—(=1)-4-1=4.

Sovitaan muutamia determinantin varsinaisessa maaritelméassi kaytettdvia nimi-
tyksid. a) Reaalilukumatriisin

aj; Az - Qi - Alp
921 I II
A= (aij)nxn =
a"l:]_ DY .« .. a/ij .« .. ain
117 A%
Gn1 QA Qpn

alkiota a;; vastaava matriisi M;; on se (n—1)x (n—1)-matriisi, joka saadaan mat-
riisista A poistamalla rivi ¢ ja sarake j; siis rivi ja sarake, jolla a;; itse on. Siis

I :IT

ij

117 2 IV

b) Luku A;; := (—1)"*7 det(M;}) on alkion a;; kofaktori eli komplementti.
Luvuista A;; muodostettua matriisia sanotaan usein matriisin A kofaktorimatrii-
siksi cof(A).

Esimerkki 6.1.2 Lasketaan matriisin

1 -2 =3
A=|4 -5 6
7 8 -9

rivilld 1 sarakkeessa 2 olevaa alkiota vastaava matriisi ja kofaktori.

Ratkaisu. Lasketaan siis alkiota a;» vastaava matriisi M é ja kofaktori Ajs:

46 4 6
Mé:(? —9)’ A12=(—1)3det(Mé)=(—1)~'7 _9‘278
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Méiritelmi 6.1.3 Neliomatriisin A = (a;;) € R™*" determinantti on luku

11 Ai2 -+ Q1p

a a e a
det(A)=1Al=| .

An1 Ap2 -+ App

joka maédritelldén induktiivisesti kullekin matriisikoolle nxn seuraavasti:
1 x 1-matriisin determinantti (dld sotke itseisarvoon!)

|CL11| = a- (3)

2 X 2-matriisin determinantti médritelldén rivin 1 ja kofaktorien lineaarikombinaa-
tiona

apr a2
a1 A22

= Cl11A11 + a12A12 = A11Q22 — A12G21, 4)

missd kofaktorit sisdltdvit yksirivisid determinantteja.
3 x 3-determinantti méiritelladn edelleen 2 x 2-determinanttien avulla

ail a2 ais

a1 A o3 | = apAn + apdie + aizdis
az1 asz g3

. Q29 (23 o1 Q23 o1 Q22

= a1 — a13 + a3

a32 33 a31  as3 a31 a3z
= 11022033 — (11A23432 — Q12021433
+a12023031 + G13G21032 — 13022031 .
(5

Yleisesti, n xn-matriisin A determinantti méiritelldin induktiivisesti

R a1y, jOS "= 17
det(4) := { a1 A + arpAin + -+ @A, josn > 1,

missd summalauseke on kofaktorikehitelmd (cofactor expansion).

Tehtiava 6.1.4 Maaritd Esimerkissd 6.1.2 olleelle matriisille

1 -2 =3
A= (CLZ‘j) =|4 -5 6
7 8 -9

1. rivin alkioita vastaavat matriisit ja kofaktorit, sekd laske determinantti.
Ratkaisu sivulla 108.
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On ilmeistd, ettd 2x2- ja 3 x 3-determinanttien tapauksessa Sarrusin sdinto on so-
pusoinnussa midritelmimme kanssa.

Tehtiva 6.1.5 Maidirita matriisin

1-X
A= 4 —5—
7

0 > N

1
6
2—)

determinantti a) méddritelman mukaan, b) Sarrusin sdannolla.
Ratkaisu sivulla 108.

Varoitus! Suuremmille determinanteille ei ole vastaavaa sdidntod! Suuremmat de-
terminantit lasketaan yleensé joko

1) kehittimélld determinantti jonkin sarakkeen (tai rivin) suhteen (ks. Mééritelma
6.1.3 ja Lause 6.2.1) tai

2) eliminointimenetelméalli (ks. Esimerkki 6.7.1).

Edellinen merkitsee determinanttilaskun "pilkkomista" yhéd pienempien determi-
nanttien laskemiseksi, jilkimméinen determinantin muuntamista alkeisoperaa-
tioilla yksinkertaisempaan muotoon. Kehittimismenetelmén laskutoimitusten méa-
rd nousee jyrkisti matriisin koon kasvaessa (ks. Luku 6.8), joten se ei sovellu suur-
ten determinanttien numeerisiin laskuihin.

6.2 Determinantin kehittiminen

Mairitelméssd determinantti on kehitetty 1. rivin suhteen. Yhtd hyvin voidaan
kayttdd muuta rivid tai saraketta (todistus sivuutetaan tdssé vaiheessa)

Lause 6.2.1 Neliomatriisin A € R™*" determinantti voidaan laskea kehittamalla

se minké tahansa rivin tai sarakkeen suhteen, ts.

n n

det(A) = > (=1)"ay det(My) = Y _(—1)"ay; det(My))

k=1 =1

kaikilla ¢, j € [n]. Merkinvaihtokertoimelle (—1)""* pitee muistisdanto
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Esimerkki 6.2.2 Laske matriisin

2 -1

1
A=,

0 —4

6 DETERMINANTTI

0 -3
0 1
-1 0
1 2

determinantti: a) madritelmin mukaan, b) edullisimmalla tavalla kehittamalla.

Ratkaisu. a) Méiritelméin 6.1.3 mukaan determinantti on
2det(M11) - (—1) det(Mlg) + 0- det(Mlg) - (—3) det(M14)

3 1 01 1 0
= 2 2 -1 0|+]-1 -1 0|+3|-1 —1
—4 0 1 2 0 —4 1
Niamai edelleen médritelmian mukaan:
3 01
-1 0 20 2 —1
2 =1 0 3 -0 +1-
4 1 92 1 2 —4 2 —4 1
= 3-(-2)+(-2) = -8
1 01
-1 0 -1 0 -1 -1
-1 -1 0] =1 —-0- +1-
0 1 9 1 2 0 2 0 1
= —2—-1=-3
1 3 0
2 —1 -1 -1 -1 2
A e
0 —4 1 —4 1 0 1 0 —4
= —2-3-(-1)=1

Siis det(A) =2 (—8) + (—=3) +3-1 = —16.

b) Koska kolmannessa sarakkeessa on kaksi nollaa, kehitetdin sen suhteen:

2 -1 -3 2 -1 -3
det(A)=(-1)|1 3 1]|- 1 3 1|=-34+18=—-16.
0 —4 2 -1 2 0
Tehtivi 6.2.3 Laske
2 1 -3
0 3 2
2 0 —1

a) madritelmédn mukaan,

b) kehittimilld 1. sarakkeen suhteen,
¢) kehittdmilld 2. sarakkeen suhteen.
Ratkaisu sivulla 108.
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6.3 Determinanttien laskusidintoja
Seuraus 6.3.1 Neliomatriisille A on det(A) = 0, jos
a) sen jokin rivi tai sarake on pelkkid nollia tai
b) siind on kaksi identtista rivia (tai saraketta).

Todistus. a) on ilmeinen, b) harjoitustehtiva. O

Seuraavat sddnnot on muotoiltu 1. sarakkeelle, mutta vastaava tulos pétee mille
tahansa sarakkeelle ja riville.

Lause 6.3.2 a) Neliomatriisille A = (a;;) ja reaaliluvulle ¢ pdtee

ca1x Ai2 - QAip 11 Q2 - QAip

Clg1 A2z -+ Q2p Q21 Q22 -+ A2p
=cC . . . . 5

Cap1 Ap2 - App Ap1 Ap2 - Qpn

ts. rivistd (tai sarakkeesta) voidaan ottaa yhteinen tekijd determinantin eteen.

/ "
a11+a11 Q12 -+ Qip
/ "
CL21—|—CL21 CL22 A a2n
b) : .
! "
CLnl_{—anl Qn2 -+ Qdnn
a// a PRI a/ CI//, a/ DRI a/
11 12 in 11 12 in
/ "
_ Qg1 Q22 - d2p Qg Q22 ~-* d2p
/ "
anl Ap2 -+ Qpp a'nl Ap2 -+ Qpp

Todistus. a) Kehitetddn determinantti 1. sarakkeen mukaan:

ca11 Aiz2 - Aip
C1 Q22 ++° Ag2p

D = . . . . = caj1 A + cagi Aoy + -+ + caniApa,
Clp1 Ap2 -+ Qpp

missd on otettava huomioon, ettd determinantissa alkioiden caj; kofaktorit ovat
samat kuin ay:n. Siis

D= C(CLHAH + CL21A21 + -+ anlAnl) = cdet(A).
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b) Kehitetddn determinantti 1. sarakkeen mukaan ottaen taas huomioon kofakto-
rien riippumattomuus itse alkiosta:

n n

Z(a;1+a;’1)Ai1 = Z a; A + i ajy A

i=1 =1 =1
O

Seuraus 6.3.3 Jos A = (aij)nxn ja ¢ € R, niin tyypin III alkeisoperaatio ei muuta
determinantin arvoa:

a1 +caip a2 - Qg a1 Q12 - Alp
Qo1 + CQoa Q22 -+ Qo Q21 Q22 -+ A2p
an1 + Chp2 Qp2 - App An1 Ap2 - App

Todistus. Esitetdén lasku sarakevektorein
A=(ajay ... a,).
Hajotetaan 1. determinantti Lauseen 6.3.2 laskukaavoja a) ja b) kéyttden:

‘a1+ca2 a ... an‘ = }al as ... an‘+‘ca2 a ... a,
= det(A)—i—c‘aQ a, ... an‘.

Seurauksen 6.3.1 mukaan jilkimméinen hévidi ja tulos on det(A). O

Lause 6.3.4 Determinantin kahden rivin (tai kahden sarakkeen) paikkojen vaih-
taminen muuttaa determinantin vastaluvuksi.

Todistus. Seurauksen 6.3.3 mukaan determinantin arvo sdilyy tyypin III muun-
noksissa:

(a2 al)—>(a2—a1 al)—>(a2—a1 ag)—>(—a1 82>.

Olkoon A = (a;),x, ja B matriisi, joka on saatu matriisista A vaihtamalla sarak-
keet a; ja a; keskendin.

det(B) = ‘al ooay L.oa ... an|
= ‘al ooaj—ay ...oa ... an‘
= ’al oaj—a . oyt (ag—ay) ... an|
= ’al o (aj—a)—a; ... oa; ... an}
= ‘al co—ay L..oay ... an|:(—1)‘a1 cee ...oa,

Lauseen 6.3.2 a) mukaan det(B) = — det(A). O



6.3 Determinanttien laskusdintoji 99

Lause 6.3.5 Neliomatriisille pétee det(A) = det(AT).

Todistus. Induktiolla: 1) Viite on tosi 1 x 1-matriiseille.

2) Oletetaan, ettd viite pitee k-rivisille neliomatriiseille. Olkoon A = (a; )
(k+1)-rivinen neliomatriisi. Matriisit A ja A" = (a;;) ovat kuvan 13 mukaiset.
Alkiota a,; vastaava matriisi Mﬁ- koostuu alimatriiseista By ja B, ja vastaavasti
alkiota a3, vastaava matriisi M ﬁT niiden transpooseista B ja BI. Selvisti (ks.
Kuva 13)

MAT = (M)

(et )X (k1) _GeDx(keD)
a,.|— i
1 i T
R N B
A = i i i i AT: aﬁ
. By | | By | J T
1 I ! 1 T
A At
M],‘ 6Rk><k

Kuva 13: Matriisien A ja A7 determinanttien kehittimisesti

Mairitelméan mukaan kehitettyna

k+1
det(A) =Y~ ay;(—1)" det(M;}).

j=1
Matriisit M 1“} ovat kokoa k x k, joten induktio-oletuksen ja edelld todetun mukaan
det(M{}) = det((M{h)") = det(MA"),

k+1

det(A) = Y ay(—1)"* det(M]).
j=1

*

Koska ay; = af, kehitelmin oikea puoli on det(A”) kehitettynd ensimmiisen
sarakkeen mukaan, toisin sanoen

k+1 k+1
det(A) = " ay(—1)"7 det(Mi) =Y " al (1) det(M;]") = det(A”).
j=1 j=1

Induktioperiaatteen mukaan vdite on tosi kaikenkokoisille neliomatriiseille. O
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Lause 6.3.6 Jos A = (a;;)nxn On yld- tai alakolmiomatriisi, niin determinantti on
paildvistdjin alkioiden tulo, eli

det(A) = H Qi3 = A11G922 * * * App -

i=1

Todistus. Harjoitustehtdavi. O

6.4 Alkeismatriisien determinantit
Yksikkomatriisin determinantin arvo on Lauseen 6.3.6 mukaan 1.

Lause 6.4.1 Olkoon F on alkeismatriisi ja o # 0 luku, jota on kdytetty kertoime-
na matriisia / muodostettaessa. Silloin

—1, jos E on tyyppidl,
det(E) = a, jos E on tyyppid II,
1, jos E on tyyppid IIL.

Todistus. Tyypin I alkeismatriisille viite seuraa Lauseesta 6.3.4, tyypin II matrii-
sille Lauseesta 6.3.2 ja tyypin III matriisille Seurauksesta 6.3.3. O

Seuraus 6.4.2 Jos A on nxn-matriisi ja £/ samankokoinen alkeismatriisi, niin
det(FA) = det(F) det(A) = det(AE).
Yleisesti, jos Fjq, ..., Ej ovat alkeismatriiseja, niin

det(Ey - -+ ExA) = det(Ey) - - - det(Fy) det(A) = det(AE; - - - Ek).

Todistus. E'A on matriisi, joka on saatu suorittamalla matriisille A sama riviope-
raatio kuin muodostettaessa yksikkomatriisista . Kyseinen operaatio aiheuttaa
determinanttiin saman muutoksen kuin kertominen luvulla det(F)).

Tarkemmin: Olkoon p := det(A). Jos E on tyyppii
L, niin det(EA) = —p ja det(E) det(A) = (—1)p (Lause 6.3.4)
IT, niin det(FA) = ap ja det(F) det(A) = ap (Lause 6.3.2)

III, niin det(EA) = p ja det(F) det(A) = p (Seuraus 6.3.3).
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Vastaavalla tavalla sarakeoperaatioille. Yleinen tapaus todistetaan induktiolla tai
kiyttiden toistuvasti tulon liitinndisyyttd:

= det(El) det(E2 E3 Ek A)
= det(E))det(Ey (E5--- Ep A))
= det(El) det(EQ) det(E3 (E4 Ek A))

N det(E}) det(E,) - - - det(Ey) det(A).

Huomaa, ettd prosessi vdistamattd paittyy, k£ askeleen jilkeen! O

6.5 Determinantti ja saannollisyys
Lauseen 6.4.1 mukaan alkeismatriisin determinantti on nollasta poikkeava.
Lause 6.5.1 Neliomatriisi A on sdannéllinen jos ja vain jos det(A) # 0.

Todistus. On samanarvoista osoittaa, ettd neliomatriisi A on singulaarinen silloin,
ja vain silloin, kun det(A) = 0.

Olkoon A muunnettu alkeismatriiseja £; kidyttden porrasmuotoon
U=E.E; - EA.
Seurauksen 6.4.2 nojalla
det(U) = det(Ey) det(Eg_1) - - - det(Ey) det(A),

missd alkeismatriisien determinantit ovat nollasta poikkeavia. Siis det(A) = 0 jos
ja vain jos det(U) = 0.

1) Jos A on singulaarinen, on vastaavalla homogeeniyhtdlollda Ax = 0 ei-
triviaaleja ratkaisuja. Tédten matriisin U viimeinen rivi on pelkkid nollia ja

det(A) = det(U) = 0.

2) Olkoon det(A) = 0.

Antiteesi: A on sddnnollinen. Silloin my6s U olisi sdédnnollinen ylikolmiomatriisi,
jonka diagonaalilla on ykkoset. Olisi det(U) = 1 ja siten det(A) # 0, mikd on
ristiriita oletuksen kanssa. Siis A on singulaarinen. O
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Tehtava 6.5.2 Onko yhtdloryhmalla

r, + 21’2 + 31’3 + 4[L‘4 = 5
6x1 + Txo + 8x3 4+ 9x4 = 10
11z;y + 1229 + 1323 + 144 = 15

1627 4+ 1729 + 18x3 + 1924 = 20

yksikisitteinen ratkaisu? Onkohan ratkaisuja ollenkaan? Ratkaisu sivulla 109.

6.6 Tulon determinantti

Alkeismatriisien tulon determinantti voitiin laskea determinanttien tulona. Sama
pétee yleisestikin.

Lause 6.6.1 Jos A ja B ovat nxn-matriiseja, niin

det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).

Todistus. 1) Jos B on singulaarinen, niin AB on singulaarinen (harjoitustehtivi),
joten viite on tosi Lauseen 6.5.1 nojalla (molemmat puolet nollia).

2) Jos B on siddnnollinen, niin se on Lauseen 5.4.2 mukaan esitettivissi alkeis-
matriisien tulona B = F - - - Ej. Seurauksen 6.4.2 nojalla

det(AB) = det(AFE; - - - Ey) = det(A)(det(Ey) - - - det(Ey)) = det(A) det(B).

|

Seuraus 6.6.2 Jos A on sidinnollinen neliomatriisi, niin

1

det(A™) = det(A)’

Todistus. Koska AA™" = I'jadet(I) =1, on
1 =det(A™tA) = det(A™) det(A).
O

Seuraus 6.6.3 Jos samankokoisille neliomatriiseille A ja B on
AB =1,
niin A on sd#nndllinen ja A~! = B.

Todistus. Harjoitustehtdva. O
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6.7 Eliminointimenetelméa

Determinantin laskeminen kehittimismenetelmalla vaatii yleensé runsaasti lasku-
toimituksia. Determinantti voidaan laskea my6s muuntamalla se alkeisoperaatioil-
la yldkolmiomuotoon (vrt. Lause 6.3.6). Tissi tarvitaan huomattavasti vidhemmén
laskutoimituksia.

Jos A on singulaarinen, on sen yldkolmiomuodossa rivi nollia, erikoisesti diago-
naalilla on noll(i)a. T4lloin det(A) = 0, miki paljastuu seuraavassa prosessissa:

Muunnetaan A determinantin sisélld ylikolmiomuotoon kayttien ri-
vioperaatioita (tai sarakeoperaatioita) I ja IIl. Operaatio 11l ei muuta
determinantin arvoa, mutta operaatiossa I on muistettava determinan-
tin etumerkin vaihtuminen. Saadun yldkolmiomatriisin determinantti
on Lauseen 6.3.6 mukaan livistéjén tulo.

Esimerkki 6.7.1 Lasketaan determinantti

2 -1 0 -3
1 3 0 1
-1 2 -1 0
0 -4 1 2

eliminoimalla alkaen rivien ja sarakkeiden vaihdoilla: vaihdetaan 1. ja 3. rivi, 2.
ja 4. rivi sekd sitten 1. ja 3. sarake:

2 -1 0 -3 —1 2 —1 0 -1 2 -1 0
1 3 0 1| | 0 -4 1 2| 1 -4 0 2
-1 2 -1 0| | 2 -1 0 -3 | 0 -1 2 -3
0 —4 1 2 1 3 0 1 0 3 1 1
Lopuksi viedddn yldkolmiomuotoon tyypin III alkeisoperaatioilla:

-1 2 -1 0| R, -1 2 -1 0| R

1 —4 0 2| Ry 0 -2 —1 2| Rj

0 -1 2 -3/ Rz | 0 -1 2 3| R,

0o 3 1 1| Ry 0 3 1 1| R,

-1 2 -1 0| Rl

B 0 -2 -1 2| Ry

- | 0 0 3 —4| R

0 0 -1 4| Ry

-1 2 -1 0| R"

B 0 -2 -1 2| RY

-~ | 0 0 2 —4| RY

0 0 0 | Ry

= —(-1)(-2)-3- ¥ =-16.
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Tehtava 6.7.2 Merkitse nidkyviin esimerkin 6.7.1 operaatiot.
Ratkaisu sivulla 109.

6.8 Laskutoimitusten maaristi

Verrataan determinantin laskemiseen tarvittavien laskujen (maksimi)méaérid kehittamis-
ja eliminointimenetelmissi. Olkoot Y,* ja K* kehittimismenetelmén ja Y, ja K¢
eliminointimenetelmiin yhteen/vihennys- ja kerto/jakolaskujen méérit laskettaes-

sa n xn-determinanttia.

Kehittimismenetelmésséd tietyn m xXm-determinantin laskeminen sisdltdd m ko-
faktorin ((m—1) x (m—1)-determinantin) kertomisen luvulla ja ndiden tulojen yh-
teenlaskemisen (merkinvaihtotermi (—1)""/ merkitsee yhteen- tai vihennyslas-
kua). Nidin saadaan palautuskaavat

Y o= mYi  +(m-1), Y¥ = 1,
Kk = mKF_, +m, Ky = 2

joista saadaan mitki tahansa Y,* ja K*.

Eliminointimenetelmille voidaan johtaa palautuskaavat (vrt. Esimerkki 6.8.1).

Yo o= Yo+ (m-1)72 Yy = 1,
K¢ = K& \+(m-1)m+1, K = 3.

Induktiolla voidaan todistaa suorat kaavat

YE = n!—l‘Yne = n(n—1)2n—1)

n

n—1

k
Ko=),
p=1

3

(n—1)(n*+n+3)

Wl

!
l

i)

K”EL B

Nihdidn, ettd suurilla n menetelmien erot ovat valtavat:

Vixnl | KF~1.7n
e ~ 1,3 e ~ 1,3
ansn‘angn

Esimerkiksi arvolla n = 20 maarit ovat

Y =243-10'%, Kk =4.18-10',
Yo = 2470, K, = 2679.
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Esimerkki 6.8.1 Eliminoinnissa olkoon edetty sarakkeeseen ¢, jolloin tyypin III
operaatioita tarvitsee suorittaa vain vektoreille B; := A(j,i+1 : n):

11
0 929
0
0 0 (077 Qjj (0779 Bz
0 0 i Qitk,j Qitkn | Bitk
0 0 Qi nj Ann B,

.:nnen vaiheen yhden alkion a; ; nollauksessa

a/ . .
/ i+k,i
B, B;

k< Biyk — -
tarvitaan n — ¢ + 1 kertolaskua, n — ¢ yhteenlaskua ja yksi jakolasku. Vaiheessa
i tarvitaan kaikkiaan (n — i)(n — ¢ + 1) kertolaskua ja (n — i)(n — ¢) yhteenlas-
kua. Koska vaiheita on 2 = 1, 2, ..., n—1 ja lopuksi on laskettava tulo H?Zl iz
yhteenlaskuja on

n—1

(n—1)2+(n—2)2+-~-+22+12:;(n—z’)Q:én(n—l)@n—l)
ja kertolaskuja
m=—1n+n-2)n—1)+ -+ +2-3+1-2+(n—1)
= 2 (n=dn—i+ )+ (n-1)
= %(n—l)(n2—|—n—|—3).

Viimeisten muotojen todistaminen kiy esimerkiksi induktiolla.

Tehtivia 6.8.2 Todista induktiolla Esimerkin 6.8.1 kertolaskujen midrdd koskeva
tulomuoto.

Ratkaisu sivulla 109.



106 6 DETERMINANTTI

6.9 *Lohkomatriisien determinanteista

Tarkastellaan lohkomatriisien determinantteja. Muistamme, ettd ylakolmiomatrii-
sin determinantti saatiin diagonaalialkioiden tulona (Lause 6.3.6). My0s lohkoyli-
kolmiomatriisin determinantti on saatavissa néin, mikili lohkodiagonaalilla olevat
matriisit ovat nelibmatriiseja.

Lause 6.9.1 Olkoon A € R™*™ lohkomatriisi muotoa
_[An A
A‘(o a2 )’
missd Aq; ja Ayg ovat neliomatriiseja. Silloin

det A = det Ay - det Ags.

Yleisemmin: jos A € R™™" on lohkoyldkolmiomatriisi muotoa

All AIQ A13 T Alk

O A22 A23 e AQk

A= @) O A33 s Agk
O O 0O - A

missd diagonaalilla olevat alimatriisit A;; ovat neliomatriiseja, niin

Ay A A - Ay
O Ayp Ay -+ Ay
) O A33 U A3k = det All - det A22 - det Akk
O O O - Au

Todistus. Sivuutetaan tilld erdd. O
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6.10 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtdva 6.1.4: Vastaavat matriisit ja kofaktorit ovat

My = (‘Z _S) Ay = (—1)2det(M11):1-’_g _8'2—3

My = (‘7L _S) Ap = (—1)3det(M12):(—1>.‘§ _8'278

My = (‘71 ‘2) Ay = (—1)4det(M13):1-‘;l _2‘267
det(A) =1+ (=3) + (—2) - 78+ (=3) - 67 = —3 — 156 — 201 = —360.

Tehtidvd 6.1.5: a) méidritelméin mukaan
1-X 2 1
4 =5=X 6 |=(1-X) ‘
7 8 2—)\

—5—-XA 6

8 2-\|

406 | 4 -5
7 2-A T8 |

b) Sarrusin sddnnolli taas aloitetaan

1-A 2 1
4 —5=XA 6 | = (1=A)(=5=A)(2—)) + 267+ 1-4-8
7 8 2-A
—T-(=5=A)-1 — 8:6-(1=\) — (2—A)-4-2 =

Molemmilla tavoilla saadaan lopputulos

det(A) = —A3 =2\ + 76\ + 77.

Tehtidvd 6.2.3: a) méidritelméan mukaan:

2 1 -3
03 2/=27 2-1|? 21|V 3= 6rar18=16
5 0 1 0 —1 2 —1 2 0

b) kehittimailld 1. sarakkeen suhteen:

2 1 =3
03 2/=2/2 ?|_0o|! P2l Plo 6 0r2=16
0 -1 0 —1 3 2
2 0 —1
¢) kehittdmalla 2. sarakkeen suhteen:
2 1 -3
0 2 2 =3 2 =3
03 2 :—1‘2 _1‘—1—3’2 _1‘ 0’0 2':44—3(—2—1—6):16

2 0 -1
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Tehtdvd 6.5.2: Kvadraattisella yhtdloryhmailld on yksikésitteinen ratkaisu jos ja
vain jos kerroinmatriisi on sd@nnéllinen (Seuraus 5.4.3), miki puolestaan tapahtuu
tasmilleen silloin kun sen determinantti on # 0 (Lause 6.5.1). Determinantissa
voidaan tehdd yhtaikaa tyypin III operaatiot

1 2 3 4| R 1 2 3 4| Rl R

6 7 8 9| R, |5 5 5 5| R—R—R
11 12 13 14| Ry |11 12 13 14| R; < R3
16 17 18 19| Ry 5 5 5 5| R« Ry—R;

Determinantissa on kaksi identtisté rivid, joten Seurauksen 6.3.1 nojalla determi-
nantti = 0. Siis ei ole yksikdsitteistd ratkaisua, ts. ratkaisuja voi olla O tai enem-
min kuin yksi. Viemilld yhtdaloryhmé porrasmuotoon nihdéén, ettd ratkaisuja on
ddrettOmasti.

Tehtédvi 6.7.2: Loppupuolen operaatiot

-1 2 -1 0| R -1 2 -1 0| R« R,
1 -4 0 2| Ry 0 -2 -1 2| R,—Ry+ R,
0 -1 2 3| Ry | 0 -1 2 —-3| Ry« Ry
0 3 1 1| Ry 0 3 1 1| R, <Ry
-1 2 -1 0| Rl — R,
B 0 -2 —1 2| R R,
- | 0 0 3 —4| Rj—R,-1iR,
0 0 —1 4| R]«< R,+3R,
-1 2 -1 0| R~ R/
I —% 2| RY «— Rl _ 16
- /1 /! - .
0 0 b ou| R
5 4 4 543

Tehtiivi 6.8.2: Induktiolla 0-1 = 0, kunnossa.
Induktio-oletus: véite pitdd paikkansa arvolla £ jollakin & € N, ts.
(k=1k+ (k=2)(k—1)+---+2-34+1-2+ (k—1) = 5 (k — D(K*+k+3)
Arvolla k+1 viitteen oikea puoli on
L E((k+1)* + (k+1) +3) = 2 k> + K* + 2 k.
Vasen puoli taas on k(k+1)+ (k—1)k+ (k—2)(k—1)+---42-3+1-2+ (k+1-1),
jossa sopivasti ryhmitellen péddstiddn kdyttdimiin induktio-oletusta:
k(k+1) + [(k—1)k+ (k—2)(k—1)+---+2-3+1-24+(k—1)]+1
sk =1D(F +Ek+3)+k(k+1)+1 =2k + K + 3k

Induktioperiaatteen nojalla viite pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla.
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Sadnnollisen matriisin kiddnteismatriisi voidaan laskea sen kofaktorien matriisin
Jja determinantin avulla. Jos kvadraattisella yhtdloryhmaélld on yksikésitteinen rat-
kaisu, se voidaan laskea determinantteja kdyttdvdn Cramerin sdidnnon avulla (ks.
Luku 7.3).

7.1 Kofaktori- ja liittomatriisi

Olkoon A = (a;;j)nxn ja merkitddn edelleen alkion a;; kofaktoria
Ay = (=1)" det (M),

missd M;; on saatu matriisista A poistamalla rivi ¢ ja sarake j.

Tehtivi 7.1.1 Laske matriisin A kofaktorimatriisi cof (A), siis matriisi, joka saa-
daan korvaamalla matriisin A alkiot niiden kofaktoreilla, kun

3 0 1
A=|-2 5 2
3 2 =2

Ratkaisu sivulla 116.

Apulause 7.1.2 Kofaktoreille pitee kaikilla ¢, j € [n]

det(A), kuni=j
aitAj1 + aigAjo + -+ ainAjy = { 0, 7 kun i # ji
Todistus. Jos i = j, kyseessd on determinantin kehittdminen rivin ¢ suhteen.
Olkoon toiseksi 7 # j. Olkoon A* = (a;;) matriisi, jossa matriisin A rivi j on
korvattu rivilla 2, siis

a1; Q2 - Aip @11 A2 - Alp

an Qg v Qi |0 aip - Gig e Qi | A(d, )
A= A* = [

a1 G Qjp Qjn | J an Qi g i | Al)

Qp1 Ap2 - App Ap1 Qp2 - App
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Lauseen 6.3.1 a) mukaan det(A*) = 0. Toisaalta, kun lasketaan det(A*) kehit-
tdmélld rivin j suhteen ja otetaan huomioon, ettd A;;, = A;k (rivin j sisdlto ei
vaikuta kofaktoreihin!), saadaan

n n n

0=det(A") = aj A =Y andy =Y apdj.

k=1 k=1 k=1

Siis viite pitee my0s arvoilla ¢ £ j. O

Maéritelmé 7.1.3 Neliomatriisin A = (a;;)nx, adjungoitu matriisi eli liittomat-
riisi on samankokoinen neliomatriisi

All A21 T Anl
adj(A) := _12 _22 , 2= cof (A)T.
Aln A2n e Ann

jossa matriisin A alkiot on korvattu kofaktoreillaan ja suoritettu transponointi.

7.2 Kaianteismatriisin laskeminen liittomatriisin avulla
Lause 7.2.1 Siannolliselle neliomatriisille A on

1 .
AT = madJ(A).

Todistus. Apulauseesta 7.1.2 seuraa, ettd tulomatriisin A (adj(A)) diagonaalilla
on luvut det(A) ja muualla nollat, nimittdin

ayj; Qi -+ Qn Ay Ay e Ajl A
21 Q22 -+ Qgp Ajg Agp -+ Ajp o Ay
A(adj(4)) = w an e
Al Qp2  **° Gnn Ay, A,y oo Ajn A
det(A)
det(A) 0
B =det(A) I
0 det(A)

det(A)



112 7 LIITTOMATRIISI JA CRAMERIN SAANTO

Siis A (adj(A)) = (det(A))I. Koska A on s#inndllinen, on olemassa A~! ja
det(A) # 0. Kertomalla yhtdlo vasemmalta kdédnteismatriisilla ja jakamalla lu-

vulla det(A) saadaan
1

det(A)

adj(A) = A~
a

Tama teoreettisesti sievi tulos ei ole kdytinnon laskuissa kovin miellyttidva; sii-
né joudutaan laskemaan n? kpl (n—1)x (n—1)-determinantteja seki tietysti yksi
kokoa nxn.

Tehtiva 7.2.2 Laske Tehtdvin 7.1.1 matriisin A kdidnteismatriisi. Ratkaisu sivul-
la116.

Esimerkki 7.2.3 Laske liitto- ja kdédnteismatriisi matriisille

2 -1 0 -3
1 3 0 1
A= -1 2 -1 0
0o -4 1 2
Ratkaisu. Esimerkissd 6.7.1 on laskettu det(A) = —16. Liittomatriisia varten on
laskettava 16 kappletta 3 x 3-determinantteja:
3 01
AH == —|— 2 —1 O :—6+2—4:—8,
-4 1 2
1 1
A12 = - —1 —1 0 :—(—2—1):3,
0 1 2
-1 0
Ay = +| 1 3 0|=—-6-1=-T.
-1 2 -1

Adjungoitu matriisi saadaan asettamalla luvut A;; sen sarakkeiksi; kd4inteismat-
riisi puolestaan edelleen jakamalla determinantilla:

_8 -8 -8 -8
1 1| 3 -1 5 5

-1 _ . - =
AT =i =—61 1y 6 34 18

1 —5 -7 -7
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7.3 Yhtidloryhmin ratkaisu Cramerin sainnolli

Olkoon Ax = b kvadraattinen nxn-yhtdloryhmi. Seuraavassa ratkaisumene-
telméssd joudutaan pahimmillaan laskemaan n + 1 kappaletta n-rivisid determi-
nantteja. Mutta jos Cramerin sddntod (Gabriel Cramer, Sveitsi, 1704-1752) kiyte-
tadn esimerkiksi lineaarisen differentiaaliyhtilon vakioiden variointimenetelmaés-
sd, jossa b sisiltdd vain yhden nollasta poikkeavan luvun, joudutaan laskemaan
vain yksi n-rivinen ja n kappaletta (n—1)-rivisid determinantteja.

Lause 7.3.1 (Cramerin sdinto). Olkoon A € R™"™ sddnnollinen matriisi ja
b € R”. Olkoon A; matriisi, joka on saatu matriisista A korvaamalla sen sara-
ke i pystyvektorilla b. Yhtdloryhmén Ax = b ratkaisun x = (x; - - - x,,)7 alkiot
ovat silloin

T, =——=, 1=12,...n.

det(A)

Todistus. Olkoon « := det(A). Silloin « # 0, ja

All AQl e Anl b Ty
Arg A oo Ap 1 2
1 L :
_ -1 = — ] = - : : - :
x=A"b=—adj(4)b Ay Ay oo Ay Ti
Aln U Tt Ann bn Ln

SllS €Tr; — é (Alibl + AgibQ —|— e —|— Ambn) - é (ZZ:l bk:Akz)

Toisaalta, kun matriisin A sarake 7 on korvattu vektorilla b:

aiy aig - bl st Qlp

a1 A -+ by -+ ag,
Ai = .

an1 Ap - bn st Qpp

niin kehittamailld sarakkeen ¢ suhteen
det(A;) = b1(Ai)1i +b2(Ai)o + - + by (Ai)ni = Z b (Ai) ki-

Mutta téssé (A;)r; = Ag; kaikilla k ja siten

SRS (; bkA’“) ~ det(A)
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Esimerkki 7.3.2 Ratkaise yhtdloryhma

xy
31‘1
21131
T

_|_
+

+

25[’2
41‘2

o)
333'2

+

_|_

+

Ty
Ty
2%4
Ty
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I
O =N =

Ratkaisu. Kiytetddan Cramerin sddntdd. Yhtdloryhmin determinantti on (tarkasta!)

det(A) =

Siis esimerkiksi

Muut arvot ovat z; = 3, z, =

N W

1 -
2

DN

—1

-3

1

—1

=12.

2

—1

Tehtidva 7.3.3 Ratkaise Cramerin sddnnolld yhtaloryhmi

Ratkaisu sivulla 116.

€
3.’13‘1
X1

+ )
+ 2 )

+ T3
— 4273
+ 2ZE3

—_

Pohdiskeltavaa. Miten voisi yrittdd ratkaista aliméarittyd yhtdloryhméa Crame-
rin sddntod kiyttden? Onnistuuko aina, jos ratkaisuja on? Kokeile aikaisemmin
esiintyneiden Esimerkkien ja Tehtdvien avulla. Entd ylimadrittyd yhtdloryhmii?
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Cramerin siinto vakioiden varioinnissa

Lineaaristen differentiaaliyhtidloiden ratkaisemisessa vakioiden varioinnilla tulee
vastaan mm. seuraavanlaisia yhtdloryhmié:

Esimerkki 7.3.4 Ratkaise funktiot fi, f> ja f5 ryhmista

R v afola) + @fs(2) = 0
L0 f(@) + 22fs(x) 0
) + 2fs2) = B

Ratkaisu. Tamin lineaarisen yhtidloryhmén determinantti

2

% r X
6
Dz)=|-5% 1 2z :E;Ao
Z 0 2

kaikilla x # 0, joten fi(z), fo(x) ja f3(x) voidaan ratkaista arvoillaz # 0. Koska
oikea puoli sisdltdd nollia, kannattaa kéayttaa Cramerin sdintod, esimerkiksi

() 1 8 313 ;2 xlnx
1\r) = T | = .
D(:B) 1;1_235 0 2 6
Vastaavasti saadaan (kdy itse ldpi sivuutetut laskut!)
Inx Inx
f2($)——%a f3($)—@-



7.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtidva 7.1.1: Kofaktorit ovat

5 2 —2 2 -2 5
Ap =+ 9 _o| = —14, A =-— 3 _9|~ 2, Ap=+ 3 9|~
0 1 3 1 3 0
A21 - 2 _9 - 27 A22 =+ 3 -2 - _97 A23 - 3 2 -
0 1 3 1 3 0
A31 - + 5 2 - _57 A32 - _2 2 - _87 A33 - _'_ _2 5 -
Kofaktorimatriisi on siis
—14 2 —19
cof(A) = 2 -9 —6
-5 =8 15

Tehtdva 7.2.2: Voitaisiin tietysti laskea esimerkiksi Luvun 6.7 eliminointimene-
telmélld. Mutta kun nyt liittomatriisi on kofaktorimatriisin transpoosi:

-14 2 =5
adj(A) = cof(A)T = 2 -9 -8
-19 -6 15
ja helposti saadaan lasketuksi det(A) = ... = —61, kannattaa kdyttdd Lausetta
7.2.1:
1 1 -14 2 -5
Al = adj(A) = — 2 -9 =8
det(A) —61\ _19 _¢ 15

Tehtidvd 7.3.3: Yhtidloryhmén kerroinmatriisin

1 1 1
A=13 2 -4
1 -1 2
determinantti det(A) = —15. Ratkaisut saadaan siis osaméirini
0 1 1 1 0 1
1 2 -4 3 1 —4
2 -1 2 —15 1 1 2 2 15 1
T T get(4)  —15 . 0 T T det(4)  —15
1 10
3 21
1 -1 2 0
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8 SOVELLUTUKSIA

8.1 Lineaarisista malleista
Suoraan verrannollisuus

Oletetaan, ettd suure z riippuu suureista x ja y affiinisti, ts. z = ax + by + c.
Olkoot z; = axy + by + cja zo = axs + bys + ¢ ja merkitddn suureiden vastaavia
muutoksia

Az = To — T1, Ay =Y2 — U, Az = 22 — &1

Silloin muutosriippuvuus
Az = aAx + bAy

on lineaarinen. Merkittdvaa tdssd on, ettd Az ei riipu siitd, mistd arvosta x (tai y)
muutos tapahtuu, vaan vain muutoksen arvosta. Yleisemmin:

Miiritelmé 8.1.1 Olkoon x = (x1, 3, ...,x,). Jos suureen Y = f(x) muutos-
riippuvuus on lineaarinen, ts.

AY = a1Azr1 + a0Axy + - - + a, Az,
on Y suoraan verrannollinen muuttujiin x;.

Huomautus 8.1.2 a) Jos ylld Az; # 0 ja muut muuttujat pidetdédn vakioina, on

muutossuhde vakio: 2¥ = q,.

Ax;
b) Kdytdnnon esimerkeissé riippuvuus Y = f(x) on usein suoraan verrannollinen
vain joidenkin muuttujien suhteen tai ei yhdenkiin.

c¢) Voidaan osoittaa, ettd suoraan verrannollisuus on voimassa jos ja vain jos riip-
puvuus Y = f(x) on affiini.

Esimerkki 8.1.3 Oletetaan, ettd juna liikkuu tasaisesti kiihtyvilld nopeudella ja
on hetkelld ¢ = 0 paikassa s, jossa sen vauhti on vy. Jos kiihtyvyys on a, junan
vauhti ja paikka hetkelld ¢ ovat

= g+ at,
s = So+4 vot + 12at?.

Riippuvuus v = v(t) on affiini ja vastaava muutos Av = v — v, lineaarinen.
Vauhti on siis suoraan verrannollinen aikaan. Jos aikavili [0, t] pidetdén vakiona,
paikka s = s(vg) on suoraan verrannollinen alkuvauhtiin vy. Sen sijaan riippuvuus
s = s(t) ei ole affiini, vaan polynomiaalinen, tissi tapauksessa neli6llinen.
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8.2 Lineaarinen yhtialoryhméa mallina

Esimerkki 8.2.1 Asiakas tilaa 4 senttilitraa liuosta, jossa pitdd olla 25 prosent-
tia ainetta A, ja joka tulee sekoittaa kahdesta 34- ja 10-prosenttisesta liuoksesta.
Kuinka paljon néitd tarvitaan?

Ratkaisu. Olkoot liuosmaiirét lo5, [34 ja l19. Livosten kokonaismadri tdsméi, kun
l34 + l1p = ls5. Toinen sitova yhtdlo saadaan vaatimuksesta, ettd ainetta A pitda
olla 0.25l55. Saadaan yhtdloryhmi

lag + Lo = los
0.34ls, + 0.100p = 0.250ss

Ratkaisuksi saadaan helposti l34 = 2.5 ja [;p = 1.5 senttilitraa.

Tehtivi 8.2.2 96-prosenttista ainetta 1 on puoli litraa ja laimennusainetta 2 riit-
taviasti. Kuinka paljon 40-prosenttista sekoitusta néistd saadaan? Ratkaisu sivul-
la 128.

Esimerkki 8.2.3 Erddssd kaupungissa on mitattu yhden korttelin ympéristossi
kuvan 14 mukaisia keskimiirdisid liikkenneméérid/tunti. Kyseiset kadut ovat yksi-
suuntaisia. Mitid voidaan sanoa liitkennemairistd x;?

610 A A1 D 60

520 B X3 C 600

Kuva 14: Esimerkin 8.2.3 liikkennemaéarit

Ratkaisu. On jidrkevii olettaa, ettd kuhunkin risteykseen tulee yhti paljon ajoneu-
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voja kuin siitd 1dhteekin. Muodostetaan siis risteysten litkennemiiristd yhtilot

tulee lahtee

A: 1+ 450 = To + 610

B: 2,+520 = 234480

C: 23+390 = x4+ 600

D: z,+640 = 27+ 310

eli yhtdloryhmi

T — T = 160 r1 = t+4+330
T — X4 = 330 To = t+ 170
Ty — 3 — 40 T\ a = t+210
r3 — x4 = 210 ry = t,teR

Systeemilld on siis paljon yhdestd parametristé riippuvia ratkaisuja; jos esimer-
kiksi Ty = 200, niin Ty = 530, To = 370]3. T3 = 410.

Tehtiva 8.2.4 Kiy ldpi Esimerkin 8.2.3 yhtiloryhmén ratkaisuprosessi.
Ratkaisu sivulla 128.

Tehtiva 8.2.5 Erddssid kaupungissa on mitattu yhden korttelin ympéristdssi ku-
van 15 mukaisia keskimiéraisid litkennemiérid/tunti. Kyseiset kadut ovat yksi-
suuntaisia. Mitd voidaan sanoa liikennemééaristd x;?

sl x4T

B0 A X1 D 450

- - -
le 4on
X
5400 B 3 C 400

4ZOl 470T

Kuva 15: Tehtdavin 8.2.5 litkkennemaéarit

Ratkaisu sivulla 128.
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Esimerkki 8.2.6 Lasketaan sdhkdvirrat 7, kuvan 16 tasavirtapiirissa.

8V
|
| 1

i Y ‘o
20

Al > B
)

3Q 20
|
[
L 9y

Kuva 16: Esimerkin 8.2.6 tasavirtapiiri

Tasavirtapiirin vastuksissa jannitehdviotd U, sdhkovirtaa ¢ ja resistanssia R sitoo
Ohmin laki
U=1R.

Kirchhoffin lait taas ovat:

K1. Kuhunkin johdon haarautumaan tulevien virtojen summa on sama kuin ldhte-
vien summa.

K2. Kussakin suljetussa virtasilmukassa jdnniteldhteiden summa on sama kuin
jannitehdvididen summa.

Lain K1 mukaan solmussa A on i; — 75 + 73 = 0 ja solmussa B —iy 4+ 15 — i3 = 0
(nami yhtalot ovat samoja).

Toisen lain K2 ja Ohmin lain mukaan saadaan ylemmmasti silmukasta 47, 425 =
8, ja alemmasta 275 + 523 = 9.

Kaikenkaikkiaan saadaan siis virtoja koskeva yhtidloryhmi
i1 — 13 + i3 = 0 solmutAjaB i1 = 1

411 4+ 219 8 yldsilmukka = s = 19
2t 4+ bisz = 9 alasilmukka i3 = 1
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8.3 Kysynti-tarjonta -malleja

Taloustieteissd puhutaan kysynnén ja tarjonnan yhtaloistd (demand, supply equa-
tion), jotka sitovat tuotteen myyntihintaa p ja lukumééraa q:

kysyntdyhtidlo: p = d(q), missd ¢ on ostomaari,
tarjontayhtilo: p = s(q), missd ¢ on valmistusmaari.

gp-koordinaatistossa esitettyind ndiden kuvaajat sijaitsevat positiivisessa neljin-
neksessd ja edellinen on yleensi laskeva, jilkimmaiinen nouseva kéyri, katso Ku-
vaa 17.

Kuva 17: p = d(Q) jap=s(q)

Jos kuvaajat piirretddn samaan koordinaatistoon ja kdyrét leikkaavat toisensa, leik-
kauspistettd sanotaan tasapainopisteeksi (equilibrium point).

Jos riippuvuus oletetaan affiiniksi, yhtdlot ovat muotoa
p=a1qg+bi, p=ayq+bs,

ja niiden kuvaajat ovat suoria.

Esimerkki 8.3.1 Eriin tuotteen yhtdlot ovat

kysynta: p = — ﬁq + 12,
tarjonta: p = ﬁq + 8,
missd ¢ on viikossa ostettu/valmistettu kappaleméiri ja p tuotteen yksikkohinta.

Milld hinnalla kysynté ja tarjonta ovat tasapainossa ja paljonko tuotetta tdlloin
menee viikossa kaupaksi?

Ratkaisu. Piirretddn kdyrit samaan koordinaatistoon (Kuva 18).

Merkitidéin —355¢ + 12 = 505 + 8, misté saadaan ¢ = 450 ja edelleen p = 9.50.
Tavaroita tuotetaan ja ostetaan saman verran, 450 kappaletta, hinnalla 9.50/kpl.
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Kuva 18: Kysynti ja tarjonta

Epilineaarisista malleista

Monet konkreettiset ongelmat ovat luonteeltaan epilineaarisia. Koska epilineaa-
risten yhtdloryhmien ratkaiseminen on yleensd hankalaa ja lineaaristen helppoa,
on epilineaarisiakin ilmiditd perinteisesti késitelty lineaarisilla malleilla. T4ll6in
joudutaan tekemiin yksinkertaistuksia, esimerkiksi jotakin kdyrdé arvioidaan sille
piirretylld tangentilla. Malli on silloin vain approksimatiivinen ja vastaavan line-
aarisen yhtdloryhmin ratkaisu on pitevi vain tietylld tarkkuudella ja rajoitetuilla
muuttujien arvoilla.

Tehtivi 8.3.2 Tuotteen kysynti- ja tarjontayhtidlot ovat

kysynti: p = 800

q
tarjonta:  p = & +10.

Piirrd kuvaajat samaan koordinaatistoon ja mééritd tasapainohinta ja -maird
a) graafisesti,

b) algebrallisesti.

Ratkaisu sivulla 129.

Tehtivia 8.3.3 Kahden tuotteen A ja B kysynti- ja tarjontayhtélot ovat sekoitettua
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muotoa
.. ga = 8 — pa + pB
kysyntd :
7 {93226+pA—PB>
tarjonta Ga = =2 & Spa — DB
g8 = —4 — pa + 3ps

Ratkaise tasapainohinnat p4 ja pp. Ratkaisu sivulla 129.

Tehtiva 8.3.4 Muunna Tehtidvén 8.3.3 yhtdloryhmi muotoon, josta tuntematto-
mat g4 ja gp ratkeavat Gaussin menetelmélld nopeimmin. Vihje: Viimeinen tun-
tematon ratkeaa ensin.

8.4 Matriiseilla mallintamisesta

Esimerkki 8.4.1 Tehdas valmistaa kolmea tuotetta A, B ja C. Tuotannon seu-
rannassa vuosi jakaantuu neljanneksiin I-I'V. Viime vuoden tuotantokustannukset

olivat
KULUT (mk/kpl) A B C

raaka-aine 0.10 0.30 0.15
tyo 0.30 0.40 0.25
muut 0.10 0.20 0.15

Tuotantomddrit olivat neljinnesvuosittain

MAARAT (kp) A B C

I 4000 2000 5800
I7 4500 2600 6200
171 4500 2400 6000
v 4000 2200 6000

Muodosta taulukko, josta ilmenevit kunkin kustannustyypin aiheuttamat kulut
neljannesvuosittain.

Ratkaisu. Poimitaan taulukoista matriisit
4000 2000 5800

0.10 0.30 0.15) 4500 2600 6200
K=1030 040 0.25 ja M= 00 2100 6000
0.10 0.20 0.15

4000 2200 6000

Silloin matriisitulo K M7 antaa halutun taulukon

KULUT (mk/jakso) [ 1 111 1V

raaka-aine 1870 2160 2070 1960
tyo 3450 3940 3810 3580
muut 1670 1900 1830 1740
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Panos—tuotos -malli

Tarkastellaan yksinkertaista teollisuuden kahden toimialan TA1 ja TA2 systee-
mid, jossa kumpikin valmistaa tuotteitaan omaan ja toisen alan kdyttoon seki ul-
kopuolisille kuluttajille (lopputuotekysynti LTK, final demand). Liséksi otetaan
huomioon muut tuotannontekijit MTT (other production factors, primary inputs),
joita ovat mm. raaka-aine-, tydvoima- ja piddomakulut. Seuraavassa erdin systee-
min nykytilanne taulukkona, jossa luvut ovat miljoona markkaa vuodessa:

Kuluttaja: TAI(p) TA2(p) LIK

Tuottaja: KT
TA1(t) 240 500 : 460 1200
TA2(t) 360 200 : 940 1500
MTT 600 800 —

KP 1200 1500

Sarakkeet TA1(p) ja TA2(p) ovat panoksia ja rivit TA1(¢) ja TA2(t) saatuja tuo-
toksia. Systeemin panos-tuotos -mallilla (input-output) voidaan tutkia ja ennustaa
sen tilan muutoksia. Panos-tuotos -analyysin perusolettamukset ovat:

1) Kullakin toimialalla kokonaispanos KP = kokonaistuotos KT.

2) Kullakin toimialalla eri osapanosten suhteellinen osuus sdilyy muutoksessa en-
nallaan, ts. talouden perusrakenne sdilyy.

Jalkimmdinen tarkoittaa, ettd nk. panoskertoimet (input-output coefficients), jot-
ka saadaan jakamalla panossarakkeen luvut kokonaispanoksilla, pysyvit samoina.
Neliomatriisi A, joka saadaan toimialojen vélisistd panoskertoimista, on panos-
matriisi (input-output matrix); ylla siis

240 500 11
A— | 1200 1500} _ 5 3
“\ 30 200 |\ 3 2 |

1200 1500 10 1
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8.5 Kiiinteismatriisin kayttoa
Panos—tuotos -malli (jatkoa)

Esimerkki 8.5.1 Oletetaan, ettd yllid olevassa tilanteessa lopputuotekysynté kas-
vaa toimialalla TA1 500:ksi ja toimialalla TA2 1200:ksi. Kuinka paljon kokonais-
tuotosta KT on muutettava?

Ratkaisu. Olkoon X = (z; x3)7 tuntematon ruotosmatriisi, D = (500 1200)7
uusi kysyntdamatriisi ja A ylld oleva panosmatriisi. Silloin on oltava

X=AX+D — (I-A)X=D = X:(I—A)*lD,
mikéli matriisi I — A, nk. Leontiefin matriisi, on saannollinen. T#ssd esimerkissi

1 4 1
T4 — 10_5%_ 5 T3
\0 1 3 2]\ _3 13
10 15 10 15
50

130

1 89 89 :
(I-A)~" = 5 120 laske itse!
50 50
23 89 500 1404.49
-1 _ [ s % _
X=(I-4)7D = i 1 (1200>_<1870.79)

Eris salakieli

Kaksi henkilod ovat tavatessaan sopineet aakkosille kokonaislukuarvot ja koo-
dausmatriisin A, jolla ldhetettdvd viesti X muutetaan salakieliseksi viestiksi B.
Viestin saaja taas muuntaa matriisin B takaisin viestiksi X kéyttden dekoodauk-
seen ki#inteismatriisia A1,

Koodausmatriisiksi A otetaan sddnnollinen kokonaislukumatriisi, jolle A~! on
kokonaislukumatriisi. Téllainen A saadaan aikaan muokkaamalla yksikkomatrii-
sia | alkeisoperaatioilla I ja III kdyttden kokonaislukukertoimia. Silloin nimittdin
det(A) = £ det(I) = %1, jolloin

1
~ det(A)

At adj(A)

on kokonaislukumatriisi.

Léhetettdvi selvikielinen teksti muunnetaan vastaavuustaulukon mukaan lukujo-
noksi, joka asetetaan ldhetettdvin matriisin X sarakkeiksi niin, ettd riveja tulee yh-
td monta kuin on koodausmatriisissa A sarakkeita. Tarvittaessa loppuun lisdtidin
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lukuja, joilla ei ole merkitystd. Henkilo ldhettdd viestin X koodattuna matriisina
B = AX. Koska saidnnélliselle matriisille A on

AX =B < X =A"'B,

viestin saaja osaa purkaa sen selvikieliseksi dekoodausmatriisin ja vastaavuustau-
lukon avulla.

Esimerkki 8.5.2 Sovitaan yksinkertaisuuden vuoksi vastaavuus

blc|d|e|f|g|h|i]|]j|k|]l|m|n|o
2 (314|516 7|89 |10/11]12]13|14]15
plql|r]|s ul|lv | w|x|yl|lz|a|ida]|odo
16 |17 | 18 | 19 |20 | 21 |22 |23 |24 25|26 |27 28|29 |30
ja olkoon koodausmatriisi

1 21

A=[2 5 3

2 3 2

Olkoon ldhetettavi viesti "tulen sunnuntaina". Y114 olevan taulukon mukaan muun-

nettuna se kuuluu
20 5 19 14 20 14

X:=121 14 21 21 1 1
12 30 14 14 9 0

Liahetettiava viesti on talloin

4 63 75 70 31 16
B:=AX =181 170 185 175 72 33
127 112 129 119 61 31

ja se saadaan takaisin kaavalla X = A~!B.

Tehtiva 8.5.3 Miti tarkoittaa viesti

44 53 77 100 66 31 54
105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108

Ratkaisu sivulla 130.



8.6 Ratkaisuja tehtiaviin

Tehtdvi 8.2.2 : Olkoot liuosmadrit los = 0.50, 5 ja l49. Yhteensd néitd on lgg+15 =
l40 ja kyseista ainemiiraa sitoo yhtdlo 0.96lgg + 0.05l5 = 0.40l49. Niin saadaan
lineaarinen yhtdloryhmi

ls; — lygp = —0.50
0.05l5 — 0.40l4 = -0.48

Eliminoimalla /5 operaatiolla Ry «— Ry — 0.05R; saadaan —0.35/49 = —0.455 eli
l4o = 1.3 litraa. Usein tietysti tarpeen tietdd my0Os laimentavan aineen mééara, tiassa
se olisi /5 = 0.8 litraa.

Tehtdvid 8.2.4 : Gaussin eliminointiprosessilla jatkaen

( 1T — T2 = 160 | Rl
T — T4 = 330 | R2
Ty — I3 = —40 | Rs
\ 23 — x4 = 210 | Ry
( ry — X2 = 160 ‘ Rll — Rl
i) — T4 = 170 | Rl2 — RQ - Rl
— vy — a3 — —40 | R, Ry
\ x3 — my = 210 | Ry« Ry
(1, — 29 = 160 | R} R]
To — x4y = 170 | R« R)
= - x3 + x4 = =210 | R}« R;— R,
L Trs — Xy = 210 | RZ — Ril
( 1 — X2 = 160 ry = t+330
T — Xy = 170 Ty = t+170
= r3 — x4 = 210 A r3 = t+ 210
0 = 0 x4 = t,teR

Tehtdvi 8.2.5 : Risteyksestd ldhtevien médrd on (keskiméirdisesti) sama kuin tu-
levien méiri, joten

tulee ldhtee
A: 21 +380 = x9+430
B: 25,+540 = 234420
C:. x3+470 = 400+ 420
D: z1+24 = 4204450
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mikd muuntuu lineaariseksi yhtdloryhmaiksi

T ) = 50 r1 = 280
) T3 —120 ) 230

T3 = 350 T3 350

1 + x4 = 870 z4s = 590

Tehtdva 8.3.2 : Kuvasta 19 nidhdéin, ettd tasapainopisteessd myyntihinta p on n.
20 ja lukumiird ¢ n. 400. Tarkka lukumiird saadaan selville ratkaisemalla yhtilo
8000 ¢

15 710 = ¢=—800tiq = 400.
q

Koska lukumaéérin on oltava positiivinen, voidaan tulos —800 hylitid. Myyntihinta
selvidd nyt helposti laskulla

8000 . 400

— = — + 10 = 20.
200 0 tai 4O+O 0

500 |
400 |
3009 |

200 |

100 \\

100

200 g 300 400

Kuva 19:

Tehtdvid 8.3.3 : Tasapainohinnat ratkeavat yhtdloryhmén avulla

{

8—pa+pp = —2+5ps—pB —6pa +2pp = —10
26 + pa —pB —4 —pa+3pB 2p4 —4pp = —30
. pa = 5
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Tehtdva 8.5.3 : Liahetettava viesti on siis

44 53 77 100 66 31 54
B:=AX =105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108

Mistid X sadaan kaavalla X = A~!B. Koodausmatriisi

ja
1 -1
A= 2 0 -
-4 1
joten

1 -1 1 44 53 77 100 66 31 54
X=A"'B = 2 0 -1 105 123 182 258 157 72 143
-4 1 1 76 90 135 172 112 53 108

15 20 30 14 21 12 19

= |12 16 19 28 20 9 O

5 1 930 5 1 35

Viesti on siis: “Oletpa sind utelias.”
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9 LINEAARIAVARUUS

Reaalisten m xn-matriisien joukko R™*"™ on konkreettinen esimerkki matemaatti-
sesta struktuurista, jossa esiintyy alkioiden yhteenlasku ja reaaliluvulla (skalaaril-
la) kertominen, “skaalaus”, jotka yhdessi toteuttavat tietyn kokoelman laskusédén-
t0jd. Erikoistapauksena tdmad sisdltdd vektoreista koostuvan n-ulotteisen euklidi-
sen avaruuden R"™ (ks. Luku 3).

On paljon muitakin samanlaiset laskusddnnot toteuttavia oliojoukkoja, mm. erilai-
sia funktio- ja polynomijoukkoja. Myos skalaarijoukko voi olla abstrakti algebral-
linen struktuuri, kunta (ks. Liite A.2).

Tillaisten matemaattisten kokonaisuuksien yhteisid ominaisuuksia tutkitaan line-
aariavaruuksien teoriassa. Tarkastellaan aluksi abstrakteja laskutoimituksia (katso
tarvittaessa Liite A).

9.1 Joukon sisiainen laskutoimitus

Miaritelmé 9.1.1 Olkoon A epityhji joukko. Jokaista kahden muuttujan funk-
tiota (operaattoria) o : Ax A — A sanotaan joukon A sisdiseksi laskutoimituksek-
si. Kuva-alkioita o(a, b) sanotaan laskutoimituksen tuloksiksi, ja usein — erityisesti
algebrassa — laskutoimitusta ja sen tulosta merkitéin muodossa a o b := o(a, b).

Laskutoimitus siis liittdd kuhunkin jirjestettyyn alkiopariin (a,b) € A x A tids-
mélleen yhden alkion joukosta A.

Esimerkki 9.1.2 Laskutoimituksia on jokaisessa epityhjdssi joukossa:

a) Vakiolaskutoimitus liittdd jokaiseen pariin yhden ja saman alkion v € A, ts.
aob:=vkaikillaa, b € A.

b) Projektiot a <— b:=ajaa — b:=b.

Esimerkki 9.1.3 Olkoon A := {1,2,3,4}.
a) Madritellddn joukossa A aluksi laskutoimitus minimi min

min(a, b) := pienempi luvuista a ja b.

Esimerkiksi min(4,4) = 4, min(4, 3) = 3 jamin(2,4) = 2.
b) Edellisen avulla maéritellddn edelleen joukossa A:

min(a,b) — 1, josa>2jab> 2,
alb:= .
1, muutoin.

Silloin esimerkiksi4 | 4 =3,4 |3=2,2|4=1ja3 | 1= 1.
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Esimerkki 9.1.4 Lukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat laskutoimituksia kussa-
kin joukoista N, Z, Q, R ja C. Vihennyslaskua voidaan pitdd laskutoimituksena
muissa paitsi joukossa N; miksi? Jakolasku ei tarkasti ottaen ole laskutoimitus
missddn néistd joukoista; joukoissa N ja Z ei mitenkddn, mutta kylldkin muissa,
kun nolla on niisti poistettu; miksi?

Esimerkki 9.1.5 Mitkd seuraavista sddnnoistd ovat kahden muuttujan funktioita
Ax A — A, eli joukon A sisidisid laskutoimituksia:

a) A =R, f(x,y) = 2>+ 9

b) A:=R? g(x,y) :=x—2y

) A:=R3 =R xR, h(x,y) :=x+ 2y

d) A :=R3, k(x,y) :=x—2y

e) A:=R? I(x,y) := x - y (pistetulo)

f) A := R? jam(u, v) kuten Kuvassa 20.

Kuva 20: Esimerkin 9.1.5 f) operaatio graafisesti

Ratkaisu. a) on, b) on, ¢) on, d) ei ole, esimerkiksi

1 7 ~13
2l-2(2]|=[ 2 ]¢4
3 6 —9

(

1
1

) (

1
1

e) ei ole, koska tulokset ovat lukuja, eivit tason vektoreita; esimerkiksi

)2

f) on, kun ymmdrretdin sopivasti, mitenkd esimerkiksi?
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Tehtivi 9.1.6 Esitd Esimerkin 9.1.5 f)-kohdan funktio m
a) sanallisessa muodossa,

b) symbolisessa muodossa.

Ratkaisu sivulla 144.

Laskutoimituksia joukossa R? (linkki JavaSketchpad-animaatioihin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/LaskutoimituksiaRssa.htm

9.2 Skaalaus eli ulkoinen laskutoimitus

Lineaarisen struktuurin pohjana on (vektoreiksi sanottujen alkioiden muodosta-
ma) Abelin ryhmi (V, @) (ks. Algebra tai Liite A.1), jonka alkioita voidaan ”skaa-
lata” jonkin ulkoisen joukon alkioilla, skalaareilla.

Skalaarijoukkona on — syisti, jotka selvidvdat myohemmin — rakenteeltaan riittdvin
rikas kunta (ks. Liite A.2), esimerkiksi X = R tai K = C.

Maiéritelmé 9.2.1 Skaalausfunktioksi (Iyhyesti skaalaukseksi) tai ulkoiseksi las-
kutoimitukseksi sanotaan jokaista kuvausta © : K xV — V.Josa € Kjav eV,
skaalausta ja sen tulosta merkitiddn jatkossa o © v := O(a, v).

Esimerkki 9.2.2 Pari (R, +) on Abelin ryhmi (vektorit) ja (R, +,-) on kunta
(skalaarit). Silloin operaatioista

a) a®@x = ax b) a®Gzx = —at+z—3
« Q@
) a®@x = ] d aGz = (a:)

vain kohdat a) ja b) kelpaavat ylld olevan mééritelméin mukaisiksi skaalausfunk-
tioiksi.

Tehtidva 9.2.3 Miksi Esimerkin 9.2.2 kohdat c) ja d) eivit kelpaa skaalauksiksi?
Ratkaisu sivulla 144.

Tehtiivi 9.2.4 Pari (R? +) on Abelin ryhmi (vektorit) ja (R, +, -) on kunta (ska-
laarit). Mitki seuraavista operaatioista kelpaavat skaalausfunktioiksi:

a) a®<x1> = (aml) b) a@(wl) = at
T2 axo X2 T
o eo(n) = (1) oee(l) = (i)

Ratkaisu sivulla 144.
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Skaalauksia joukossa R? (linkki JavaSketchpad-animaatioihin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/SkaalauksiaRssa.htm

Kun kolmikolle (V, @, ®) asetetaan erditd lisdvaatimuksia (aksioomat A5 — A8
Luvussa 9.3) saadaan esille lineaarinen struktuuri, lineaariavaruus.

Esimerkki 9.2.5 Jiljempind nihdéin, ettd Esimerkkien 9.2.2 ja 9.2.4 a)-kohtien
skaalauksilla ® varustetut kolmikot (R, +, ®) ja (R?, +, ®) ovat lineaariavaruuk-
sia.

9.3 Lineaariavaruuden maaritelma

Miiritelmé 9.3.1 Kolmikko (V, ®, ®) on K-kertoiminen lineaariavaruus eli vek-
toriavaruus, jos seuraavat neljad ehtoa (0) — (ii1) ovat voimassa

(0) V on epityhja joukko ja K on kunta (jatkossa useimmissa tapauksissa }C =
R tai I = C).

(1) Joukossa V' on miiritelty sisdinen laskutoimitus (”yhteenlasku”), ts. kuvaus
@ : V xV — V, joka liittd4 jokaiseen pariin (u,v) € V x V tarkalleen
yhden alkion u @ v := $(u,v) € V.

(i1) Joukkoihin /C ja V' liittyy skaalausfunktio (”skalaarilla kertominen”) ts. ku-
vaus ® : K x V' — V/, joka liittd4 jokaiseen pariin (a, u) € K x V tismil-
leen yhden alkion a ® u := ®(a,u) € V.

(ii1) Sisdiselld laskutoimituksella ja skaalausfunktiolla (eli skaalauksella) on
seuraavat ominaisuudet:
Al.u® v = v @ ukaikilla u, v € V (vaihdannaisuus).
A2. (udVv)dw=ud (vadw)kaikilla u, v, w € V (liitdnniisyys).

A3.Onolemassaalkioe € V,jolleu®e =ujae®u = ukaikillau € V
(yhteenlaskun neutraali- eli nolla-alkio).

A4.Jokaistau € V vastaacu € V,jolleu® (Gu) =eja(cu)du=e
(vasta-alkio).

AS5.a0(udv) = (a®u)® (a©® v)kaikilla a € K, kaikillau, v € V.
A6. (a+f)Ou=(a®u) @ (fOu)kaikilla o, § € K, kaikillau € V.
A7.a® (BOu) = (af) ®ukaikilla o, § € IC, kaikillau € V.
A8.1®u =ukaikillaue V.
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Jos (V, @, ®) on K-kertoiminen lineaariavaruus, joukkoa /C sanotaan skalaaria-
varuudeksi tai kerroinkunnaksi. Jos I = R, on (V, @, ®) reaali(kertoimi)nen li-
neaariavaruus; jos K = C, on (V, @, ®) kompleksi(kertoimi)nen lineaariavaruus.
Jatkossa puhutaan kolmikon sijasta usein lyhyesti lineaariavaruudesta V.

Nihdéén helposti, ettd aksioomat eivit ole ristiriitaisia, silld V' := R varustettu-
na tavallisella yhteenlaskulla ja kunnan K := R skalaareilla kertomisella (kuten
tavallinen kertolasku) toteuttaa Maéaritelmén 9.3.1 ehdot.

Tehtivi 9.3.2 Todista yksityiskohtaisesti, ettii R? varustettuna tavanomaisilla las-
kutoimituksilla

1 v\, [(T1+w T\, [ ax
+ = , (e} =
T2 Yo To + Y2 T2 QTo

on R-kertoiminen lineaariavaruus. Ratkaisu sivulla 144.

Lineaarirakenne tasossa (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/LineaarirakenneTasossa.htm

Tehtidva 9.3.3 Todista R™*" reaalikertoimiseksi lineaariavaruudeksi kdyttden Lu-
vun 3 tuloksia.
Ratkaisu sivulla 145.

Tehtava 9.3.4 Mitkid ehdoista A1 — A4 ovat voimassa seuraaville yhteenlaskueh-
dokkaille tasossa?

T Y1 0 T Y1 r1+y +1
a &) = b &) =
) (fw) (yz> (0) ) (fﬂz) <92> (xa Ty — 2>
T Y1 T2+ Yo T 1 221 + 2y
: (9«“2) (y2) (l‘l + yl) . (fﬁz) (yz) (21‘2 + 2y2)
Ratkaisu sivulla 145.

Tehtiava 9.3.5 Mitkid ehdoista A7 — A8 ovat voimassa seuraaville tason skaa-
lausehdokkaille?

oao(t) = () wee(t) = (2)
o ao() = (Bam) 0 ~o() = (2)

Ratkaisu sivulla 145.
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Esimerkki 9.3.6 Olkoon X epityhji joukko ja
F(X,R):={f| f: X — R funktio }.
Mairitellddn funktioiden yhteenlasku @ ja reaaliluvulla kertominen © pisteittdiin
seuraavasti: jos « € Rja f, g € F(X,R), niin
(fog)(z) = f(x)+g(r) kaikillaz € X
(a0 f)(z) = af(z) kaikilaa € K,z € X.

Osoitetaan, ettd F (X, R) on reaalikertoiminen lineaariavaruus kdymaélld 1dpi Maa-
ritelmén 9.3.1 vaatimukset. Kohdat (0), (i) ja (ii) ovat selvisti kunnossa: F (X, R) #
() ja R on kunta. Jos @ € Rja f, g € F(X,R), niin f & g ja a®f ovat tiysin
madrittyjd kuvauksia X — R.

(iii) Olkoot o, 5 € Rja f,gjah € F(X,R) sekix € X.

A1l ja A2: Reaalilukujen yhteenlasku on vaihdannainen ja liitinniinen, joten

(fog)(x) = flx)+g(x)=g(@)+ f(x) = (9 f)(z)
(feg@h)(z) = flx)+g(x)+h(r)=(f®(geh)(z)

eli
f@g=gof ja (fog®h=[D(gDh)
A3: Nolla-alkioksi kelpaa nollafunktio 0, 0(1:) =0, silld
(f @ 0)(z) = f(z) + 0(z) = f(x),
A4: Alkion f vasta-alkioksi kdy vastafunktio © f, jolle (© f)(z) := — f(x); tilloin
fa(ef)=0,silli
(f & (©N))(@) = f(z)+ (-f(z)) =0.

A5 ja A6.: Osittelulait ovat voimassa reaalilukujen yhteen— ja kertolaskulle, joten
(vdhén lyhentden)

(o(f@g))(x) = af(x)+ag(z) = ((aOf) ® (aOg))(x)
((atB)of)(x) = af( ) )

eli
aO(f @ g) = (a0 f) @ (a®g) ja (a+B)Of = (aOf) ® (BO).
A7: Reaalilukujen kertolasku on liitdnniinen, joten
(aB)of)(z) = aff(z) = (a0(BOf))(z),
eli (af)of = a0 (BOf).
A8:10f = f.silld (10f)(z) = 1f(x) = f(x).
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Esimerkki 9.3.7 Seuraavat struktuurit on helpointa todistaa lineaariavaruuksiksi
osoittamalla ne erdiden lineaariavaruuksien aliavaruuksiksi (Luku 10).

a) Korkeintaan astetta n olevien reaalisten polynomien joukko P,, varustettuna
pisteittdisilld laskutoimituksilla on reaalikertoiminen lineaariavaruus.

b) Vililli A C R k kertaa jatkuvasti derivoituvien reaalifunktioiden joukko
CF*(A,R), k € Ny, varustettuna pisteittiisilld laskutoimituksilla on reaalikertoi-
minen lineaariavaruus (C°(A, R) = C(A, R) := jatkuvat funktiot).

Esimerkki 9.3.8 Vililld [0, 2] jatkuvien, pisteen (1, 1) kautta kulkevien funktioi-
den joukko varustettuna pisteittdisilld laskutoimituksilla ei ole lineaariavaruus.

Nimittdin, kahden sellaisen funktion summa ei kulje pisteen (1, 1) vaan pisteen
(1,2) kautta.

Jatkossa kdytimme symboleja @ ja © vain poikkeustapauksissa

9.4 Maiaritelméan seurauksia
Todistetaan tarkeimmat Méaritelméan 9.3.1 seuraukset:

Lause 9.4.1 a) Lineaariavaruudessa on tdsmélleen yksi nolla-alkio.

b) Kullakin lineaariavaruuden alkiolla yksi ja vain yksi vasta-alkio.

Todistus. Olkoon V' lineaariavaruus.
a) Olkoot 0 ja 0’ € V nolla-alkion vaatimukset tdyttdvid alkioita. Silloin kaikilla
ucV

u+0=u ja u+0 =u.

Valitsemalla alkioksi u vuorollaan 0’ ja 0 saadaan vaihdannaisuuden nojalla
0=0+0=0+0"=0.
b) Oletetaan, ettid alkiot v ja w € V' kelpaavat alkion u € V' vasta-alkioiksi. Siis
u+v=0 ja ut+w=0.
Liitannaisyyttd ja vaihdannaisuutta kédyttien saadaan
v=v+0=v+(ut+w)=(v+u)+w=0+w=w.

Keksitko miten todistuksesta selvittdisiin ilman vaihdannaisuuttakin? O
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Koska vasta-alkio on yksikisitteinen, voidaan méiéritelld vektorien erotus
u—v:i=u+(—v).
Tami mahdollistaa vektoriyhtédldiden ratkaisemisen:

Lause 9.4.2 Lineaariavaruuden V' yhtélolld u + x = v (samoin myd6s yhtdlolla
X + u = v) on tdsmaélleen yksi ratkaisu, ja se on v — u.

Todistus. Alkio v — u toteuttaa yhtilon, silléd liitdnnéisyyden ja vaihdannaisuuden
nojalla
ut(v—u) = u+t(v+(-w)=(u+tv)+(-u)
= v+(u+t(-u)=v+0=v.
Olkoon toisaalta w € V yhtilon ratkaisu, siis u + w = v. Liitdnndisyyden ja
vaihdannaisuuden nojalla

w=0+w = ((~u)+u)+w=-ut(utw)
= —ut+v=v+(-u)=v-u
O

Esimerkki 9.4.3 Jos yritetddn ratkaista yhtdlod 2u — 3x = v huomataan etti se
ei ratkea tdhdn mennessd esitetyilld laskusidinnoilla.

Lause 9.4.4 Lineaariavaruudessa V' on voimassa:

a) Ou=0jaa0 =0kaikillac € L,uecV.
b) Jos aou = 0, niin o = 0 tai u = 0.
¢) —au = (—a)u = a(—u) kaikillaa € L,ue V.
d) u+w = v+ wjosjavain jos u = v kaikillaw € V.
e) au = av jos ja vain jos u = v kaikilla « € K \ {0}.
Todistus. a) Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou, joten Lauseen 9.4.2 mukaan
Ou=0u—0u=0u+(—(0u))=0.
Vastaavalla tavalla 0 = «(0 + 0) = a0 + a0, joten
a0 =a0—a0=a0+ (—(a0)) =0.
b) Oletetaan, ettd cu = 0, mutta o # 0. Silloin

1

u=lu=(i-a)u=1

«

(qu)=21.0=0.

¢), d) ja e) todistetaan harjoitustehtdavind. O
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Tehtava 9.4.5 Ratkaise nyt Esimerkissd 9.4.3 esitetty yhtilo, 2u — 3x = v.
Ratkaisu sivulla 145.
Tehtivi 9.4.6 Todista

a) —(u+v)=—-u—-v

b) a(u—v)=au-— av.
Ratkaisu sivulla 146.
Tehtiva 9.4.7 Ratkaise x lineaariavaruuden yhtalosti

u+t+2(v—u)— (u+2x)=u-—v.

Ratkaisu sivulla 146.

Vihje: Ratkaise aluksi esimerkiksi —(u + 2x), ja poista sulut. Sievenni oikeaa
puolta, ratkaise —2x ja sitten x.

Pihkini 9.4.8 Mitidhin tason vektorialgebran geometrisid tms. ominaisuuksia
aksioomien taustalla on, kuinkahan aksioomat lienee keksitty?

Aksioomien merkitys tasossa (linkki JavaSketchpad-animaatioihin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Aksiomat.htm
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9.5 Omituisempia esimerkkeji

Tarkastellaan tasovektorien joukossa erilaisten operaattorien soveltuvuutta lineaa-
riavaruuden laskutoimituksiksi.
Esimerkki 9.5.1 Kaava
T\ g (V) .= (™ + 2y,
T2 Y2 Ty + 2ys
miirittelee laskutoimituksen joukossa R2. Se ei ole vaihdannainen eiki liitdnnéi-

nen. Loytyyko neutraalialkio, vasta-alkiot? (Ei-vaihdannaisuus aiheuttaa omitui-
sen tilanteen; (0 0)” kelpaisi “oikeanpuoleiseksi” nollaksi!)
Esimerkki 9.5.2 Olkoon

-{()]-<x)

ja + tavallinen tason vektorien yhteenlasku seki - tavallinen vektorin kertominen
skalaarilla. Silloin + ei ole yhteenlasku joukossa V/, silld esimerkiksi

(3)+(2)=(z)#

Myoskiin skalaarilla kertominen ei pysy joukossa V' (todenna itse!).

Tehtiva 9.5.3 Osoita, ettd Esimerkin 9.5.2 joukosta saadaan kuitenkin lineaaria-
varuus (V, @, ®), kun midritelldén operaatiot
a® r\ [ow
1/ 1

x yy._ (x+y
()=()=(1")
Ratkaisu sivulla 147.

Tehtivi 9.5.4 Selviti, miksi (R?, @, ©) ei ole lineaariavaruus, kun

o ()2 ()=(nin) ee()=(0n)
L2 Yo Ty + X T2 Qg

o ()e () =) oo ()=(02)
) Y2 T2+ Y2 T2 axy
1 Y1 (z1+11)° T1 Ty

@ = y @ = ,
¢ <$2) (yQ) <($2+y2)2 “N 2 ars
T 1+ % . ox

d) <xl)@(yl) =\ 2+ |, Oé@(xl) = az, |.
2 Y2 Zo -+ Yo 2 s

Ratkaisu sivulla 147.
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Tehtivi 9.5.5 Selvitid tarkasti, mitkad laskusddnndistd (iii) A1 — A8 eivét ole voi-
massa Tehtdvin 9.5.4 operaatioille?
Ratkaisu sivulla 147.

Esimerkki 9.5.6 Osoita, ettid (U, ®, ®) on reaalikertoiminen lineaariavaruus, kun

U=1:("
: 2y
1 ., (r1+y—1 1\ (oar+1—-«
<9€2)@(y2>’_(x2+y2—1)’ a®(x2)‘_(ax2+1—a)‘

Ennen varsinaisia perusteluja voi katsoa visualisointia
Operaatiot suoralla U (linkki JavaSketchpad-animaatioon)

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/OperSuoralla.htm

x1+x2=2},

Ratkaisu (Iyhyesti). Kohta (0): U # 0, silld (1 1) € U, ja R on kunta.
Kohdat (i), (ii): Summa ja tulo ovat selvésti tasovektoreita. Se, ettd ne kuuluvat
joukkoon U, todetaan laskemalla; esimerkiksi x @y € U, silld

(T1+y =D+ @+y—1) = (v1+x2) + (41 +y2) —2=2,
missi tietenkin on huomioitu, ettd x1 + o = y; + y» = 2. Todista itse vastaavaan
tapaan, etti aoOx € U.
(iii) Ehdot A1 ja A2 todistetaan suoralla laskulla.

A3. Nolla-alkioehdokas saadaan yhtilon a & Oy = a ratkaisuna Oy = (1 1)7,
joka selvisti on joukossa U. Koska se ei riipu vektorista a ja koska x & Oy = X,
samoin kuin Oy ¢ x = x, kaikilla x € U, se kelpaa nollavektoriksi.

A4. Alkion x = (z; x9)7 € U vastavektoriehdokas ©x = (u; uy)” saadaan
yhtdlostd x & (%) = 0y
@X:<2—x1)€ U.
2 — T

Se toteuttaa vastavektorin molemmat ehdot (todenna).

AS5-8. Suoria laskuja, esimerkiksi A5 (lyhentéden) ja AS8:
ao ((F o (W) = (e tap+l=20) (o) (%
T Yo axy +ays +1 -2« To Yo
1\ _ [T +1-1 [T
o(n)=(nh)=(2)
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Tehtava 9.5.7 Piirrd x,29-tasoon Esimerkin 9.5.6 joukko U, sen origo seki pis-
teet x := (—1 3)T ja ox.
Ratkaisu sivulla 147.

Tehtiivi 9.5.8 Onko myos R? varustettuna Esimerkin 9.5.6 laskutoimituksilla li-
neaariavaruus?

Ratkaisu sivulla 147.

Operaatiot tasossa (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/OperTasossa.htm

Tehtiva 9.5.9 Ratkaise Esimerkin 9.5.6 tilanteessa yhtilot

s (e
b 20 Hosex-(2)

Esimerkki 9.5.10 Osoitteessa
Operaatiot reaalilukuvililla (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Ratkaisu sivulla 147.

Kurssimateriaali/LAText/OperValilla.htm

on esitetty dynaamisena kuviona eristd rajoitetulla reaalilukuvililld méadariteltyd
operaatiota. Tutki ndyttdisiko kyseessi todella olevan vilin sisdinen laskutoimitus.
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Tehtdvd 9.1.6 : a) Sanallisesti: tulos on z;-akselin suuntainen vektori, jonka pituus
on u:n ja v:n pituuksien summa. b) Symbolimuodossa esimerkiksi néin:

(e, v) = <||u|| ¢ ||v||>

Tehtdvd 9.2.3 : ¢) Tulos ei ole méiritelty vektorilla x = 1.
d) Tulos ei ole reaaliluku vaan tason vektori.

Tehtidvid 9.2.4 : Vain kohdat a) ja c¢) ovat kelvollisia.
b) Tulos ei ole miiritelty esimerkiksi kun x5 = 0 (ei my0Oskiin, kun oo = 0).
d) Tulos ei ole méadritelty esimerkiksi arvolla xy = 0.

Tehtdvid 9.3.2 : Kidydéin ldpi lineaariavaruuden aksioomat.

(0) R? # () ja R on kunta.
(i) Kullakin parilla x = (21 29)" € R% y = (y1 y2)7 € R? summa on yksikésit-

teinen tason vektori
1+ 2
X+y= e R=.
Y (132 + y2>

(i) Kullakin parilla « € R jax = (z; 22)7 € R? tulo on yksikisitteinen tason
vektori
ax = (axl) € R%
[6H8))

(iii) Olkoot cv, 3 € R sekd x = (21 22)T, y = (11 12)T jaz = (21 22)T € R2

Al. Vaihdannaisuus: x +y = <§1 1§1> = (zl I il) =y +XxX
2 2 2 2

A2. Todetaan liitinndisyysehdon eri puoliskot samoiksi:

1 Y1 21 1+ 21 T1t+y1+21
x+y) + 2z = + +H( ) = + )=
(et) ((552) (3/2)) <Z2) <x2+1/2) (22) ($2+yz+2’2
T1 Y1+21 T1+y1+21
X+ (y+z) = =
(y+2) <902 Yotz Tat+Yatzo

A3. Nollavektoriksi kelpaa 0 = (0 0)7, silld

(T 0_$1+O_$1_
cro=(2)+(5) (7o) - () ==
vaihdannaisuuden mukaan mydos 0 + x = X.

A4. Alkion x = (x1 z2)7 vasta-alkioksi kily — x = (—x; —x)7T, silld

w0 =(01)+()=(5722) - (0) o

vaihdannaisuuden mukaan myds — x +x = 0.

)
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s e = 1) =G )= (o)
() () (B) o) -oxren

o teme= () =(050) = (22 750)

) (2 + (i;):ax—l—ﬁx

B
()= (om) =«

as x=1(0)= (10 ) = (1) ==
) 1£L'2 I

Tehtdvd 9.3.3 : (0), (i) ja (ii) selvésti kunnossa, tulokset ovat yksikisitteisesti mai-
rattyja R™>™:n matriiseja. Kohtaan (iii) kdytd Lausetta 3.3.3.

AT. (af)x = (aﬁ)<x1)

Tehtdvid 9.3.4 : Operaatiot tuottavat tdysin miirityn tasovektorin, joten kohta (i)
on kaikille kunnossa.

a) Ehdot A1 ja A2 ovat voimassa, A3 ja A4 eiviit.

b) Ehdot A1 — A4 voimassa (laskettava lipi).

c)jad) Al voimassa, mutta A2, A3 ja A4 eivit.

d) Al voimassa, mutta A2, A3 ja A4 eivit.

Tehtdvid 9.3.5 : Operaatiot tiyttavit perusehdon (ii).

a) Ehto A7 on voimassa, A8 ei.

b) Molemmat ovat voimassa.

c) A8 on voimassa, A7 ei ole voimassa: vastaesimerkki valitsemalla vaikkapa o =
ﬁ:xgszaxl =1.

d) Kumpikaan ei ole voimassa: valitse esimerkiksi « = § = x1 = 25 = 1.

Tehtédvid 9.4.5 : Tehdddn ratkaisu vaiheittain, yksityiskohtaisin perusteluin:

2u—-3x = v
& 2u + (—3x) v | erotus | —2u+
& (—2u)+ (2u+ (—3x)) (—2u) +v | Lause 9.4.4 d)
& ((—2u) +2u) + (—3x) (—2u) +v | A2
& 0+ (—3)x = (—2u+v | A4, Lause 9.4.4 ¢)
& (—3)((=3)x) = (—%)((—2)u+v) | A3, Lause 9.4.4 €)
o (3 (3% = (D=2 +(~yv | AT AS
& 1-x = ((—3)(=2))u+(—3v) | R,Lause9.4.4c), A7
N X = 2u—gv | A8, R, erotus
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Tehtdvd 9.4.6 : a) Vasta-alkion méairitelmén avulla:

(u+v)+(—u—-v) = (v+u)+(—u)+(—v) | Al,erotus
= (v+u)+(-uw)+(-v) | A2
= (v (u+t(-w))+(-v) | A2
= (v+0)+(—v) | A4
= v+ (-v) | A3
_ | A4

Toinen tapa olisi Lauseen 9.4.4 kohdan c) avulla (tarvitaan myods A5 ja A8 sekid
erotuksen médritelma):

—(ut+v) = (=D(u+v)=(-Hu+(=1)v=1{-u)+1(-v)
= —u+(-v)=—-u-—v.
b) Kiyttiden erotuksen méiritelméi, ehtoa A5 ja Lauseen 9.4.4 kohtaa c):
a(u—v)=alu+ (—v)) =au+ a(—v) = au — av.
Tehtdvd 9.4.7 : Vihjeen mukaan (pistd perustelut oikealle):
u+2(v-u)— (u+2x) = u—v

|
& ut2v—2u+(—(u+2x)) = u—v |
& —(u+2x) = u—v—(u+2v—-2u) |
& (—)(u+2x) = u—v—((1-2)u+2v) |
& (—D)(u+2x) = u—(—u)—v-—2v |
& (—D)(u+2x) = 2u—3v |
& 1-(u+2x) = (—1)(2u-—3v) |
& u+2x = —2u+3v |
& 2x = —3u+3v |
& Ix = %(—3u + 3v) |
& x = —3Ju+iv |

Toinen tapa, jossa kdytetddn yhteenlaskun liitdnndisyyttd ja vaihdannaisuutta mel-
ko vapaasti. Sievennetédén aluksi vasen puoli kdyttaen Tehtdvin 9.4.6 tuloksia (kir-
joita perustelut taas nékyviin) ja ratkaistaan:

u+2(v-—u)— (u+2x) = u+2v—-2u—u-—2x |

& u—u+2v-—2u—2x |
& = 2v—2u-—2x |

2v—-2u—2x = u—v ]

& —2x = —(2v—-2u)+u-—v |

& —2x = —2v+4+2ut+u—v |

& (=2)x = 3u-—3v |

& Ix = (—1)(3u—3v) |

& x = —3Su+iv ]



9.6 Ratkaisuja tehtiviin 147

Tehtdvd 9.5.3 : Kuten Tehtdvd 9.3.2, paitsi toinen koordinaatti on aina 1. Nolla-
alkio on (0 1), vasta-alkio ©(z 1)T = (—z 1).

Tehtdvid 9.5.4 : a) Al el ole voimassa, esimerkiksi

(0)2()=()()=()=(0)

b) A8 ei ole voimassa, esimerkiksi

ofa)=()7()

c) A6 ei voimassa, valitse esimerkiksi « =0, 3 =2, 21 = 1 jaxy = 0.

d) Kohta (i) ei ole voimassa, koska tulokset eivit ole tason vektoreita.

Tehtidva 9.5.5 : a) Voimassa eivit ole Al, A2, A3, A4 eikid A6.

b) Voimassa eivit ole A7 eikd AS8.

¢) Voimassa eivit ole A2, A3, A4, AS eikid A6.

d) Kohdat (i) ja (i1) eivit ole voimassa, joten operaatiot eivit ole kelvollisia, ja
monet kohdat A1-A8 eivit ole edes mielekkiiti testata.

Tehtdva 9.5.7 : Kuva

Tehtdvd 9.5.8 : Kylld on, todistus samalla tavoin kun Esimerkissd 9.5.6.

Tehtidvd 9.5.9 : Kohdassa a) eliminoidaan aluksi vaikkapa (2 0)7 vasta-alkiollaan:

Q- () 1)
o OG- o)
e e
< - (QJ—FQ:l):(—l) | A3
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Kohdassa b) ratkaistaan aluksi vaikkapa 3©x:

pQern- @) el
o G)@ Bex) = o (2@(_?)) @@) | A2, A4
& 30x = ((—2)@(_?)) ) (g) | Lause 9.4.4 ¢)
Siten operaatioiden miirittelyjen mukaan
sox= () )0) - (2)e0) - (5450 - ()

Jatketaan:

360x =

7N
n
)
S~—
®©
VR
|

— W
~_
~__
©®
N
N O
~_

©
Wik A/ O

©

[ SN—
Wl

2) | Lause 9.4.4 ¢)

A7, ®:n midrittely

) a8

wloo win

—
W=
w
N—
©
><
Il
e e S N
o |
+
S
| =
I
W=
N————
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10 ALIAVARUUDET

10.1 Aliavaruuden méiérittely

Usein tarkastellaan jonkin lineaariavaruuden V' osajoukkoa, jossa kiytetddn sa-
moja laskutoimituksia kuin avaruudessa V. Jos W C V' on téllainen joukko, niin
se on itsekin lineaariavaruus, mikili laskutoimituksien tulokset pysyvit joukossa
W, ts. mikili se on suljettu sisdisen ja ulkoisen laskutoimituksen suhteen.

Miaéritelmé 10.1.1 Joukko W on lineaariavaruuden V' (lineaari)aliavaruus (subs-
pace), jos

(0) W on epityhjajaWW C V,
(1) u+v e Waina,kunu, v e W,
(i) au € W aina,kun o € C,u € W.

Lause 10.1.2 Olkoon W lineaariavaruuden V' aliavaruus. Silloin IV (varustettuna
samoilla operaatioilla) on lineaariavaruus.

Todistus. Harjoitustehtdavi. O

Lineaariavaruudella on aina nk. triviaalit aliavaruudet {0} ja se itse. Muita ali-
avaruuksia sanotaan aidoiksi aliavaruuksiksi (proper subspace). Miké tahansa li-
neaariavaruuden osajoukko ei ole aliavaruus.

Tason aliavaruudet (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/TasonAliavaruudet.htm

Esimerkki 10.1.3 Osoitetaan, ettid joukko
W= {(z1 22 23)" €R® |21 =22} .

muodostaa reaalisen lineaariavaruuden R? aliavaruuden.

(0) Médrittelynsd mukaan W C R3 eikd ole tyhji, ja
(1), (i1) Olkoot o € R ja x, y € W mielivaltaiset. Ottaen huomioon joukon W
midrittelevi ehto saadaan niille suorat esitykset x = (a a b)T jay = (c ¢ d)7,
jolloin
x+y = (a+c a+c b+d)F e W,
ax = (aa aa ab)T € W.
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Esimerkki 10.1.4 Olkoon

v {(1)|res)

Silloin W on epityhjd, W C R?, mutta IV ei ole avaruuden R? aliavaruus. Kum-
pikaan aliavaruuden Maédritelmén 10.1.1 ehdoista (i) ja (ii) ei ole voimassa (vrt.
Esimerkki 9.5.2), esimerkiksi (2 1)7 € W, mutta

() ()= o))

Esimerkki 10.1.5 Tehtivissi 9.5.8 on osoitettu, ettd R? varustettuna Esimerkin
9.5.6 laskutoimituksilla on lineaariavaruus. Osoita sen perusteella, ettd Esimerkin

9.5.6 suora
U= { ($1>
)

Opastus. Osoita U Tehtidvissa 9.5.8 kasitellyn lineaariavaruuden aliavaruudeksi.

$1+I2:2}.

on lineaariavaruus.

Suora U aliavaruutena (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/AliavaruusSuoraU.htm

Esimerkki 10.1.6 Onko tyyppid

a b 2%2
(_b C)GR

olevien matriisien joukko avaruuden (R?*?, +, -) aliavaruus?

Ratkaisu. (0) Tarkasteltava joukko

(3

on selviisti epityhji ja sisiltyy joukkoon R?*2,
(1) Kahden tillaisen alkion summa

a b d e a+d b+e a+d b+e
(—b c)+<—e f):(—b—e c+f):(—(b—|—e) c—l—f)EA'

(i1) Samoin jokaisella o € R tulo

(45 0= )=

Siispé A on aliavaruus.

a,b,ceR}
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Esimerkki 10.1.7 Lineaarisen yhtidloryhmén

r — y + 3z = 0
2c — y + 2z =0

ratkaisujoukko

1
U:=<t| 4 ’tER
1

on lineaariavaruuden (R3, +, -) aliavaruus, silli:

(0): Selvisti U on epityhji ja U C R3

(1), (i1): kahden ratkaisun summa on ratkaisu, samoin ratkaisu kerrottuna skalaa-
rilla (todenna!).

Tehtdva 10.1.8 Onko yhtdloryhmén

r — y + 3z = 0
20 — y 4+ 2z =1

ratkaisujoukko lineaariavaruuden (R3, +, -) aliavaruus?
Ratkaisu sivulla 159.

10.2 Polynomi- ja funktioavaruuksia

Esimerkkind 9.3.6 osoitettiin reaaliarvoisia funktioita koskeva perustulos: funk-
tiojoukko
F(X,R)={f:X — R| f funktio }

varustettuna pisteittdisilli summa- ja skaalausoperaatioilla on reaalikertoiminen
lineaariavaruus.

Esimerkki 10.2.1 Korkeintaan astetta n olevien reaalisten polynomien joukko
P, ={ao+ a1z + -+ a,z" | a; € R vakioita}
(vrt. Esimerkki 9.3.7) on lineaariavaruuden
F(R,R)={f:R — R| f funktio }

aliavaruus, silla
0) P, # 0, P, € F(R,R).
(1) Kahden astetta < n olevan polynomin summa on polynomi astetta < n.

(i1) Astetta < n oleva polynomi kerrottuna vakiolla on astetta < n.
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Tehtiiva 10.2.2 Mitkd seuraavista ovat lineaariavaruuden (Ps, +, ) aliavaruuk-
sia?

a) A:={ap+ axx® | ap,ay € R}

b) B:= {ag+ a1 + axx® | ap > 0,ay,a, € R}

¢) C:={p € Py | p:1ld on tasan 2 eri nollakohtaa}

d) D:={pePy|p0) =0}

e) £:={p€eP|p(0) =3}

) F:={peP|p(0) =0}
Ratkaisu sivulla 159.

Esimerkki 10.2.3 Vilillda A C R k kertaa jatkuvasti derivoituvien reaalifunktioi-
den joukko C*(A, R) on reaalisen lineaariavaruuden F (A, R) aliavaruus jokaisel-
la £ € Ny. Nimittdin, k kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden summa ja tulo
vakion kanssa ovat k kertaa jatkuvasti derivoituvia funktioita.

Esimerkki 10.2.4 Differentiaaliyhtiloiden kurssilla osoitettaneen mm. ettd jouk-
ko

{feC(AR)|f"+f=0}

on lineaariavaruuden C?(A, R) aliavaruus.

Huomautus 10.2.5 Olkoon V lineaariavaruus ja Wy, W5 C V sen aliavaruuksia.
Joukko-opillinen yhdiste W; U W, ei vilttamittd ole aliavaruus (eikéd lainkaan
lineaariavaruus), silld eri aliavaruuksista otettujen vektorien summan ei tarvitse
pysyd yhdisteessd. Aliavaruuksien leikkaus W MW, sen sijaan on aina aliavaruus.
Ominaisuudet perusteltaneen harjoitustehtivissa.

10.3 Aliavaruuksien summa

Erids tirked yleispitevd tapa muodostaa uusia aliavaruuksia on yhdistdéd aliava-
ruuksia algebrallisesti.

Miiéritelmi 10.3.1 Olkoot W ja W, lineaariavaruuden V' aliavaruuksia. Jouk-
koa
W1+W2 ::{ul—l—uQ]ul € Wl,l,IQ S WQ}

sanotaan aliavaruuksien summaksi (sum of subspaces).
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Lause 10.3.2 Lineaariavaruuden aliavaruuksien summa on sen aliavaruus, ja se
sisdltdd molemmat summan osapuolet.

Todistus. Olkoon V lineaariavaruus ja W, ja W5 sen aliavaruuksia.
0)0 #£ W, + W, CV,silld 0 € Wy + W, jaV on lineaariavaruus.
(1) ja (ii): Olkoot a € K jaw, w' € Wy + W5, Summan méérittelyn mukaan on
olemassa u;, uj € Wi jaug, uj, € Wy, joille
w=u +u; ja w =uj+u,.

Koska W ja W, ovat lineaariavaruuksia, on

w+w = (u+uy)+ (u] +uh)
= (U1+u/1)+(112+11/2) € W1—|—W2,
aw = au; + auy € Wi + Ws.

YII4 tarvittiin my0s lineaariavaruuden aksioomia, mitd?
Toinen viite seuraa valitsemalla toisesta joukosta yhteenlaskettavaksi nolla; siis
esimerkiksi W, = Wy 4+ {0} C W, + W,. O

Esimerkki 10.3.3 Olkoon V' K-kertoiminen lineaariavaruus. Jos u € V' pidetéidn
kiintednd, niin joukko
Wy = {su]|s e K}
on avaruuden V' aliavaruus. Jos yleisemmin uy, us, ..., u; € V, joukko
Wiz, = 15101 + SoUp + - - - + 55y, | 53 € K}

on myos avaruuden V' aliavaruus (todista!). Téllaisten aliavaruuksien summille
patee:

1) Kun o € K on kiinted
WatWau = {suttau|s,t € K} = {(s+ta)u|s,t € K} = {s'u|s € K} = W,,.
2) Jos u; Jf uy niin summa

W, + Wy, = {s1u;1 + s2uy | $1,80 € K} CV

on luonteeltaan kaksiulotteinen “’taso” (tarkemmin Luvussa 12.4).

Esimerkki 10.3.4 Polynomiavaruuksille
Pi+P = {a+bx|abeR}+{d+Ve+dz?|dV,d R}
{a+d + (b+b)x+dx?|a,d, b, €R}
— {a// + b//x —|—C//l’2 ‘ a//’b//’cll G R}
- P,
Yleisesti: Py C P; C Py C ... on nouseva joukkojono, P, C P kaikille £ ja
7Dm + Pn = Pmax(m,n)-



10.4  Vektorijoukon virittimé aliavaruus 155

10.4 Vektorijoukon virittima aliavaruus

Minki tahansa lineaariavaruuden V' vektoreista voidaan muodostaa skaalauksen
ja yhteenlaskun avulla direllisid summia

aiuy + agug + -+ apug, o €K, w; €V, kEeEN,

joita sanomme lineaarikombinaatioiksi.

Lineaariavaruudelle saadaan helposti aliavaruuksia vektorijoukkojen lineaarikom-
binaatioiden avulla (vrt. aliavaruuksien summa edelld, Luku 10.3).

Lause 10.4.1 Olkoon V lineaariavaruus ja U C V sen epityhjd osajoukko. M-
ritelldédn joukolle U:

U] := {Zakuk

k=1

akEIC,ukEU,n:LZ?),.‘.}.

a) Silloin [U] on avaruuden V' aliavaruus.
b)Jos U C W C V ja W on aliavaruus, niin [U] C .

Todistus. a) (0) Selvisti ) # U C [U] C V. Olkoot vy € K jau, v € [U], jolloin
niilld on esitykset joukon U alkioiden lineaarikombinaatioina:

u = aju;+ -+ apu,
v = Givit-+ G

() Silloinu +v = agu; + - -+ + apug + vy + - - + v € [U],

silld oy, B; € K jaw,, v; € U jasiten u+v on U:n alkioiden lineaarikombinaatio
(aksioomat?).

(ii) Samoin (huomaa A5 ja A7!) yu = (yay)uy + - - - + (yag)uy € [U].
Miéritelmédn mukaan [U] on aliavaruus.

b) Toinen viite, joka sanoo, ettd [U] on suppein joukon U siséltdvisté aliavaruuk-
sista, on Tehtdavind 10.4.3. O

Mairitelmé 10.4.2 Lauseessa 10.4.1 esiintyvid aliavaruutta [U] sanotaan vekto-
rijoukon U virittdmdksi aliavaruudeksi (span).

Tehtiva 10.4.3 Todista Lauseen 10.4.1 kohta b), eli ettd jos myés W C V on
joukon U siséltivé aliavaruus, niin [U] C W.
Ratkaisu sivulla 159.
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Kun U on esitetty luettelona, viritysjoukosta jitetddn joukon sulut usein pois, esi-
merkiksi [u, v] tarkoittaa joukkoa [{u, v}|.

Esimerkki 10.4.4 Olkoon V' K-kertoiminen lineaariavaruus. Silloin viritettyd
joukkoa (vrt. Esimerkki 10.3.3)

a) [u] = {au | a € K} = W, sanotaan suoraksi, jos u # 0.

b) [u,v] = {au+ v | a, f € R} = W, sanotaan tasoksi, jos u | v.

Adrellisille joukoille U on [U] esitettivissé kiintednpituisina lineaarikombinaa-
tioina (toki osa kertoimista voi olla nollia), esimerkiksi

[u,v,w] ={au+pv+yw|a, 0,7y € R} = Wyyw-

Numeroituville joukoille U taas

[, ug,...] = {aju; + agus + - -+ | @; € K, vain dérellisen moni «;; # 0}.
Tehtiva 10.4.5 Millaisen aliavaruuden polynomien joukolle P virittavit
a) {x, 3 — 22}?
b) {1, x, 2% — 2*}?
Onko [z, 2® — 2z] = Ps, onko [1, z, 23 — x?] = P3? Ratkaisu sivulla 159.
Esimerkki 10.4.6 Lineaarisen homogeenisen yhtdloryhmian Ax = O ratkaisu-
joukko on aina ddrellisen monen vektorin virittdmi aliavaruus, mm. Tehtdvissi

2.3.12 yhden vektorin virittima. Toisaalta tédllainen aliavaruus on kerroinmatriisin
A nolla-avaruus (ks. Luku 13.1), Esimerkissé 13.1.3 kahden vektorin virittima.

Mairitelmé 10.4.7 Vektorijoukko U C V on lineaariavaruuden V' virittdvd jouk-
ko,jos V = [U], ts. jos avaruuden V jokainen alkio voidaan esittd4 joukon U vek-
toreiden lineaarikombinaationa. Sanotaan my®ds, ettd V' on joukon U (tai sen vek-
torien) virittdmd. Lineaariavaruus V' on ddrellisesti viritetty, jos silld on dédrellinen
virittivi joukko, ts. jos on olemassa &irellinen joukko U C V/, jolle V' = [U].

Esimerkki 10.4.8 Osoitetaan, etti lineaariavaruuden R? vektorit

1 0 0
eg:=[0], e:=|1], e3:=10
0 0 1

muodostavat sen virittivin joukon. Mielivaltaiselle x = (21 25 23)7 € R3 on
X = x1€1 + To€ey + T3es.

Avaruus R? on siis joukon {e;, e,, e3} virittimi. Joukko {e;, e, } virittid avaruu-
delle R? aidon aliavaruuden, nimittiin z;xo-tason RxRx{0}.



10.5 Virittdvin joukon sieventimisesti 157
Esimerkki 10.4.9 Osoita, ettd korkeintaan astetta 3 olevien polynomien joukon
Ps virittdavid joukkoja ovat esimerkiksi
Uy :={l,2,2%, 2%} ja U;:= {14z 2,2>°1,2°+2}.
Perustelut. Koska P3 = {a + bx + cx? + da® | a,b,c,d € R} ja
(U] = [1,2,2% 2% = {a + Br +y2® + 62° | a, B,7,6 € R} = Ps,

joukko Uy = {1, z, 2% 23} virittdd avaruuden Ps.
Sopivasti muotoilemalla ndhdéén, ettd

Us] = [1+x,2,2% - 1,23 + 2]
= {a(l+z)+ Bz +y*>—-1)+6x*+2)|a,8,7,6 € R}
= {(a=7) -1+ (a+p+0)zx+ 2> +d2° | a,B,7,0 € R}
Cc Ps.

Osoitetaan vield, ettd Py C [Us]. Olkoon p € Ps, p(z) := a + bx + cx? + dx?
mielivaltainen. Katsotaan, onko p esitettivissd joukon [Us] alkioiden lineaarikom-
binaationa:

a—v+(a+B+80x+y2>+ 02 =a+br+ca® +da® (Vo €R)

o] - = a a = a+tc
— a + f + 6 = b PN 6 = b—a—c—d
vy = c v = c
0 = d o = d

Koska yhtiloryhmi ratkeaa, on esitys olemassa ja P3 C [Us]. Siis my0s U, virittdd
avaruuden Ps.

Esimerkki 10.4.10 Kaikkien polynomien joukko P ei ole direllisesti viritetty
(perustelu Esimerkissad 12.4.8).

Tehtiivi 10.4.11 Osoita, ettd P, voidaan esittdd summana (ks. Luku 10.3)
[z, 2°—1] + [1,2°] = Pa.

Ratkaisu sivulla 160.

10.5 Virittivin joukon sieventimisesti

Virittdva joukko voi olla turhankin laaja, ja sitd on monesti hyodyllistd sieventidd
tai pelkistdd jattamalld epdolennaisia vektoreita pois.
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Esimerkki 10.5.1 Tason R? vektorit (1 0)7 ja (0 1)7 riittévét virittiméén sen, vrt.
Esimerkki 10.4.8. My®s joukko {(1 0)7, (0 1), (2 —3)T'} on tason virittijd, mutta
siind on enemmin alkioita. Nytpd esimerkiksi

(=3)=2(0) 0 5)

eli (2 —3)7 on kahden muun lineaarikombinaatio (tdssd myds esimerkiksi (1 0)7
olisi kahden muun lineaarikombinaatio, miten?).

Viritysmielessd joukot {(1 0)7,(0 1)} ja {(1 0)7, (0 1)7, (2 —3)T} ovat mo-
lemmat kelpoisia, mutta edellinen on kitevampi monessakin suhteessa (vilkaise
Lukua 11).

Lause 10.5.2 Jos lineaariavaruuden vektorijoukon U yksi vektori u voidaan esit-
tdd sen muiden vektorien lineaarikombinaationa, niin [U] = [U \ {u}]. Sanomme-
kin silloin, ettd "poistettu alkio u on viritysmielessi turha”.

Todistus. Ensinnikin, triviaalisti [U \ {u}] C [U]. Olkoon toiseksi v € [U] mieli-
valtainen, jolloin silld on (erds) esitys v = a;vy + ...+ a; vy joukon U alkioiden
avulla. Asia on selvi, jos tissd ei ole u mukana: v € [U \ {u}]. Jos taas eris
v; = u, otetaan kdyttoon vektorille u tiedetty esitys u = Syuy + ... + ,u,, ja si-
joitetaan se alkion v; = u tilalle. Silloin saadaan (kéyttden taas lineaariavaruuden
laskusddntojd) vektorille v esitys kiyttden vain joukon U \ {u} alkioita. O

Tehtava 10.5.3 Osoita tarkasti, ettd Lauseen 10.5.2 todistuksen lopussa kuvattu
tapa todella tuottaa vektorille v esityksen lineaarikombinaationa, jossa on vain
joukon U \ {u} alkioita.

Ratkaisu sivulla 160.

Esimerkki 10.5.4 Olkoon P} := [1,z?], joka on korkeintaan astetta 2 olevien
polynomien joukon P, aliavaruus. Osoita, ettd joukko {2, 2%, 1— 2%} myds virittda
avaruuden P, ja ettd sitd voidaan sieventédd poistamalla jotain.

Ratkaisu. Koska 1 — z? = £ -2 4 (—1)z?% se voidaan Lauseen 10.5.2 mukaan
jéttad pois. Jiljelle jddvaid joukkoa {2, z?} ei voi endi supistaa, silld kumpikaan
alkioista ei endd yksindén viritd avaruutta Pj.

Tehtiivi 10.5.5 Sievennd avaruuden R? virittdjijoukkoa {uy, uy, us, uy, us}, kun

1 0 0 1 0
wm =0, u:=1],u3:=10],us:=10],u5:=10
0 0 1 1 0

Ratkaisu sivulla 161.
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Tehtavd 10.1.8 : Ei, esimerkiksi nollavektori ei ole ratkaisu (ehké helpoin tapa).
My®s voi ratkaista ja etsid kohtdalle (i) (tai (i1)) vastaesimerkin.

Tehtdvad 10.2.2 : a) A on aliavaruus, silld

(0) Se on selvisti epityhjd ja médrittelynsé nojalla A C Ps.

(i) Alkioiden a + bx?, ¢ + dx?® € A summa (a + ¢) + (b + d)z* € A.
(i1) Alkioiden @ € R jaa + bx? € A tulo (aa) + (ab)z?® € A.

b) B ei ole aliavaruus; esimerkiksi vakiopolynomi 1 € B kerrottuna luvulla —5 ei
kuulu joukkoon B (siis (ii) ei ole voimassa).

¢) C ei ole aliavaruus; esimerkiksi kun p(z) = 22—1ja ¢(z) = 1—22% on p+q = 0,
jolla ei ole tasan 2 nollakohtaa (vaan ddrettomasti).

d) D on aliavaruus, silld se on epityhjd Ps:n osajoukko, ja arvon nolla origossa
(tai missé tahansa kiinteédksi valitussa pisteessd) saavien polynomien summalla ja
reaaliluvulla skaalauksen tuloksella on tuossa pisteessd myos arvo 0.

e) £ ei ole aliavaruus; esimerkiksi polynomeilla p(z) = 2* + 3jag(z) = 3 — x
on origossa arvo 3, mutta niiden summalla on arvo 6. Siis (i) ei ole voimassa.

f) F ei ole aliavaruus, silla F Z Ps. Kylldkin se olisi kaikkien reaalipolynomien
joukon P, ja my6s funktiojoukon F (R, R) aliavaruus.

Tehtdavd 10.4.3 : Olkoon U C V epityhjd joukko ja W C V aliavaruus, joka
siséltdd sen, siis U C . Viite oli, ettd myos [U] C W.

Olkoon u € [U] mikd tahansa vektori. Virityksen mééritelmidn mukaan silld on
esitys u = aju; + - -+ + agpu, missd kukin u; € U. Mutta U C W ja W
on aliavaruus, joten lineaarikombinaationa u € W. Siis [U] C W, ja on siksi
suppein.

Tehtidva 10.4.5 : a) Muotoillaan:

{ax + b(z*—2x) | a,b € R}
{(a —2b)x +b2® | a,b € R}
{d'z + V23 |d,V € R}

Ps.

[z, 23 —2x]

Nl

Nyt nidhdién, etté [z, 23—212] # Ps, silld esimerkiksi polynomi 2% ¢ [z, 23 — 2x].

b) Lasketaan taas:

3 2]

1, z,2% —2?] = {a+bx+c(z®—2%)]|a,b,ceR}

= {a+br—cr’*+cx®|a,b,ceR}

Nihdiin, ettd [1,z, 23 — 22| # Ps, silld esimerkiksi 22 + 2 ¢ [1,z, 23 — 2?].
Tilanne johtuu nelidn ja kuution kertoimien keskiniisesti riippuvuudesta.
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Tehtdvad 10.4.11 : Joukot
Ai=[z,2*~1] = {azr+3(=*~1)|a,BER}
B:=[1,2"] = {y+62*|v,d€R}

ovat Lauseen 10.4.1 mukaan lineaariavaruuden P, aliavaruuksia. Lauseen 10.3.2
mukaan summa on my®ds aliavaruus, joten

A+ B =[z,2°~1] +[1,2%] C P..

Onko inkluusio voimassa myos toisinpdin, P, C A + B? Muokataan viritettyji
avaruuksia ja summaa:

A+ B = [z,2?-1]+ 1,27
= {ax+8(2°-1)|a,BER}+{y+62% |7, €R}
= {(az+ B(2*-1)) + (v +02°) | o, B,7,6 € R}
= {(y=0) +az+(6+0)2"|a,8,7,0 € R}
Siis: voidaanko jokainen a + bx + cx? € P, esittii muodossa
a+br+cr’=(y—p)+ar+ (B+0)x?
sopivilla skalaareilla o, (3, v, 6?

Polynomien samuus tarkoittaa vastinkerrointen samuutta, joten esitys on mahdol-
linen, jos (ja vain jos)

N _ a = b
N B = c—t
- + = a <=
g ! + 0 = ¢ Y = ate—t
0 = tekR

Esimerkiksi valitsemalla ¢ = 0 saamme summan alkioksi
(v = B)+azx+ (B+0)2* =a+ br + cz?,
joten a+bx+cx? € A+ B. Onsiis todistettu, ettd P, C A+ B ja kaiken kaikkiaan
[z, 22 —1] + [1,27%] = P>.
Tehtidvd 10.5.3 : Lauseen 10.5.2 todistusta jatkaen: Voidaan olettaa (miksi?), ettd

vektorin v € [U] esityksessi kaikki vektorit v; ovat eri vektoreita ja siis vain yksi
v; = u. Nyt saadaan

vV = vy +...+toya+...+ apvg
a1vi+ ...+ o(fiag + ..+ Gouy) + .+ vy
= 041V1+...+(Oéiﬁl)ul—F...+(Oéiﬂp)up+...+06ka
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missé u ei end esiinny. Siis v € [U] \ {u}.

Tehtdvd 10.5.5 : Ensinnékin, nollavektori us voidaan viritykselle turhana jattad
pois. Toiseksi, vektori uy = u; + ugs, joten sekin on viritysmielessi turha. Lopulta
jad joukko {uy, uy, uz}, missi ei ole tinkimisen varaa.

Mutta kysymys: Voitaisko vektorin u, sijasta jittdd joku muu vektori jattad pois?



11 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS

Tutkittaessa lineaariavaruuden rakennetta nousee erdiksi merkittidvéksi piirteeksi
sen virittdvien joukkojen alkioiden keskindiset riippuvuussuhteet ja lukumiira.
Oleellisen vedenjakajan muodostaa ddrellinen vs. ddreton virittdjdjoukko.

Jos jokin osajoukko virittdd lineaariavaruuden V', myos jokainen laajempi osa-
joukko virittaa sen. Téllaisessa laajemmassa joukossa on kuitenkin mukana tar-
peettomia vektoreita. Jos jokin dédrellinen vektorijoukko virittdd avaruuden V', on
olemassa suppein, minimaalinen eli lukumaéériltdédn pienin virittdjdjoukko, kanta.
Ni4itd voi olla useita, mutta osoittautuu, ettd niissi kaikissa on sama mairi alkioita
(katso Luku 12).

11.1 Riippumattomuuden mééiritelma

Mairitelmé 11.1.1 a) Lineaariavaruuden #érellinen osajoukko {uy,...,u;} on
lineaarisesti riippuva (eli vektorit uy, ..., uy ovat lineaarisesti riippuvia), jos on
olemassa skalaarit o, ..., ax € I, joista ainakin yksi on nollasta poikkeava, ja
joille

ajug + -+ agpu = 0.

b) Lineaariavaruuden ddreton osajoukko on lineaarisesti riippuva, jos silld on da-
rellinen lineaarisesti riippuva osajoukko.

c¢) Jos joukko ei ole lineaarisesti riippuva, se on lineaarisesti riippumaton (linearly
independent).

Huomautus 11.1.2 a) Lineaarisesti riippuvaa joukkoa kutsutaan myos sidotuksi
ja riippumatonta vapaaksi.

b) Adrellisen joukon lineaarinen riippumattomuus tarkoittaa siti, ettii yo. vekto-
riyhtil toteutuu vain arvoilla o, = - - - = a, = 0. Aédretdn joukko on lineaarises-
ti rilppumaton, jos ja vain jos sen jokainen #ddrellinen osajoukko on lineaarisesti
riippumaton.

Esimerkki 11.1.3 Onko avaruuden R? vektorijoukko

1 2\ /-1
v=<lol|,| 1].]-1
1) \-1 2

lineaarisesti riippuva?



11.1 Riippumattomuuden médritelméi 163

Ratkaisu. Ratkaistaan skalaarit vektoriyhtdlostd ayu; + asus + agus = 0, eli

1 2 -1 0
ar| 0]+ ag 1]4+a3] —-1]=10
1 -1 2 0
a1 + 20[2 — 3 = 0 o = —t,
<= ay — a3 = 0 «— gy = t, teR.
ap — o9 + 203 = 0 g = t,

Yhtidloryhmélld on siis muitakin kuin triviaaliratkaisu. Kun valitaan esimerkiksi

t := 1, saadaan skalaarit oy = —1, s = 1 jaag = 1, joille
1 2 -1 0
(=10 ]+1 1]1+1[-1]=10
1 -1 2 0

Joukko U on siis lineaarisesti riippuva.

Tehtidva 11.1.4 Nayti, ettd pystyvektorit

1 0 0
ee=10], e=1[1 ja e3=10
0 0 1

muodostavat avaruudessa R? lineaarisesti riippumattoman joukon.

Ratkaisu sivulla 173.

Esimerkki 11.1.5 Olkoon V' := C(R,R) ja fi(z) := sinz, fo(x) = cosuz,
fs(z) := sin 2z, fy(x) := cos2z. Onko joukko { f1, f2, f3, f1} lineaarisesti riip-
puva?

Ratkaisu. Osoitetaan funktiot lineaarisesti ritppumattomiksi. Olkoon
arfi + aafa + asfs + aufi =0
(siis nollafunktio) eli
1 8In T + g cos T + a3 sin 2x + ay cos 2 = 0 kaikilla x € R.

Muodostetaan funktioyhtédlostd (vdhintdin) 4 yhtdlod valitsemalla “sopivat” reaa-

liarvot , esimerkiksi vuorollaan x = 0, 7, 5, —%. Saadaan
x = 0 Qo + ay = 0
_ 0z 1 1
r = = —=Q o =0
1 £ZM T B +oas
_ s , . - 0
r = 2 aq gy =
T _% —Q — ag = 0

miki toteutuu vain arvoilla oy = a9 = a3 = a4 = 0.
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Esimerkki 11.1.6 Joukko {3, cos 27, sin* 2} C C(R, R) on lineaarisesti riippuva,
silld cos 22 = 1 — 2sin” x ja siten

(—=3%) -3+ 1cos2z + 2sin® z = 0 kaikilla z € R.

Esimerkki 11.1.7 Olkoon V' lineaariavaruus. Voidaan sopia, ettd tyhjd joukko on
lineaarisesti riippumaton. Joukko {0} on aina lineaarisesti riippuva. Jos 0 # u €
V, niin {u} on lineaarisesti riippumaton (Lause 9.4.4 kohta b).

11.2 Ominaisuuksia

Lause 11.2.1 Lineaariavaruuden epityhjd osajoukko on lineaarisesti riippuva jos
ja vain jos ainakin yksi sen alkioista voidaan esittdd muiden lineaarikombinaatio-
na.

Todistus. Olkoon V lineaariavaruus ja U C V epityhji joukko.

1) Jos U on lineaarisesti riippuva, 10ytyy dérellinen lineaarisesti riippuva joukko
{uy,...,ux} C U. Télloin on olemassa ay, . . . , ay, joista ainakin yksi «; # 0, ja
a1u1+...+aiui—|—...+akuk:O.

Mutta silloin u; voidaan yhtédlostd ratkaista (mitenkd, mitd siihen tarvitaan?) ja

siten tulee esitetyksi muiden lineaarikombinaationa.
2) Oletetaan, ettd esimerkiksi u € U voidaan esittdd muiden lineaarikombinaatio-
nau = fiu; + ...+ Orug, missid u ei ole mukana. Télloin

(—Du+ By + ...+ frup =0,

joten joukko U on lineaarisesti riippuva. O

Lause 11.2.2 Olkoon V lineaariavaruus ja U C V epityhji joukko.

a) Jos U on lineaarisesti riippumaton ja U’ C U, niin joukko U’ on lineaarisesti
riippumaton.

b) Jos U on lineaarisesti riippuva ja U C W C V, niin joukko W on lineaarisesti
riippuva.

Todistus. a) Koska joukon U jokainen dérellinen osajoukko on lineaarisesti riip-
pumaton, ovat sitd myos joukon U’ C U osajoukot; ovathan ne myos joukon U
osajoukkoja.

b) Joukolla U on &érellinen lineaarisesti riippuva osajoukko, joka on myds joukon
W lineaarisesti riippuva osajoukko. O
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Esimerkki 11.2.3 Ovatko avaruuden R?*2? matriisit
21 1 -2 0 =5
0 3)/)’ 3 2 6 1

lineaarisesti riippuvia?
Eris ratkaisu. Hetken tarkastelun jdlkeen huomataan, etti

0 =5 21 1 -2
(b )= s) 2l 3)
joten matriisit ovat lineaarisesti riippuvat (Lause 11.2.1).

Lause 11.2.4 Olkoon V lineaariavaruus ja U C V sen lineaarisesti riippumaton
osajoukko. Jos v € V' \ [U], niin laajennettukin joukko U’ := U U {v} on lineaa-
risesti riippumaton. Lisdksi [U] on viritetyn aliavaruuden [U’] aito aliavaruus.

Todistus. Kéytetddn lauseen merkintdja. Madritelmén mukaan riittdd osoittaa, ettd
joukon U’ mielivaltainen &érellinen osajoukko U” on lineaarisesti riippumaton.
Jos kyseinen joukko ei sisélld liséttyd alkiota v, se on joukon U osajoukko, ja siten
Lauseen 11.2.2 mukaan lineaarisesti riippumaton. Muutoin joukko on muotoa

U" ={uj,uy,...,u, v},

missd kukin u; € U. Mielivaltaisessa joukon U” lineaarikombinaatioyhtdlossé
ai1uy + ... + agpug + cv = 0 on kaksi mahdollisuutta: skalaari ¢ = 0 tai ¢ # 0.

1) Jos ¢ = 0, on cv = 0, ja kyseessd on todellisuudessa lineaarisesti riippumat-
toman joukon U alkioiden lineaarikombinaatioyhtilo. Kaikki skalaarit ovat siis
nollia ja U” tdten lineaarisesti riippumaton.

2) Tapaus ¢ # 0 on puolestaan mahdoton: silloin nimittdin vektori v voitaisiin
esittdd pelkdstddn joukon U alkioiden lineaarikombinaationa

aq 9
V—( C)ll1+( C)U2+...—|—( C)uk,

jaolisikin v € [U], miki sotii alkion v valintaa vastaan.

Lauseen jalkimmdiinen viite: Joukon U’ virittdm4 aliavaruus on itsekin lineaaria-
varuus (miksi?), ja sen osajoukon U virittima aliavaruus on sen aliavaruus (ava-
ruudesta V' perittyjen laskutoimitusten suhteen tietysti). Aitouden takaa se, ettd
velU]\[U].O
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Lineaarisen riippumattomuuden geometrinen merkitys

1) Tason R? kaksi vektoria u, v # 0 ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos ne
ovat saman suoran suuntaisia, so. origosta lihteviksi piirrettyind ne ovat samalla
suoralla. Télloin on olemassa a € R, jolle v = au.

2) Avaruuden R3 vektorit u, v # O ovat lineaarisesti riippuvia jos ja vain jos
niiden virittdmi aliavaruus on avaruuden suora, ts. jos u = av.

3) Avaruuden R? kolme vektoria u, v, w # 0 ovat lineaarisesti riippumattomia,
JOs ja vain jos ne eivit ole samassa tasossa, ts. origosta lidhteviksi piirrettyind nii-
den piitepisteet eivit ole origon kanssa samassa tasossa.

11.3 Lineaarinen riippumattomuus ja singulaarisuus

Avaruuden R" n-alkioisten vektorijoukkojen lineaarinen riippumattomuus voi-
daan testata niiden muodostaman matriisin avulla.

Lause 11.3.1 Avaruuden R" osajoukko {a;,as,...,a,} on lineaarisesti riippu-
maton, jos ja vain jos niistd muodostettu matriisi
A = (CLZ‘]‘) = (a1 gy an)

on sddnnollinen. Erityisesti: neliomatriisin A sarakevektorit ovat lineaarisesti riip-
pumattomia jos ja vain jos det A # 0.

Todistus. 1) Olkoon zia; + x2as + - -+ + z,a, = 0, r; € R. Kun merkitdan

X := (w1 3 --+ ,)7, on yhtild kirjoitettavissa kvadraattiseksi homogeeniseksi
yhtédloryhméksi
a; az - ay )\ [T ary + @iy + o0+ ety
T 1271 + A%z + 0+ Aapdp
AX - = .
Tn Ap1T1 + Ap2%2 + -+ Appp
ail aiz A1n
as1 a22 2n
= x| . |t+x2 . |+t
QAn1 Qn2 Ann,

= ra; +x2a3+ -+ za, =0.

Kiytetddn nyt lausetta 5.4.2: Jos A on sddnndllinen, yhtdlolla Ax = 0 on vain
triviaaliratkaisu
x=(r; 2y ... 2,) ' =00 ... 0.
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Siis {a;, as, ..., a,} on lineaarisesti riippumaton.

2) Kidntden, jos {a;,as,...,a,} on lineaarisesti riippumaton, on oltava z; =
Ty = ... = x, = 0 jasiten yhtdlolld Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu. Siis A on
saannollinen.

Jalkimmadinen viite seuraa nyt siitd, ettd neliomatriisi A on sd@nnoéllinen jos ja
vain jos det A # 0 (Lause 6.5.1). O

Esimerkki 11.3.2 Ovatko avaruuden R? vektorit
(4 2 3)", (23 1) ja (2 =5 3)7
lineaarisesti riippumattomia?

Ratkaisu. Vektoreita on kolme ja avaruus on R3, joten vektoreista sarakkeittain
muodostettu matriisi on neliomatriisi. Koska

42 2
2 3 —5|=0,
31 3

ei matriisi ole sdidnnollinen (Lause 6.5.1). Lauseen 11.3.1 nojalla vektorit ovat li-
neaarisesti riippuvat. Myos voi perustella suorempaan Lauseen 11.3.1 jalkimmaéi-
sen viitteen avulla.

Tehtava 11.3.3 a) Osoita sddnnollisyysehdon avulla, ettéd

1 2 3 4
0 2 1 1
Ui = 1]'fof’lo]]1
4 0 2 6
on lineaarisesti riippuva.
b) Onko joukko
1 3 4
0 1 1
=011 o1
4 2 6

lineaarisesti riippumaton? Ratkaisu sivulla 173.

11.4 Funktioiden lineaarinen riippuvuus

Differentiaaliyhtédloiden kurssilla osoitetaan, ettd n kertaluvun lineaarisen homo-
geenisen differentiaaliyhtdlon ratkaisu on n lineaarisesti riippumattoman yksit-
taisratkaisun lineaarikombinaatio.
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Yksinkertainen keino tarkastaa joukon { f1,..., f,} € C"(A,R) lineaarinen riip-
pumattomuus on kiyttdd nk. Wronskin determinanttia (Jozef Hoene-Wronski,
Puola, 1778-1853)

fi fo o
b i f
Wfl 77777 fn_ N . '.‘ .
n—1 n—1 n—1
(b oy e

Jos funktiojoukko {fi,..., f,} on lineaarisesti riippuva, niin Wy, (z) = 0
kaikilla x € A. Jos Wy, 1 (x) # 0 yhdellekin x € A, on joukko lineaarises-
ti riippumaton. Kuitenkin funktiojoukko voi olla lineaarisesti riippumaton ja sen
Wronskin determinantti hivitéd identtisesti.

Huomautus 11.4.1 Wronskin determinantti -menetelméa ei télld kurssilla perus-
tella, joten sitéd saa kdyttdd vain pyydettdessd.

Esimerkki 11.4.2 Esimerkin 10.4.9 polynomijoukko
U={l+uxz z2>—1 2°+2}

on lineaarisesti riippumaton. Nimittdin, polynomit ovat jopa dédrettomaisti derivoi-
tuvia ja ndiden Wronskin determinantin arvo pisteessd z € R

142 = 22—=1 23+4=x 1  22—-1 2°+z
L1 2 3%+1)_ |01 20 322+1|_  _
0 0 2 6x 100 2 6x ST
0 0 0 6 0 0 0 6
Esitetddn varsinainen todistus maaritelmin avulla: Yhtialosta
a(l +2z)+ Bz +v(@* — 1) +6(z* + ) = 0 kaikillaz € R
saadaan ulos mm. seuraavaa:
r = 0 e - 5 =0
T = 1 20 + [ + 20 = 0
= -1 - 3 — 25 = 0
xr = =2 [ —a — 28 + 3y — 106 = 0
( a = 0 a = 0
— 34 20 =0 ")~ =0
L -2 — 106 = 0 6 = 0

Siis joukko U on lineaarisesti riippumaton.
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11.5 Yksikisitteisyydesta

Lause 11.5.1 Olkoon V' lineaariavaruus jaU C V, U = {uy, uy,...,u;}. Alkio
v € [U] voidaan esittdd yksikdsitteiselld tavalla joukon U alkioiden lineaarikom-
binaationa, jos ja vain jos U on on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. 1) Oletetaan, ettd U on lineaarisesti riippumaton. Olkoon vektorilla v €
[U] esitykset

vV o= oug + - o

vV = ﬁlu1+---+ﬁkuk.

Vihentimalld yhtdlot puolittain saadaan
0= (a1 —Bi)ur+ -+ ( — B

Koska U on lineaarisesti riippumaton, on 3; = «; kaikilla ¢ € [k]. Esitys on siis
yksikdsitteinen (yhteenlaskujérjestystd lukuunottamatta tietenkin).

2) Oletetaan, ettd vektori v € [U] voidaan esittdd joukon U lineaarikombinaationa
vain yhdellé tavalla

vV =ou; + -+ ol
Vastaoletus: Joukko U on lineaarisesti riippuva.
Johdetaan toinen esitys vektorille v. Koska U on lineaarisesti riippuva, on ole-
massa ¢y, .. ., ¢, € K, joista ainakin yksi ¢; # 0, ja

0=cu +---+cu+ -+ cu.

Asetetaan [3; := «; + ¢; kaikilla ¢ € [k]. Laskemalla edelliset kaksi yhtidl6d puo-
littain yhteen saadaan

v = (q+c)u+ -+ (aj+c)ui+ -+ (aptcp)uy = Srug+- - +6u4+ -+ Gpuy.

Koska ¢; # 0, on 3; # «;, ja tdmi olisi erilainen esitys vektorille v. Siis vastao-
letus on védrd ja U lineaarisesti riippumaton. OJ

11.6 Suora summa

Luvussa 10.3 méiiriteltiin aliavaruuksien summa. Jos W, ja W5 ovat avaruuden V'
aliavaruuksia ja Wy + W5 = V/, niin alkiolla v € V saattaa olla monia erilaisia
esityksid ndiden aliavaruuksien alkioiden summina.

Mairitelmi 11.6.1 Olkoot W, ja W5 lineaariavaruuden V' aliavaruuksia. Jos jo-
kainen v € V voidaan esittdd tasan yhdelld tavalla summana v = wy + wy, missd
w; € Wy jawy € Wy, niin V' on aliavaruuksien W, ja Ws suora summa, ja tatia
merkitddn V = W; @& Ws.



170 11 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS

Lause 11.6.2 Olkoot W, ja W5 lineaariavaruuden V' aliavaruuksia. Silloin
V=W oW,
jOs ja vain jos
V:W1+W2 ja WlﬂWQI{O}.

Todistus. 1) (=) Harjoitustehtdvé.

2) (<) Oletetaan, ettd V' = Wy + Wy ja Wy N W, = {0}. Olkoon v € V
mielivaltainen. Osoitetaan, ettd silld on vain yksi esitys v = w; + wo, kun wy €
W1 ja wy € W. Oletetaan siis, etti joillakin wy, w} € W ja wo, wh € T,
V=w+ Wy =W + W),
Silloin
Wi — W] = W) — Wy,
ja koska W ja W5 olivat aliavaruuksia, on w; — w} € W ja wy — wh, € Wh.
Siis myos wy; — w) € Wy N W; jawy — wh € Wi N W, misté seuraa oletuksen
Wi N Wy = {0} mukaan, ettd w; = w} ja w), = w. Siis esityksid v = w; + wy
on vain yksi. Mutta silloin
V=W, & W,.
O

Tehtava 11.6.3 Todista Lauseen 11.6.2 toinen puoli.
Ratkaisu sivulla 173.

Tehtivi 11.6.4 Esitid avaruudet R? ja R? aitojen aliavaruuksiensa suorina sum-
mina.
Ratkaisu sivulla 174.

11.7 Analyyttistia geometriaa — tason yhtilo

Olkoot 1 < k < n jaa sekd vy, v, ..., v avaruuden R” lineaarisesti riippumat-
tomia vektoreita. Joukkoa 7'

X:=a+t1vi+toveo+ ... +tvE, T €R,

sanotaan k-ulotteiseksi (hyper)tasoksi. Taso 'I' sisdltdid pisteen a ja on vektorijou-
kon {v1, Vs, ..., vy} virittimdn aliavaruuden suuntainen. Kyseiset vektorit ovat
tason suuntavektoreita.

Joukko 7" on avaruuden R" aliavaruus ainakin, jos a = 0, mutta vektoriesityksen
ei-yksikisitteisyydesti johtuen origo voi kuulua tasoon 7" vaikka olisikin a # 0.
Tarkemmin: Taso 7" on avaruuden R™ aliavaruus, jos ja vain jos tasolla 7" on esitys
ddrellisen monen vektorin lineaarikombinaatioina.
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Kolmiulotteisen avaruuden taso

Jos avaruuden R? kaksi vektoria u ja v ovat yhdensuuntaisia, ts. v = au tai
u = v, niin ne ovat lineaarisesti riippuvat. Jos lisdksi ainakin toinen vektoreista
on nollasta poikkeava, on viritetty aliavaruus [u, v| suora.

Oletetaan nyt, ettd u ja v eivit ole yhdensuuntaisia. Silloin vektorimuoto x =
a -+ su+tv, s,t € R, midrittelee avaruuteen R? eriiin tason 7' (Kuva 21), joka
siséltdd pisteen a ja on aliavaruuden W := [u, v] suuntainen, koska niilld on samat
suuntavektorit (ks. Luku 4.2).

—~ T
AT T

= -
- —_
—_

______ —w® X=atsu+r
—————— o

Kuva 21: Kahden vektorin suuntainen pisteen a siséltiva taso

Nytx € T'josjavain jos x—a = su+tvelix—a € W. Tdmad tarkoittaa mm. sitd,
ettd vektorijoukko {x—a, u, v} on lineaarisesti riippuva. Lauseen 11.3.1 mukaan
niistd sarakkeittain muodostetulle matriisille on Lauseen 11.3.1 mukaan

1 —a ur Y1
To — Ay Uy V2 | = 0. (6)
T3 —as u3 U3

Kehittimilld determinantti ensimmaéisen sarakkeensa suhteen saadaan yhtidlo muo-
toon

Uz V2 U v Uy v

+ (I?’ B a3) Ug V2

(21— a1) — (29 — a2) =0. ()

us Vs U3z Vs

Laskemalla ndmi pelkéstidin suuntavektoreista u ja v riippuvat determinantit
(huomaa yksi rivienvaihto!)

Uz V2
usz U3

us U3
U v

u; v
Uz V2

D1 = D2 = D3 = s (8)
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saadaan yhtilo (7) muotoon
Dy(z1 — a1) + Do(x9 — ag) + Ds(xs — az) = 0. 9)
Tasolle T: x = a + su + tv, s,t € R, saadaan parametriton koordinaattiyhtdilo
Ay + Asyxg + Asxs + C =0, A;, C vakioita.

Voidaan osoittaa (harjoitustehtidvi), ettd kun vektorit u ja v eivit ole yhdensuun-
taisia, kaikki determinantit D; eivét voi olla nollia, joten yhtilo ei surkastu muo-
toon 0 = 0, vaan ainakin yksi koordinaateista esiintyy siind. Determinanttiyhtilo
(6) esittdd siis tasoa, joka sisdltdd pisteen a ja on (lineaarisesti riippumattomien)
vektorien u ja v virittimén tason suuntainen.

Koordinaattimuodossa oleva tason yhtild saadaan parametrimuotoon valitsemalla
kaksi muuttujaa parametreiksi ja ratkaisemalla kolmas niiden avulla.

Tehtiivi 11.7.1 Osoita, etti jos vektorit u = (u; us u3)? ja v = (v v v3)7 eiviit

ole yhdensuuntaisia, niin kaikki determinantit (8) eivét voi yhtaikaa olla nollia.
Ratkaisu sivulla 174.

Tehtidva 11.7.2 Méidritd sen tason koordinaattiyhtilo, joka kulkee

a) pisteiden (2 1 4)7, (122)7 ja (23 1)T kautta.

b) pisteiden (2 2 3)7 ja (—1 4 2)7 kautta ja on suoran

1 >
r=|1]+s|2],seR
4 3

suuntainen.
Ratkaisu sivulla 174.

Tehtava 11.7.3 Esiti taso 3z + 229 — 3 = 1 vektorimuodossa.
Ratkaisu sivulla 175.



11.8 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtdvd 11.1.4 : Lineaarisen riippuvuuden miéritelmén vektoriyhtdld menee tissi
tapauksessa muotoon

1 0 0 Qaq 0
a0 l4+a| 1 ]|+a3|0]=]la]=|0
0 0 1 Qs 0

misté lineaarinen riippumattomuus jo ndkyykin!

Tehtivi 11.3.3 : a) Koska avaruus on R* ja vektoreita 4, muodostetaan vektoreista
Lauseessa 11.3.1 kuvattu matriisi A ja nidytetédin, ettd

det(A) =

~ = O =
S O NN
N O~ W
[

I

I

o

b) Determinanttiehto ei nyt kdy, koska vektoreita on vain kolme. Siis on ratkaista-
va

1 3 4
0 n 1 n I 0
(05} 1 Qa3 0 g 1 = V.
4 2 6
Syntyvillé lineaarisella yhtaloryhmaélla
oy + 3063 + 4064 =0
a3 + ay = 0
(05} ay = 0
4(1/1 + 2(1/3 + 60[4 = 0
on ratkaisuna esimerkiksi a; = 1, a3 = 1, a4y = —1. Siis my0s Us on lineaarisesti

riippuva.

Tehtavd 11.6.3 : Jos V' = Wy & W, niin tietysti V' = W; 4+ W,. Olkoon w €
Wi N W5 mielivaltainen. Silloin w € V' ja silld on tasan yksi esitys w = wy + wo,
kun wy € W, jawy, € W,. Mutta toisaalta

w = w-+0, missi we W;,0e W,
w = 0—|—W, missi OEWl,WEWQ.

Tdmi on mahdollista vain kun w = 0. Siis myos W, N W, = {0}.
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Tehtivi 11.6.4 : R? on mink tahansa kahden erisuuntaisen origon kautta kulkevan
suoran suora summa, esimerkiksi koordinaattiakselien S, := {#(10)T | ¢t € R}
jasS, ={t0)" |[teR}L,R*=5,®S,.

R3 voidaan esittiid suorana summana R? = S & T, missi aliavaruudet ovat suora
S jataso T, joilla on vain origo yhteiseni pisteend.

Tehtdvd 11.7.1 : Koska vektorit eivit ole yhdensuuntaisia, ei kumpikaan ole nol-
lavektori, joten molemmilla on ainakin yksi nollasta poikkeava koordinaatti.
Antiteesi: Kaikki determinantit D; ovat nollia, ts. usvs = u3ve, uzv; = U V3 ja
U1V = U2V1.

Olkoon esimerkiksi u; # 0. Silloin a := vy /uy € Rjav; = au;.

Koska u1vs = usv1, 0N vy = Ugvy /u; = usvuy /uy = auus.
Koska ugv; = uyvs, on ugau; = uqvs ja siten vz = aug.

Siis olisi v = au, miké on vastoin oletusta.
Jos olikin u; = 0, niin tehddin vastaava paéttely tilanteessa uy # 0 tai uz # 0.

Tehtivd 11.7.2 : a) Valitaan vakiovektoriksi vaikkapa a = (2 1 4), jolloin tason
vektoriyhtél6 on

2 1 2 2 2
r = | 1]+s|{2]=1]||+¢t[[3]-1]1
4 2 4 1 4
2 ~1 0
= [1]+s| 1]+t 2], steRr
4 —2 -3

Koordinaattimuoto on
T —2 —1 0
zo—1 1 2| = (x;—2)(-3+4)—(xa—1)-34+(xz3—4)(-2)=0
rg—4 -2 =3
& 1 — 3r9 — 213 = —9.

b) Samaan tapaan kuin a), mutta nyt toinen suuntavektori “’lainataan” annetulta
suoralta:

2 -1 2 5 2 -3 5
r=|2|+s 41—12 +t12]=12 |+s 2 1+t| 2], s,t €R,
3 2 3 3 3 —1 3
ja koordinaattimuoto
r1—2 =3 5
xo—2 2 2| = (x1=2)(6+2)— (22—2)(-945)+ (z3—3)(—6—-10)=0

r3—3 —1 3
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= 8$1+4l‘2—16$3+24:0
& 201+ a9 — 43 = —6.

Tehtdva 11.7.3 : Valitaan parametreiksi vaikkapa x; ja xs:

1 = 5, s€ER
re = t,teER
T3 = —14+3s+2t

jolloin (erds) vektorimuoto on



12 KANTA, KOORDINAATIT JA DIMENSIO

Lineaariavaruuden rakenne tulee ldhes tidysin mairétyksi, kun tunnetaan jokin sen
virittdjdjoukko. Kuitenkin avaruuden mielivaltaisella alkiolla voi olla useita esi-
tyksid virittdjdjoukon alkioiden lineaarikombinaationa. Edelld todistettiin, ettd yk-
sikésitteisiin koordinaatteihin péastiin, jos ja vain jos (ddrellinen) virittdjdjoukko
on lineaarisesti riippumaton.

12.1 Kanta ja koordinaatit

Mairitelma 12.1.1 Joukko F = {ej, es,...,e,} C V on lineaariavaruuden V'
kanta (basis) ja vektorit e; kantavektoreita, jos

(i) joukko F virittdd avaruuden V', ts. [E] =V,

(i1) joukko E on lineaarisesti riippumaton.

Jos E/ on avaruuden V' kanta, niin alkion u € V' yksikésitteisesti madrityssa esi-
tyksessd (Lause 11.5.1)

u=ux€e + T+ -+ Tp€,
ovat skalaarit z; € KC koordinaatteja.

Huomautus 12.1.2 Yksikisitteisyys tarkoittaa tidssd "yhteenlaskujirjestysta vail-
le yksikisitteisyyttd". Kun sovimme, ettd pidimme kantavektorien jirjestyksen
koko ajan samana, niin voimme kdyttii samaistusta

u(rag - ap)’.

Esimerkki 12.1.3 a) Avaruuden R? luonnollinen tai standardi kanta on

1\ /0\ /0
E={[o],[1].[o0
o/ \o/ \1

b) Avaruuden R?*? luonnollinen kanta on joukko

1 0y /0 1\ /0 0) /0 O

0 0/°\0 0/’\1 0/)’\0 1
¢) Triviaalilla avaruudella {0} ei ole kantaa, silld ainoa virittdjdjoukko {0} on
lineaarisesti riippuva.
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Tehtivi 12.1.4 Etsi kannat seuraaville avaruuden R?*? aliavaruuksille:
a) Diagonaaliset 2x 2 matriisit.

b) 2x2-ylikolmiomatriisit.

¢) Symmetriset 2 X 2 matriisit.

Ratkaisu sivulla 184.

Esimerkki 12.1.5 Polynomijoukko {1+, z, z* — 1, 2® + 2} on mééritelmin ja
Esimerkkien 10.4.9 ja 11.4.2 mukaan avaruuden P5 kanta.

Tehtidva 12.1.6 Etsi kannat seuraaville polynomiavaruuden P aliavaruuksille:
a) Enintédén astetta kaksi olevat polynomit Ps.

b) Viritetty aliavaruus [3z,1 — 22, 5z].

Ratkaisu sivulla 184.

12.2 Kantavektorien lukuméiara

Esimerkki 12.2.1 Havainnollistetaan seuraavaa lausetta tilanteessa n = 2 ja
m = 3, ts. ndytetddn, ettd jos lineaariavaruudella on kaksialkioinen kanta, niin
sen kolmialkioiset vektorijoukot ovat lineaarisesti riippuvia.

Olkoon E := {ej, ey} lineaariavaruuden V kanta ja U := {uy,up,uz} C V sen
kolmialkioinen vektorijoukko.

Olkoon cyu; + cous + c3ug = 0 joillekin ¢y, co, c3 € K. Koska E kantana virittdd
avaruuden V, on olemassa sellaiset skalaarit a;;, ettd

u; = apie; + ag1€s
Uy = a1 + a22€s
us = ai3e1 + ag3€s

Kertomalla yhtilot skalaareilla ¢; ja laskemalla puolittain yhteen (tdsséd kiytetdin
lineaariavaruuden aksioomia, miti kaikkia?) saadaan

0 = ciuy + coug + c3ug = (ayic1 + arace + aizcs)er + (ag1c1 + axcs + acs)es.
Koska E kantana on lineaarisesti riippumaton, on oltava

a1y + apecy + a13C3 — 0
a21C1 + a22Co + a923C3 — 0

Lauseen 2.3.11 mukaan loytyy epétriviaali ratkaisu ¢; = ¢y, ¢co = ¢, c3 = (s,
joista esim. ¢5 # 0. Siis

élul + égllg + 63113 = 0,

jatiten U on lineaarisesti riippuva.
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Lause 12.2.2 Jos lineaariavaruudella on n-alkioinen kanta, niin jokainen vektori-
joukko, jossa on alkioita aidosti enemmaén kuin 7, on lineaarisesti riippuva.

Todistus. Olkoon E = {ey,...,e,} lineaariavaruuden V kanta ja
U={u,...,u,}CV

joukko, jossa on m > n alkiota. Jokaisella vektorilla u; on kannassa F yksikésit-
teinen esitys

uj:alje1+---—|—anjen, j:1,2,3,...,m.

Oletetaan, ettd ciu; + - - - + ¢, u,, = 0. Sijoitetaan tihén kukin u;, jolloin vaihta-
malla summausjérjestys

m m n n m
0 = E c]-uj = E Cj E aijei = E E al-jcj e;.
Jj=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Koska £ on kanta, on z;ﬂ:l a;;c; = Okaikillaé = 1, 2, ..., n. Niin syntyy line-
aarinen homogeeninen yhtdloryhmé, jossa on n yhtilod ja m > n tuntematonta
c; (vrt. Esimerkki 12.2.1). Lauseen 2.3.11 mukaan yhtéloryhmilld on ei-triviaali
ratkaisu (¢q, . . ., ¢, ), jossa siten ainakin yksi ¢; # 0. Siis

n m
élul + -+ émum = E E aijéj e, = 0,
Jj=1

=1

joten U on lineaarisesti riippuva. O

Seuraus 12.2.3 Lineaariavaruuden jokaisessa ddrellisessd kannassa on sama méaa-
rd alkioita.

Todistus. Olkoot E ja F' kaksi kantaa ja olkoot niiden alkioiden lukuméairit m ja
n. Koska joukko F on lineaarisesti riippumaton ja /' on kanta, on Lauseen 12.2.2
mukaan m < n. Vaihtamalla joukkojen F ja F'roolit seuraa n < m. Siis m = n.
O

Tehtidva 12.2.4 Voiko joukko

1\ /3\ /-1\ /3
21, (2], 1].[1
3/ \4 2/ \2

olla avaruuden R? kanta?
Ratkaisu sivulla 184.
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12.3 Kannan olemassaolo

Apulause 12.3.1 Jos V' on ddrellisesti viritetty lineaariavaruus, niin avaruuden V'
virittdd erds sellainen joukko £, joka on alkiomddriltddn suppein; toisin sanoen,
jokaisessa muussa avaruuden V' virittdjdjoukossa on vihintdin yhtd monta alkiota
kuin joukossa F'.

Todistus. Koska V' oli dérellisesti viritetty, silld on erds ddrellinen virittdjdjoukko
E ={ej,es,...,e,}, n €N,
Merkitiddn #(A) := joukon A alkiomiéri. Silloin #(F) = n. Olkoon edelleen
S = {#(W) | W C V direllinen virittdjdjoukko},

siis ddrellisten virittdjdjoukkojen alkiomidrien joukko. Nyt S C Njan € S, joten
S on epityhjd luonnollisten lukujen joukon osajoukko. Tunnetusti joukossa S on
pienin luku, olkoon se £ € N. Joukon S méirittelyn perusteella on olemassa k-
alkioinen virittdjdjoukko, joka myos on mahdollisimman suppea. O

Lause 12.3.2 Adrellisesti viritetylld ei-triviaalilla lineaariavaruudella on ainakin
yksi kanta.

Todistus. Olkoon V' # {0} direllisesti viritetty lineaariavaruus. Apulauseen
12.3.1 mukaan avaruuden V' virittdjdjoukkojen keskuudessa on suppein, olkoon

eras ndisti
F=A{f,f, ... £}

Jos n = 1, on V yhden vektorin f; # O virittdimi ja lineaarisesti riippumatto-
mana {f; } on kanta. Olkoon siis n > 2. Riittdd osoittaa, ettd I on lineaarisesti
riippumaton.

Vastaoletus: F' on lineaarisesti riippuva. Silloin ainakin yksi f € F' on esitetti-
vissd muiden lineaarikombinaationa (miksi?). Joukko F’ := F'\ {f} olisi tilldin
avaruuden V' virittdjd (Lause 10.5.2), jossa on vain n — 1 alkiota. Tdmi on vastoin
joukon F' valintaa, joten vastaoletus on viiré ja viite tosi. O
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12.4 Dimensio

Maaritelma 12.4.1 Lineaariavaruuden V dimensio on

0, josV ={0},
dimV := < n, jos V:lld on n-alkioinen kanta,
o0, muutoin.

Jos dim V' < oo, on V didrellisulotteinen, muutoin déretonulotteinen (infinite di-
mensional).

Tehtiivi 12.4.2 Mitkid ovat dimensiot avaruuksille a) R?, b) R”, ¢) R?*2, d)
R™>™, €) P, ) Pn.

Ratkaisut sivulla 184.

Esimerkki 12.4.3 Miki on lineaariavaruuden R? aliavaruuden

Ty
U .= To 1 =0,229 = 23
x3
dimensio? Enté kanta?
Ratkaisu. Selvisti
0 0
uel < u=|a |=al|l],
2a 2
joten joukko U voidaan esittdd muodossa
0
U=<al|l a € R
2

Se on siis yhden nollasta poikkeavan vektorin (0 1 2)7 virittimi. Koska yhden
nollasta poikkeavan vektorin muodostama joukko on lineaarisesti riippumaton,
on dim U = 1 ja (eris) kanta on joukko {(0 1 2)7}.

Tehtiivi 12.4.4 Miki on lineaariavaruuden R? aliavaruuden
x1
U .= To T, + 2x5 — 23 =0
X3
dimensio? Enti kanta?
Ratkaisu sivulla 184.
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Huomautus 12.4.5 a) Jokaisella ei-triviaalilla dérellisulotteisella lineaariavaruu-
della on siis dérellisid kantoja. Yleensd nditd on ddrettomén paljon.

b) Kantoja saadaan esille mm. niin, etti jostakin ddrellisestd virittdjdjoukosta pois-
tetaan alkioita niin, ettd jiljelld oleva joukko yhai virittdd kyseisen avaruuden. Toi-
nen tapa on ldhted lisddmddn vektoreita lineaarisesti riippumattomaan joukkoon.

Seuraus 12.4.6 Olkoon lineaariavaruuden V dimensio n € N. Silloin sen

(i) jokainen m-alkioinen lineaarisesti riippumaton osajoukko on kanta,

(i1) jokainen m-alkioinen virittdjdjoukko on kanta.

Todistus. Harjoitustehtdvi. Voit kidyttdd edellisissdkin luvuissa olevia tuloksia,
kuten “viritysmielessi turhan” vektorin poisjdttiminen ... O

Esimerkki 12.4.7 Onko vektorijoukko

1 4 2
11,1-21],111
2 0 T

lineaariavaruuden R? kanta?

Ratkaisu. Koska vektoreita on 3 ja dim R3 = 3, riittdd Seurauksen 12.4.6 mukaan
ndyttidd lineaarinen riippumattomuus. Koska vektoreista muodostetulle matriisille
on

1 4 2
1 =2 11|=96 —67 #0,
2 0 =«

matriisi on sddnnollinen (Lause 6.5.1). Lauseen 11.3.1 nojalla joukko on lineaari-
sesti riippumaton.

Esimerkki 12.4.8 a) Kaikkien reaalisten polynomien joukko P on dédretonulottei-
nen lineaariavaruus. Jos nimittdin olisi esimerkiksi dim P = n, jokainen n+ 1 po-
lynomin joukko olisi lineaarisesti riippuva. Kuitenkin esimerkiksi {1, z, 2%, ..., 2"}
voidaan osoittaa lineaarisesti riippumattomaksi. Avaruudella P on kuitenkin nu-
meroituvasti ddreton kanta, jonka alkiot ovat z*, ke Ny.

b) Avaruudet Ck(A, R), k € Ny, ovat myds ddretonulotteisia, ja niilld ei ole edes
numeroituvaa kantaa.
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12.5 Aliavaruuksien dimensioista

Jos V' on ddrellisulotteinen lineaariavaruus ja dim V' = n, niin sen jokaisen ali-
avaruuden dimensio on enintiin n.

Tehtava 12.5.1 Perustele ylld oleva viite. Ratkaisu sivulla 185.

Lause 12.5.2 Olkoon W 4&irellisulotteisen lineaariavaruuden V' aliavaruus. Sil-
loin W =V jos ja vain jos dim W = dim V.

Todistus. a) Jos W =V, on tietenkin dim W = dim V.

b) Oletetaan, ettd dim W = dimV =: n. Koska W C V, riittdd ndyttds, ettd
V' C W. Olkoon siis v € V mielivaltainen. Lineaariavaruudella 1/ on oletuksen
mukaan n-alkioinen kanta £ = {e;,e,,...,e,} CW.Mutta E C W C V on li-

neaarisesti riippumaton ja siten £ on Seurauksen 12.4.6 mukaan myds avaruuden
V kanta. Ndin ollen joillakin o; € K

V = q1€1 + agey + - - - + apey.
Mutta jokainen e; € W joten myds v € W. Siismyos V C W,jaW = V. O
Esimerkki 12.5.3 Olkoon n > 2. Joukko V' C R",
Vi={(z; 2, |z1 4+ +2,=0},

on avaruuden R" aliavaruus (todenna itse). Mikd on sen dimensio?

Ratkaisu. Koska alkiolle x = (2 -z, )l € V,onz; = —29 — 23 — -+ — 1,
saadaan
X = (=Siom w e ow)
—1 —1 —1
1 0 0
0 1 0
= T2 0 + T3 0 + -+, .
: : 0
0 0 1

Olkoot ylld olevat pystyvektorit F' := {fy,... f,}. Joukko F selvisti virittdd
avaruuden V. Toisaalta, yhtalolla

Oé2f2+"'0énfn20

on vain triviaaliratkaisu oy = - - - = «,, = 0, joten F' on lineaarisesti riippumaton.
SiisdimV =n — 1.
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12.6 Kannaksi tiydentiminen

Lause 12.6.1 Olkoon V ei-triviaali ddrellisulotteinen lineaariavaruus. Jos F' C V
on epityhjd lineaarisesti riippumaton joukko, niin ' voidaan tdydentééd kannaksi,
ts. on olemassa kanta & C V, jolle F' C F.

Todistus. Olkoon ' C V k-alkioinen lineaarisesti riippumaton joukko ja n :=
dim V. Lauseen 12.2.2 mukaan k£ < n.

1) Jos F' on kanta, on asia selvi. Jos F' ei ole kanta, niin F' ei viritd avaruutta 1/
ja on olemassa v; € V \ [F]. Silloin joukko F} := F U {v;} on lineaarisesti
riippumaton (Lause 11.2.4).

2) Jos myoskidn F) ei ole kanta, on olemassa vo € V' \ [Fi]| ja Fy := F} U {vy}
on edelleen lineaarisesti riippumaton.

Niéin jatkaen, mikéli F,,,_; ei ole kanta, on olemassa v,,, € V' \ [F},,_1] siten, ettd
Fon=F, 1U{vy}=FU{v,...,vn}

on lineaarisesti riippumaton. Seurauksen 12.2.3 mukaan prosessi pdittyy, kun
m = n — k. Silloin [F,, ] =V ja E := F,_} on eris joukon F siséltdvi avaruu-
den V kanta. O

Esimerkki 12.6.2 Tiydenni R?:n kannaksi vektorijoukko

1\ /3
E={2],[2
3/ \1

Ratkaisu. Melkein miki tahansa vektori kdy. Otetaan

1 3 1
E = 21,121,10
3 1 0
Silloin
1 31
220 :‘§T'=—4#&
310

joten kyseessd on Lauseen 11.3.1 mukaan lineaarisesti riippumaton vektorijouk-
ko. Seurauksen 12.4.6 mukaan £’ on kanta.

Tehtivi 12.6.3 Tehtivissi 10.4.5 nihtiin, ettd joukko {z, z® — 2z} ei viritd ava-
ruutta Ps, eikd nidin ollen ole sen kanta. Tdydennd se Ps:n kannaksi. Ratkaisu
sivulla 185.



12.7 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtidvid 12.1.4 : Merkitdédn joukkoja

oo {(2 0) [ases)
oy
o {3

Esityksistd kiynee selviksi, ettid

a) Eris kanta on {((1) 8)’(8 (1))}
b) Eris kanta on {((1) 8)’(8 (1))’(8 (3)}
¢) Eris kanta on {((1) 8)((1) é)’(g ?)}

Tehtivi 12.1.6 : a) [lmeinen kanta on {1, z, 2%}.
b) Jompikumpi 3z tai 5x on viritysmielessi turha, eris kanta on {3z, 1 — 2%},

a,b,cER}

a,b,cER}

Tehtdva 12.2.4 : Ei, silld siind on neljd vektoria. Seurauksen 12.2.3 ja Esimerkin
12.1.3 a) mukaan kannoissa on 3 vektoria.

Tehtivd 12.4.2:a)3,b)n,c)4,d) mn,e) 3, ) n + 1.
Tehtidva 12.4.4 : Selvistikin

a 1 0
uelU < u= b =al0]+0b]|1
a—+ 2b 1 2

U on siis kahden lineaarisesti riippumattoman vektorin virittdmi, joten dim U =
2, ja erds kanta on
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Tehtdva 12.5.1 : Aliavaruus on osajoukko, joten sen virittdmiseen ei tarvita aina-
kaan enempii vektoreita kuin itse avaruuden virittimiseen, ts. aliavaruuden kan-
noissa ei voi olla enempii vektoreita. Siis aliavaruuden dimensio ei voi olla aina-

kaan isompi.
Tehtédvid 12.6.3 : Kokeile joukkoa

E = {x,2* —2z,1,2%}.



13 MATRIISIIN LIITTY VAT
ALIAVARUUDET

13.1 Matriisin nolla-avaruus

Madéritelmi 13.1.1 Matriisin A € R"*" nolla-avaruus (nullspace) on joukko

N(A) = {xeR"| Ax=0}.

Joukko N(A) on siis lineaarisen homogeenisen yhtiléoryhmén Ax = 0 ratkaisu-
joukko (vrt. Esimerkki 10.1.7).

Lause 13.1.2 Matriisin A € R™*™ nolla-avaruus on lineaariavaruuden R” aliava-
ruus.

Todistus. (0) Méérittelynsd mukaan N(A) C R™ja N(A) # (0, silli 0 € N(A).
(i) ja (ii): Jos « € Rjax,y € N(A), niin

Ax+y) = Ax+Ay=0+0=0,
Alax) = aAx=a0=0,

jotenx +y € N(A)jaax € N(A). Kyseessd on siis todellakin aliavaruus. O
Esimerkki 13.1.3 Maiiritd nolla-avaruus matriisille
1110
A= (2 10 1) '
Ratkaisu. Riittdd ratkaista vastaava homogeeniyhtalo:

0\ R~
0) R

AX:O<=>< }
| 0\ R}
|
|
|

-
=

Saadun yhtédloryhmén

0) R, — Ry—2R,
O) R — R, + R},

O = O = N =
|

— O = = =
|

/! /
R2 — _R2

{901 — 23 + x4 = 0
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ratkaisussa voidaan x3 ja x4 voidaan valita vapaasti. Jos valitaan x5 = s € R ja
x4 =t € R, yleinen ratkaisuvektori on

s—1 1 —1

_ —2s+1t _ -2 Ly 1 . steR
S 1 0
t 0 1

1 —1
—2 1
N(A)=( s +t s,t € R
1 0
0 1

13.2 Rivi- ja sarakeavaruudet

Matriisin A € R™*" rivit r; ovat avaruuden R'*" matriiseja, joita kutsutaan ri-
vivektoreiksi (row vector). Vastaavasti sarakkeet s, ovat avaruuden R™ ~ R™*!
sarakevektoreita (column vector):

ry a1; Qa2 v Qin
ry a21 A22
A =
T Am1 Amz - - Qpp
Sl 82 PR STL

Miiéritelmi 13.2.1 Reaalisen matriisin A € R™*" rivivektorien virittimi ava-
ruuden R aliavaruus [A], on matriisin A riviavaruus (row space). Sarakevekto-
rien virittdmé avaruuden R™ aliavaruus [A]s on matriisin sarakeavaruus (column
space). Riviavaruuden dimensiota kutsutaan matriisin asteeksi (rank) ja merkitiin
r(A) := dim|[A],. Edell4 olevin merkinndin siis

[A]r = {a1r1+a2r2+---+amrm|a1,a2,...,am€R}
= [r,ry,...,1,] C R

[A]s = {ﬁlsl+ﬁZS2+"'+ﬁnSn|617ﬁ2>"'7ﬁn GR}

= [Sl,SQ,...,Sn] - R™,
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Lause 13.2.2 Riviekvivalenteilla matriiseilla on sama riviavaruus.

Todistus. Olkoot A ja B € R™*" riviekvivalentteja, ts. muunnettavissa alkeiso-
peraatioilla toisikseen. Jos £ on m xm-alkeismatriisi, niin matriisin £ A rivit ovat
matriisin A rivien lineaarikombinaatioita. Titen [E A], C [A], on aliavaruus. Jos
siis

B=E.E,_---EyFE A,
missd matriisit F; ovat alkeismatriiseja, seuraa edellistd toistuvasti soveltamalla,

ettd [B], C [A], on aliavaruus. Vaihtamalla ylld matriisien A ja B roolit saadaan
myds [A], C [B],. O

Seuraus 13.2.3 Matriisin riviavaruus méadritetdin helposti muuntamalla matriisi
porrasmuotoon. Riviavaruuden erés kanta on nollavektorista eridvien rivien jouk-
ko ja matriisin aste niiden lukumaéra.

Esimerkki 13.2.4 Miiritetdin matriisin

1 -2 3
A=|2 -5 1
1 -4 -7

riviavaruus. Matriisi muuntuu alkeisoperaatioilla porrasmuotoon

[\]

1
U:=10
0

O =
O ot W

Koska [U], = [A],, on riviavaruuden dimensio eli matriisin aste 2 ja
[Al, ={a(l =2 3)+06(0 1 5)|a,BeR},
kantana esimerkiksi {(1 —2 3),(0 1 5)}.

Huomautus 13.2.5 Matriisin riviavaruus ja sen transpoosin sarakeavaruus ovat
olennaisesti sama asia: mXxn-matriisin A riviavaruus saadaan muodostamalla
transpoosin A7 sarakeavaruus ja transponoimalla sen kaikki alkiot. Voidaan siis
kirjoittaa

A, = ([AT],)7,

missd 7 tarkoittaa koko vektorijoukon transponoimista. Vastaavasti matriisin A
sarakeavaruus saadaan muodostamalla transpoosin A’ riviavaruus ja transponoi-
malla sen vektorit.



13.2  Rivi- ja sarakeavaruudet 189

Matriisin rivi- ja sarakeavaruudet ovat yleensd aivan eri avaruuksia. Kuitenkin:

Lause 13.2.6 Matriisin rivi- ja sarakeavaruudella on sama dimensio

r(A) = dim[A], = dim[A],.

Todistus. Jos A = O, on asia selvd: dimensiot ovat = (0. Oletetaan sitten, etti
A ei ole nollamatriisi. Olkoon matriisin A € R™*" aste k := dim[A], ja U sen
porrasmuoto. Matriisin U riveistd k£ on nollasta poikkeavia. Olkoon U, matriisi,
johon on otettu matriisista U ne sarakkeet, joissa esiintyy jonkin rivin johtava
ykkonen, ja A; matriisi, jossa on matriisista A vastaavat sarakkeet. Molemmissa
on k saraketta. Siis,

ail Q2 - Gin 1 aj, ay,
a1 Qg2 -+ Qo2p 0 1 --- ab jotain
asy asx - ag 0 0 0 1
A= o an - U=
41 Q42 Q4n 0O 0 0 0 0
Am1 Am2 - Omn 0 O 0 0 O
! / johtavien sarakkeet |
ailr a2 G v L ayy ajyy,
Q21 Q22 Qg 0 1 a
asy Qas2 Qasp - 0 0 1
41 Q42 Q4 0 0 0 1
Am1 Am2 Qmk - 0 O O 0
m X k m X k

Koska myos matriisit U, ja Ay, ovat riviekvivalentteja, on yhtdloilld Ayx = 0 ja
Upx = 0 samat ratkaisut. Matriisin U}, sarakkeet ovat selvisti lineaarisesti riip-
pumattomia, joten ainoa ratkaisu on x = 0. Koska myos yhtilolla A;x = 0 on
ainoastaan triviaaliratkaisu, ovat matriisin A sarakkeet lineaarisesti riippumatto-
mia. Siten matriisin A sarakeavaruuden dimensio on véhintdin % eli dim[A]; >
k = dim[A],.
Soveltamalla samaa péittelyd matriisiin A7 saadaan

dim[A], = dim[AT], > dim[A”], = dim[A],.
Siis dim[A], = dim[A],. O

Huomautus 13.2.7 Jokaiselle nollamatriisista poikkeavalle m xn-matriisille siis
pitee 1 < r(A) = dim[A], = dim[A]s; < min(m,n).

!
a’ln
!
Qop,
/
A3y
1
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Seuraus 13.2.8 Sarakeavaruuden erds kanta voidaan poimia matriisista A kayt-
tden hyviksi sen porrasmuotoa U: poimitaan matriisista A ne sarakkeet, joissa
matriisin U jollakin rivilld on johtava ykkonen.

Esimerkki 13.2.9 Maiiritetddn matriisin

1 -21 1 2

-1 30 2 -2
Ad="49 11 3 4
1 25 13 5

Riviavaruuden erdin kannan muodostavat porrasmuodon kolme ensimmaéista rivi-
vektoria ja riviavaruus on siten

A, =[(1 =2 1.1 2),0 1 1.3 0),(0 00 0 1).

Matriisin aste on siis 3. Porrasmatriisin johtavat ykkoset ovat 1., 2. ja 5. sarak-
keessa. Sarakeavaruuden eris kanta saadaan poimimalla matriisista A kyseiset sa-
rakkeet, joten

—2 2
—1 3 -2
[Als = 0]’ 1)’ 4
1 2 5
Tehtiva 13.2.10 Olkoon
1 2 -1 1
A=12 4 -3 0
1 2 1 5

Madiritd kannat rivi-, sarake- ja nolla-avaruuksille.
Ratkaisu sivulla 193.
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13.3 Lineaarisista yhtiloryhmista — dimensiolause

Lineaarinen yhtidloryhmi Ax = b voidaan Kirjoittaa vektorimuodossa

aii a2 A1n by

21 22 (57 by
Tl . |t L Tt L | =

Am1 Am2 Amn bm

jossa vasen puoli on kerroinmatriisin sarakkeiden lineaarikombinaatio. Kiymalld
kertoimilla x4, z, . . ., x,, 1dpi kaikki mahdolliset reaaliarvot saadaan aikaan kaikki
sarakeavaruuden [A], vektorit b.

Yhtidloryhmaélld on siis ratkaisu tdsmaélleen silloin, kun b voidaan esittdd matriisin
A sarakevektoreiden lineaarikombinaationa, ts. jos ja vain jos b € [A].

Valitsemalla b = 0 ndhdién, ettd homogeeniyhtdlolla Ax = 0 on vain triviaali-
ratkaisu x = 0 tarkalleen silloin, kun matriisin A sarakevektorit ovat lineaarisesti
riippumattomia (Lause 11.3.1).

Lause 13.3.1 Olkoon A € R™*",

a) Lineaarinen yhtdloryhmid Ax = b on ratkeava millid tahansa b jos ja vain jos
[A]s = R™.

b) Lineaarisella yhtdloryhmélld Ax = b on korkeintaan yksi ratkaisu milléd tahan-
sa b jos ja vain jos matriisin A sarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. a) Y1li jo todettiin, ettd yhtdlollda Ax = b on ratkaisuja jos ja vain
jos b € [A];. Toisaalta [A]; = R™ tdsmilleen silloin, kun matriisin A sarakkeet
virittdvit avaruuden R™.

b) Oletetaan ensin, ettd yhtdlollda on enintddn yksi ratkaisu kullakin b € R™.
Erikoisesti homogeeniyhtélolla Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu. Mutta ylld on jo
todettu, ettd silloin matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.

Oletetaan toiseksi, ettd matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia ja
ettd yhtilolld Ax = b on ratkaisuja. Silloin b € [A],. Lauseen 11.5.1 mukaan vek-
torin b esitys matriisin A sarakkeiden lineaarikombinaationa on yksikdsitteinen,
joten ratkaisuja on tasan yksi. O
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Seuraus 13.3.2 Neliomatriisi A € R"*" on sé@idnnéllinen jos ja vain jos sen sa-
rakkeet muodostavat avaruuden R™ kannan.

Todistus. Lauseen 11.3.1 mukaan neliomatriisi A on sd@nnollinen jos ja vain jos
sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Koska sarakkeet ovat n-vektoreita
janiitd on n kappaletta, ne muodostavat kannan jos ja vain jos ne ovat lineaarisesti
riippumattomia. O

Dimensiolause 13.3.3 Matriisin A € R™*" riviavaruuden ja nolla-avaruuden di-
mensioiden summa on n, eli

r(A) + dim N(A) = n.

Todistus. Olkoon matriisin A aste k := r(A). Matriisin A redusoidun por-
rasmuodon matriisissa U on silloin k nollasta poikkeavaa rivid. Yhtidloryhmal-
14 Ax = 0 on silloin % johtavaa ja n — k vapaasti valittavaa tuntematonta. Siis
dimN(A)=n—k.O

Esimerkki 13.3.4 Olkoon A € R™*"™ b € R™ ja oletetaan, ettd on olemassa y,
z € R",y # z, joille
Ay=b ja Az=b.

a) Mitd voidaan sanoa matriisin A asteesta ja nolla-avaruuden dimensiosta?
b) Enti jos erikoisestib = 0jay | z?

Ratkaisu. a) Lauseen 13.3.1 b)-kohdan nojalla matriisin A sarakkeet ovat lineaa-
risesti riippuvia ja siten aste

r(A) = dim[A]; <n —1.
Dimensiolauseen 13.3.3 mukaan nolla-avaruudelle pitee

dimN(A) =n—r(A4) > 1.

b) Koska y ja z ovat erisuuntaisia (ja siten kumpikaan ei voi olla nollavektori), on
dimly, z] = 2. Koska

Alay + fz) = aAy + Az =0,
on[y,z] C N(A). Titen dim NV(A) > 2 ja Dimensiolauseen 13.3.3 mukaan

r(A)=n—dimN(A) <n—2.



13.4 Ratkaisuja tehtéaviin

Tehtdva 13.2.10: Matriisin A redusoitu porrasmuoto on

1 20 3
U:=10 01 2
0 00O

Eris riviavaruuden kanta on

{(1t 2 0 3),0 01 2)}

ja sarakeavaruuden kanta

1\ /-1
2 |, -3
1 1

Yhtilst Ax = 0 ja Ux = 0 ovat yhtipitivii, joten x = (; 79 73 14)T € N(A)
jOs ja vain jos

ry + 21’2 + 3334 =0
r3 —+ 2&34 =0
Kun valitaan zo = s € R, 24, =t € R, ovat johtavat tuntemattomat v, = —2s— 3t
ja xg = —2t. Nolla-avaruus koostuu vektoreista
Ty —2s — 3t —2 -3
Ty | _ S . 1
o |~ o S 0 +1 o | s,t € R,
T4 t 0 1

joten sen erds kanta on



14 LINEAARIKUVAUS

Kun halutaan siirtdi tietoa” samantyyppisten matemaattisten struktuureiden kes-
ken, sopiva siirtoviline on sellainen kuvaus (yleisemmin myds relaatio tai ope-
raattori), joka sdilyttdd struktuurien olennaiset ominaisuudet, ts. on yhteensopi-
va 1dhto- ja maaliavaruuden rakenteiden kanssa. Lineaariavaruuksien kesken tie-
donsiirto tapahtuu luonnollisimmin laskutoimitukset sdilyttdvien lineaarikuvaus-
ten avulla.

Adrellisulotteisten avaruuksien vélisten lineaarikuvausten esittdmisessd on mat-
riiseilla keskeinen osuus. Myos lineaariavaruuden kannanvaihto eli siirtyminen
koordinaatistosta toiseen kdy matriisin avulla.

14.1 Lineaarikuvauksen méérittely

Miiritelmé 14.1.1 Olkoot (V, +,-) ja (W, &, ®) K-kertoimisia lineaariavaruuk-
sia. Funktio L : V' — W on lineaarikuvaus eli lineaarinen funktio (linear func-
tion, transformation, operator), jos

(i) L(u+v) = L(u) ® L(v) kaikillau, v € V,

(ii) L(a-u) = a ® L(u) kaikillaa € K, u € V.
Kaikkien lineaarikuvausten V' — W joukkoa merkitddn £(V, W).

Huomautus 14.1.2 a) Miiritelmissd on haluttu korostaa laskutoimitusten mer-
kitystd. Jatkossa kertomerkit jitetddn yleensi pois ja eri avaruuksien yhteenlasku-
ja merkitddn samalla tavalla. On lisdksi muistettava, ettd skalaarilla kertominen
suoritetaan ennen yhteenlaskua.

b) Vaatimukset (i) ja (i1) voidaan yhdistdd ehdoksi:
(iii) L(ou+ fv) = aL(u) + fL(v) kaikillau,v e V, o, € K.

Esimerkki 14.1.3 Lineaarikuvauksia ovat ainakin:
a) nollakuvaus 0 : V- — W, 0(u) := 0 kaikillau € V,
b) identtinen kuvaus Id : V- — V, Id(u) := u,

c) edellisen yleistys skaalaus tai venytys (dilation): vakioarvolla A € K maédritel-
lddn Sy : V — V, Si(u) := A\u.
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Esimerkki 14.1.4 Muodostaako seuraava saanto f lineaarikuvauksen,

fw) = (39;})?

Ratkaisu. Muodostaa, kun 1dhto- ja maalijoukot valitaan sopiviksi samakertoimi-
siksi lineaariavaruuksiksi, esimerkiksi f : R — R?, koska

0 fwrn = (KDY () ()

—(z+y) —r—y x y

(i) f(ax) = (_iii)) = a(%;) = Ozf({E)
kaikillaz,y € R, a € R.

Tehtiava 14.1.5 Onko seuraava funktio lineaarinen?
a)f:R—-R, f(z)=3+=x

b)g:R—R,g(x) =3z

Ratkaisu sivulla 202.

Lause 14.1.6 Jos L : V — W on lineaarikuvaus, niin

a) L(Ov) = Ow,
b) L(—u) = —L(u) kaikillau € V,

c) L <Zf:1 aiui) = Zle a; L(u;) kaikilla skalaareilla o; jau; € V.

Todistus. a) Lineaariavaruuden laskusdidntdjen ja ehdon (ii) nojalla
L(0y) = L(00y) = 0L(0y) = Oy .
b) Pitdd osoittaa L(—u) vektorin L(u) vastavektoriksi. Mutta:
L(u) 4+ L(—u) = L(u+ (—u)) = L(0y) = Ow.
c¢) Induktiolla (harjoitustehtdvi). O
Tehtivia 14.1.7 Osoita Huomautuksen 14.1.2 ehto (iii) yhtépitiviksi ehtojen (i)

ja (i1) kanssa.
Ratkaisu sivulla 202.

Tehtivi 14.1.8 Olkoot (V) +,-) ja (W, ®, ®) K-kertoimisia lineaariavaruuksia.
Osoita, ettd kaikkien lineaarikuvausten V' — W joukko L£(V, W) varustettuna
funktioiden pisteittédiselld yhteenlaskulla ja skaalausfunktioilla on C-kertoiminen
lineaariavaruus.

Ratkaisu sivulla 202.
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14.2 Tason lineaarikuvauksia

Merkintdsopimus: Kun muuttujana on vektori tai matriisi, jossa itsessddn on su-
lut, jitetddn muut sulut pois; esimerkiksi

Olkoot A € Rjax = (z; 2o)7 € R2 Maidritelldin kuvaukset P, H, S, K : R? —

R?,
P = (5) me = (0,

S(x) = Ax, K(x) = <‘x2>.

T

Naiitd lineaarisia perusfunktioita on esitelty Kuvissa 22 ja 23.

projektio Xy peilaus vaaka- [X,
1. koordinaatille akselin yli |
.X2 ””””” 1 X :
X X
N 1
Px) X N H(x) |
Kuva 22: Projektio ja peilaus
skaalauksia 1% kierto 90 astetta X5
positiiviseen suuntaan |
A=-3 A=3 "/’"”xl RN
N
//qﬁ l N\
P 1 Xop=mmmmmmmo
Kx) 1
X ! X l
X l l
S(x) =-1x X X1 X

Kuva 23: Venytyksid ja kierto

Kuvaus P on projektio ja se projisoi tasojoukon z;-akselille. Kuvaus  on peilaus
x1-akselin suhteen. Kuvaus S on venytys (dilation) ja se kuvaa tasokuvion kool-
taan |\|-kertaiseksi (suurennus/pienennys). Kuvaus K on kierto origon suhteen
kulman 7 verran positiiviseen suuntaan, so. vastapdivain.
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Lisiksi voi katsoa dynaamiset kuviot

Lineaariset perusfunktiot tasossa (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/LineaarisetPerusfunktiot.htm

Lause 14.2.1 Kuvaukset P, H, S, K : R? — R? ovat lineaarisia.

Todistus. Edelld P, H, S ja K on jo todettu funktioiksi R*> — R?, ja nimi ovat
R-kertoimisia lineaariavaruuksia. Kdytetiin nyt joko méidritelmin ehtoja (i) ja (ii)
tai niiden yhdistelmaai (iii):

P ja H) Kaikilla o, 3 € Rjax = (21 22)", y = (y1 12)7 € R? on tason
normaalein laskutoimituksin:

[z + By
ax+ 0y = (amz + 592)'

(i11) Néin ollen soveltaen funktioiden méirittelyd

i = e Lon) (75 =e(5) ()
= aP(x)+ 3P(y),
B ary + By oz + Py _ L Y
H(ax + fBy) = H<ax;+@y;)_(—aﬂc;—ﬁy;>_a(—$;)+6(—y;)
= aH(x)+ BH(y).

S) (i) ja (ii): jos o € Rjax,y € R? niin skalaari-vektori-laskusiintdjen mukaan

Sx+y) = Mx+y)=Xx+ )y =5(x)+S(y),
S(ax) = Max) = a(Ax) = aS(x).

Tapaus K jitetddn harjoitustehtdviksi. O

Tehtiivi 14.2.2 Todista lineaariseksi bijektioksi tason kierto K : R? — R2,
w() =)
) T

Esimerkki 14.2.3 Voiko kuvaus F' : R? — R2, jolle

7(0)= () ()= () ()=o)

Ratkaisu sivulla 203.
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olla lineaarinen?

Ratkaisu. Oletetaanpa, ettd F' olisi kyseisenlainen lineaarikuvaus. Koska

3 1 1

(2)=(0)2(1)
olisi lineaarikuvauksen ominaisuuksien (i) ja (ii) mukaan
3 1 1 2 0 2
r(3)=r(o)+2r (2)=()+(2)=(3)
Tami on ristiriidassa alkuperdisen vaatimuksen
3 -1
r(3)=()

kanssa. Siis F' ei voikaan olla lineaarikuvaus.

14.3 Lineaarikuvauksia R" — R™

Seuraavassa joitakin eriulotteisten avaruuksien vélisid kuvauksia, joista osa on
lineaarisia, osa ei. Luvussa 16 osoitetaan, ettd jokainen lineaarikuvaus R" — R™
voidaan esittdd matriisin avulla.

Esimerkki 14.3.1 Kuvaus L : R? — R,

ndhdién helposti lineaariseksi.

Esimerkki 14.3.2 Kuvaus L : R? — R3,

x o2
L(X):L( 1):: T :
T2

1‘1+l’2

on lineaarinen, silld jos & € Rjax = (21 22)T, y = (31 12)T € R2,

To+Y2 Ta Yo
Lx+y) = L(ili?) = 1+ = 1 + Y1
2r2 T1+Y1 + TotYo T1+T2 Y1+y2
= L(x)+ L(y),
oar Ty [6H 1)
L(ax) = L(a:cl) = ar = ar = aL(x).

ar, + axy alx) + )
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Esimerkki 14.3.3 Olkoon L : R? — R? lineaarikuvaus, jolle

2 1
0)-(1) » -
-1 1

—_

Laske L(x).
Ratkaisu. Koska

on lineaarisuuden nojalla
1 0 2 1 2r1 + 1o
L(X) = IlL + ZL'QL =T 1 —+ X9 0= T
0 1
—1 1 —X1 + X2

Esimerkki 14.3.4 Onko kuvaus N : R? — R,

N(x) = y/23 + 3,

Ratkaisu. Ei ole lineaarinen, silld esimerkiksi (ii) ei toteudu:

(off) - (e

—2N(1) = —2V/1+1=-2V2.

lineaarinen?

1

Esimerkki 14.3.5 Olkoon A € R™*"™, Silloin kuvaus L4 : R" — R™,

on lineaarinen. Nimittdin, matriisien laskukaavojen mukaan (iii) tosi:
L(ox+Py) = Alax+Py) = Alax)+A(By) = aAx+[Ay = aLa(x)+8La(y).

Tehtava 14.3.6 Onko funktio L,

T1)_ o2
L(@)—Sa:l 4z

tulkittavissa lineaarikuvaukseksi?
Ratkaisu sivulla 203.
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14.4 Muita esimerkkeja

Madritty integraali on integroitavan funktion suhteen lineaarinen. Funktion de-
rivoiminen ja integroiminen ovat lineaarisia funktiojoukkojen vélisid operaatioi-
ta (integroinnissa pitdd kuitenkin jotenkin kiinnittdd primitiivijoukosta aina yksi
funktio jollakin ehdolla, tai sitten vaihtaa maalijoukoksi primitiivien ekvivalens-
siluokat, ks. Analyysit).

Esimerkki 14.4.1 Olkoon [ : C([a,b],R) — R,

1= [ 1w

Silloin ,
Haf +89) = [ (af +B9)(w)dr = al () + 51(g).
Esimerkki 14.4.2 Kuvaus D, joka kuvaa derivoituvan funktion sen derivaatta-

funktioksi, D(f) = f’, on lineaarinen. Lineaarisia ovat my6s (differentiaaliyhta-
16istd tutut) Laplace-muunnos f +— L(f), missd

C(f)(s) = / e () d,

seki sen kidnteismuunnos £,
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14.5 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtidvi 14.1.5 : a) Ei ole lineaarinen, silld esimerkiksi

() f(0+0) = f(0) =3, mutta f(0) + f(0) =3+ 3 =6.

b) On lineaarinen. Jos x, y, «, 3 € R, niin

(ii) f(ax + By) = 3(az + By) = 3azx+ 30y = a-3x+ -3y = af (x) + Bf(y).

Tehtdvd 14.1.7 : a) Oletetaan, etti (i) ja (ii) ovat voimassajau, v € V, «, § € K.
Kayttdmaillad ensin ehtoa (i) ja sitten (ii) saadaan

L(au+ pgv) = L(au) @ L(Bv) = aL(u) ® SL(v).

Kéidntden, jos (iii) on totta, ehto (i) saadaan erikoistapauksena valitsemalla o =
[ = 1. Samoin ehto (ii) seuraa valinnoilla § = 0 jav = 0.

Tehtdva 14.1.8 : Helposti ndhdéén, ettd kaikkien funktioiden joukko
FV,W)={f:V —W| f funktio }
varustettuna Esimerkistd 9.3.6 tutuilla pisteittéisilld operaatioilla

(f+9)(v) = f(v)®g(v) kaikillav € V
(af)(v) = a® f(v) kakillaa € ,v € V.

on lineaariavaruus. Lineaarisista funktioista koostuva osajoukko £(V, W) on epi-
tyhjd, silld ainakin nollafunktio on lineaarinen. £(V, W) osoitetaan lineaariava-
ruudeksi osoittamalla se aliavaruudeksi:

(i) Olkoot L, M € L(V, W). Silloin (summan mééritelmén, lineaarisuuden, vaih-
dannaisuuden ja liitdnndisyyden seki uudelleen summan mééritelmin mukaan)

(L+M)(u+v) = L(utv)® M(u+v) = (L(w)@L(v)) & (M(u)®dM(v))
= (L(w)®M(u)) @ (L(v)eM(v)) = (L+M)(u) & (L+M)(v).

L+M on siis lineaarinen ja siten L+M € L(V, W).
(i) Olkoot L € L(V,W)jau € V, o, B € K. Silloin

(aL)(Pu) = a®L(fu) = a® (FOL(u)) = O (0 © L(u)) = O ((aL)(u)) .

Siis myos oL € L(V, W).

Aliavaruutena (L(V, W), +, -) on K-kertoiminen lineaariavaruus.
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Tehtidvid 14.2.2 : K on selvisti funktio R? — R2, ja nimi ovat R-kertoimisia
lineaariavaruuksia. Kédytetdin mééritelmin yhdistelméiehtoa
(iii): Olkoot o, 3 € Rjax = (71 22)T, y = (y1 y2)T € R? mielivaltaisia. Silloin:

a1 + By —(axy + Bya) —T2 —Y2
K(ax + = K = = 4
( by) (oz:vz + ﬂyz) ( oz + B T & Y1
= ak(x)+ (P(y).
Bijektioksi osoittaminen kiy tdssd vikkelimmin néin:
Osoitetaan, ettd kullekin maalijoukon alkiolle z = (z; 29)" € R? kuvautuu tasan

vksi vektori ldhtojoukosta; tdmin kullekin-osa takaa surjektiivisuuden ja tasan
yksi-osa injektiivisyyden!

Mutta sellainen vektorihan on tismélleen u := (2o —21)7 € R, silld

K(u) = K(_'Z) = <_(_ZZ) =z

Tehtdva 14.3.6 : Tarkasteltuna esimerkiksi funktiona R? — R ei L luonnollisesti
ole lineaarinen. Mutta:
0 )
V= {(O)} jaW = {0},

(%) -0

Silloinpa L : V' — W on lineaarikuvaus, nimittdin nollakuvaus.

V= {(2) ‘yER} jaW =R,
0
L(x2>— —4(E2,

1) kun otetaan

niin

2) kun otetaan

niin

joka on selvistikin lineaarinen!
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Lineaarikuvaukseen liittyy useita aliavaruuksia, 1ahtopuolella ainakin ydin ja maa-
lipuolella kuvajoukon muodostama kuva-avaruus.

15.1 Aliavaruuksien siilyminen

Miiritelmé 15.1.1 Lineaarikuvauksen L : V' — W ydin (kernel) on joukko
ker(L) := L' ({0 }) ={uec V| L(u) =0y },
ja kuva-avaruus (range) on koko avaruuden kuvajoukko
LV)={L(u) |lueV}.

Lause 15.1.2 Lineaarikuvauksen ydin on lihtdavaruuden alivaruus, ja kuva-avaruus
on maaliavaruuden aliavaruus.

Todistus. Olkoon L : V' — W lineaarikuvaus.
1) (0) ker(L) C V jaker(L) # (, silld Lauseen 14.1.6 a) mukaan Oy € ker(L).
(iii) Olkoot v, 5 € K jau, v € ker(L). Silloin

L(ocu+ fv) = aL(u) + SL(v) = aOw + 0w = O,

joten cu + v € ker(L) (Tehtdvi 14.1.7).

2) (0) Miérittelynsd mukaan L(V) C W, jakoska L(0y) = Oy, on L(V') # ().
(1), (ii) Olkoot @ € K jau/, v/ € L(V). Silloin on olemassa vektorit u, v € V,
joille L(u) =uv'ja L(v) = v'.Koskau+v € Vjaau € V,on

u+v = L(u

)+ L(v)=L(u+v) e L(V),
au’ = «l(u)=

L(ou) € L(V).
Siis ydin ja kuva-avaruus ovat lineaarisia aliavaruuksia. O

Edelleen, lineaarikuvaus sdilyttdd aliavaruusominaisuudet:

Seuraus 15.1.3 Olkoon L : V' — W lineaarikuvaus. Silloin:
a) Aliavaruuden kuvajoukko on maaliavaruuden aliavaruus.

b) Aliavaruuden alkukuva on lihtéavaruuden aliavaruus.
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Todistus. a) Olkoon S C V aliavaruus. Silloin se on lineaariavaruus ja rajoittu-
makuvaus L|S : S — W,

(L]|S)(u) := L(u) kaikillau € S,

on lineaarinen, joten L(.S) = (L|S)(S) € W on aliavaruus (Lause 15.1.2).
b) Harjoitustehtdavi. O

Esimerkki 15.1.4 Olkoon L : R? — R?,

xq
T+ X2
L T = y
To + T3
Zs3

jaolkoon S C R? vektoreiden e; = (100)7 jaes = (00 1)7 virittimé aliavaruus.
Maéritd kuvauksen L ydin, kuva-avaruus ja L(.S).

Ratkaisu. Kuvaus L on lineaarinen (totea itse!). Koska x € ker(L) < L(x) =0,
on

r1 = t
x € ker(L) & {xl T =0 S K X = —t
T2+ 23 =0 73 = tteR
ja
1
ker(L) = ¢ t| —1 'tER
1

Koska S = {a(10b)" +b001)" |a,b e R} ={(a0b)T |a,be R} jasiten

. a
Lo = (b>
b
on L(S) = R?. Koska S C R? ja L(S) = R?, on myés L(R?) = R2.
Tehtiivi 15.1.5 Madritd lineaarikuvauksen L : R? — R?,
T1\ . r1 — 2:1,’2
L(ZEQ) T (4%2 — 21’1)’

ydin ja kuva-avaruus.
Ratkaisu sivulla 216.
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15.2 Bijektiiviset lineaarikuvaukset
Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka lineaariset bijektiot sdilyttavit vektoriavaruuk-
sien ominaisuuksia. Todetaan kuitenkin aluksi lineaarikuvausten yhdistimista

koskeva tulos:

Lause 15.2.1 Jos L : U — V ja M : V — W ovat lineaarikuvauksia, niin
yhdistetty kuvaus MoL : U — W on lineaarinen.

Todistus. Harjoitustehtavi. O

Tehtiva 15.2.2 Muodosta yhdistetty kuvaus M o L, kun

T T L1 — T2
L(x) ::( ), M( 1):: T — 2x9
2x Ty
211 + 29
Onko yhdistetty kuvaus lineaarinen?

Ratkaisu sivulla 216.

Lause 15.2.3 Jos lineaarikuvaus L : V' — W on bijektio, niin kédinteiskuvaus
L=' : W — V on lineaarinen bijektio.

Todistus. Olkoon L : V' — W lineaarinen bijektio. Silloin on olemassa kéinteis-
kuvaus L~! : W — V, joka tunnetusti myds on bijektio.

(iii) Olkoot a, 3 € K jau, v € W. Silloin on olemassa L' (au + 3v) € V ja
L(L Y au + #v)) = au + pv.
Toisaalta on myds olemassa L~ (u), L™*(v) € V ja
L(aL™'(w) + BL7 (v)) = aL(L" (w)) + BL(L™'(v)) = au + B,
Koska L on injektio, on edellisten nojalla
L™ au + Bv) = aL ™ (u) + L7 (v).
Titen L~ on lineaarinen. O

Lause 15.2.4 Lineaarikuvaus L : V' — W on injektio jos ja vain jos sen ydin on
pelkki yksio ker(L) = {0y }.
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Todistus. Joka tapauksessa L(0y ) = Oy (Lause 14.1.6 kohta a).
Jos L on injektio, ei muita kuvaudu nollalle, joten ker(L) = {0y }.
Olkoon ker(L) = {0y }. Jos L(u) = L(v), on

L(u—v)=L(u) — L(v) = 0y

jasiten u — v € ker(L). Oletuksen mukaan u — v = Oy ja siten u = v. Siis L on
injektio. O

Tehtiva 15.2.5 Ovatko Tehtdvin 15.2.2 kuvaukset L, M ja M o L injektioita,
ovatko surjektioita? Ratkaisu sivulla 216.

Tehtivi 15.2.6 Onko Tehtdvin 15.1.5 kuvaus L : R? — R?,

1\ . [ 21’2
L(Q?g) T <4.CE2 — 2.%‘1)’
injektio? Ratkaisu sivulla 216.

Esimerkki 15.2.7 Olkoon L : R — P,

= b+ 2cx.

t~
o o

1) Osoita L lineaariseksi.
2) Midritd ydin ja kuva-avaruus.
3) Onko L injektio?

Ratkaisu. 1) Ensinnikin, sddnto L todella méirittelee funktion R-kertoimisten li-
neaariavaruuksien vilille. Olkoot o € Rja (a b c)T, (de f)T € R® mielivaltaisia.

(1) ja (ib):

a a+d
Lilb]+]e = Llb+e|=b+e+2(c+ fx
c f c+ f
a d
= b+2cxr+e+2fr=L|b|+L|e
¢ f
a aa a
Lla|b = L| ab|=ab+2acx=ab+2cx)=aL| b
c ac c

Maidritelméan mukaan L on lineaarinen.
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2) Miti kuvautuu nollapolynomille, mille kaikille kuvautuu jotain?

a o a € R
Llb :()<:>{b+2cx:0 — < b =0
a€R
c = 0
Siis ydin
a 1
ker(L) = OlJlaeRp=<a|l0]|aeR
0 0

on suora avaruudessa R3. Kuva-avaruus on selvisti
LR?*) ={a+Bx|a,B R} =P
3) Lauseen 15.2.4 mukaan L ei ole injektio, silld ker(L) # {Ogs }.
Lause 15.2.8 Olkoon L : V' — W lineaarikuvaus ja U = {uy,...,u;} C V,
jolloin L(U) = {L(wy), ..., L(ug)}.

a) Jos L(U) on lineaarisesti riippumaton ja siind on & alkiota, on myos U lineaa-
risesti riippumaton.

b) Jos L on injektio ja U on lineaarisesti riippumaton, on L(U) lineaarisesti riip-
pumaton.

Todistus. a) Olkoon cvyuy + - - - + auy, = 0y . Silloin Lauseen 14.1.6 kohtien ¢)
ja a) mukaan

Za@-L(ui) =1L (Z aiui> = L(0y) = Oy .

i=1
Oletusten mukaan kuvat L(u;) ovat eri alkioita ja L(U) on lineaarisesti riippuma-
ton. Edellisen laskun mukaan

arL(uy) + -+ 4+ apL(ug) = Oy,
joten on oltava oy = - - - = ay, = 0. Siis U on lineaarisesti riippumaton.

Kohta b) jdtetddn harjoitustehtdviksi. O

Seuraus 15.2.9 Jos L : V — W on lineaarikuvaus ja U = {uy,...,ux} C V,on
dim[U] > dim[L(U)]. Jos liséksi L on injektio, on dim[U]| = dim[L(U)].

Tehtivi 15.2.10 Onko Lauseen 15.2.8 kohdan a) oletus, ettd kuvat ovat eri al-
kioita, vilttamaton? Tarkemmin sanottuna: onko olemassa tilanne, jossa (ainakin)
kahdella vektoreista u; on sama kuva ja L(U) on lineaarisesti riippumaton, mutta
U on lineaarisesti riippuva?

Ratkaisu sivulla 216.
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15.3 Dimensiolause

Matriisiin liittyvid aliavaruuksia koskeva Dimensiolause 13.3.3 yleistyy koske-
maan ddrellisulotteisessa lineaariavaruudessa méiériteltyji lineaarikuvauksia.

Dimensiolause 15.3.1 Olkoon V' dérellisulotteinen lineaariavaruus ja L : V' —
W lineaarikuvaus. Silloin

dim V' = dim L(V') 4+ dim ker(L).
Todistus. A.Jos dimV = 0, niin V' = {0y }. Koska L(0y) = Oy, on ker(L) =
{Ov}, L(V) = {Ow} ja
dim L(V') + dimker(L) =0+ 0= 0= dim V.

B. Olkoot n := dim V' € Nja k := dimker(L), jolloin 0 < k < n.

Tapaus k = n. Olkoon U := {ey,...,e,} jokin avaruuden ker(L) kanta. Seu-
rauksen 12.4.6 nojalla U on myds avaruuden V' kanta, joten V' = ker(L). L on
siis nollakuvaus ja L(V') = {0y }. Tiéten

dim L(V') + dimker(L) =04 n = dim V.

Tapaus k < n.Jos k = 0, on L Lauseen 15.2.4 mukaan injektio ja siten kuvaukse-
na V' — L(V) bijektio. Soveltaen Seurausta 15.2.9 avaruuden V' kantaan (miten?)
saadaan dim L(V') = dim V/, joten viite on tosi.

Olkoon lopuksi 0 < k < n. Valitaan jokin avaruuden ker(L) kanta U, :=
{e1, ..., e} jatidydennetiin se Lauseen 12.6.1 nojalla avaruuden V' kannaksi

Up = U U{ers1,...,en}.

Viite tulee todistetuksi, kun osoitetaan joukko U’ := {L(ex1), ..., L(e,)} ava-

Kuva 24: Dimensiolauseen todistuksen havainnollistus

ruuden L (V') kannaksi. Silloin nimittdin dim L(V') = n — k (ks. Kuva 24).
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Viritys. Olkoon v € L(V'). Valitaan jokin u € V, jolle L(u) = v. Alkio u voidaan
esittdd kannan U,, avulla

u=ux1e; +- -+ ITxep+ -+ Tpen.
Koska L(e;) = --- = L(ex) = Oy, on

v = L(u)=ua1L(e1) + -+ axrL(eg) +---+x,L(e,)
= zpnl(ep) + - +x,L(e,),

joten U’ virittdd avaruuden L(V').

Lineaarinen riippumattomuus. Olkoon
apr1L(€gs1) + -+ ayL(e,) = Ow.
Lineaarisuuden nojalla L(agi1€541 + - - - + ane,) = Oy, joten vektori
W = Q)11€k41 + - + ape, € ker(L).

Silloin my6és —w € ker(L). Koska U}, on avaruuden ker(L) kanta, on olemassa
skalaarit o siten, ettd
—W = €1 + - -+ + ageg.

Siis yhteensi

n k n
E o;€e; = E a;e; + E ae; = —w+w = 0y.
=1 i=1

i=k+1
Koska U,, on avaruuden V' kanta, seuraa oy = - -+ = ap = a1 = -+ - = @, = 0.
Siis erityisesti kaikki luvut a1, - -, o, ovat nollia ja siten U’ on lineaarisesti

riippumaton. O
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Esimerkki 15.3.2 Kuvaus L : R? — R3,

X1 X1 — Tg + X3
L To | = I
T3 T+ Lo — T3

on lineaarinen (totea itse!). Madritd sen ydin ja kuva-avaruus sekd ndiden dimen-
siot.

Ratkaisu. Ydin selvidd yhtdloryhmin L(x) = O ratkaisuista:

Ty — T2 + X3 = 0 rp = 0
X1 = 0 e To = t
Ty + X9 — X3 = 0 r3 = t, teR

Siis ydin ker(L) = {#(011)" |t € R } jadimker(L) = 1.

Dimensiolauseen 15.3.1 nojalla dim L(R?) = 2. Vektori y € L(RR?) jos ja vain
jos on olemassa x = (x] zo :vg)T € R3, jolle

1 -1 1
y:L<X) < Y= 1 + 9 0 + I3 0
1 1 -1
Néhdiin helposti, ettd
1 —1
y=x1| 1|+ (22— z3) 0],
1 1

joten kuva-avaruus on

1
LR =Ss[1]+t| 0] |steR
1
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15.4 Dimension sidilyminen

Lause 15.4.1 Olkoon V idrellisulotteinen lineaariavaruus ja L : V' — W lineaa-
rikuvaus. Kuvaus L on injektio jos ja vain jos dim V' = dim L(V').

Todistus. Lauseisiin 15.2.4 ja 15.3.1 nojautuen:
L injektio <= ker(L) = {0} <= dimker(L) =0 <= dimV = dim L(V).

|

Lause 15.4.2 Olkoot V' ja W K-kertoimisia direllisulotteisia lineaariavaruuksia,
joille dim V' = dim W. Lineaarikuvaukselle L : V' — IV ovat seuraavat ominai-
suudet yhtépitavid:

a) L on bijektio.

b) L on injektio.

¢) L on surjektio.

Todistus. Olkoon n := dim V' = dim W. Todistetaan: a) = b) = ¢) = a).
a) = b) on triviaali.

b) = c¢): Koska L on injektio, on Lauseen 15.2.4 nojalla dim ker(L) = 0, ja si-
ten Lauseen 15.4.1 mukaan dimV = dim L(V) = n = dimW. Jos n = 0,
on L(V) = W = {0}, ja L on surjektio. Jos n > 0, niin avaruudella L(V") on
n-alkioinen kanta U C L(V'). Koska dim W = n ja U C W on lineaarisesti riip-
pumaton, on U Lauseen 12.4.6 mukaan myos avaruuden W kanta. Mutta silloin
L(V) = [U] = W, ja L on surjektio.

¢) = a): Koska L on surjektio, on L(V) = W. Koska dimker(L) = dimV' —
dim L(V) = n — n = 0, on ydin pelkki nollavektori. Lauseen 15.2.4 nojalla L
my0s injektio. O

Esimerkki 15.4.3 Olkoon L : R? — R? (V. — W),

1 r1 + 229 + 313
L ) = 2.731 + 31’2 + 23
I3 3I1 + T

Osoita L lineaariseksi bijektioksi.

Ratkaisu. Havaitaan helposti, ettd L on matriisin mairdama:

1 1 2 3 T
Lz |=Ax=12 3 1 T
T3 310 T3
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Titen se on lineaarinen.

Lihtoavaruuden V dim V' = 3 ja maaliavaruuden W dim W = 3, joten Lauseen
15.4.2 mukaan riittdi todistaa L vaikkapa surjektioksi.

Olkoon y € R3. Niytetddn, ettd erddlle x € R on L(x) = y. Lineaarikuvauksen
L matriisille A on

1
det(A) = | 2 =04+6+6-27—1-0=—16#0,
3

— W N
O = W

joten on olemassa A1, Siis
Lx)=Ax=y +—= x=A"'y e R®
Siis L on surjektio ja lauseen 15.4.2 mukaan bijektio.

Seuraus 15.4.4 Avaruuksien R" ja R™ vililld on lineaarisia injektioita jos ja vain
jos m > n, ja lineaarisia bijektioita aina ja vain kun m = n.

Tehtivi 15.4.5 Osoita, ettd funktio L : R? — Py,

a
L(b> = 2a — bx,

on bijektio.
Ratkaisu sivulla 217.
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15.5 Isomorfisuus

Adrellisulotteisten lineaariavaruuksien eris luokitteluperuste on niiden dimensio.
Osoitetaan, ettid samaa direllistd dimensiota olevat /C-kertoimiset lineaariavaruu-
det ovat olennaisesti samoja.

Maaritelma 15.5.1 Kahden K-kertoimisen lineaariavaruuden vilinen lineaarinen
bijektio on (lineaari-)isomorfismi. Lineaariavaruudet V' ja W ovat isomorfiset, jos
on olemassa isomorfismi V' — W. Isomorfisuutta merkitdan V ~ W.

Lause 15.5.2 Isomorfisuus on ekvivalenssirelaatio samakertoimisten lineaariava-
ruuksien joukossa.

Todistus. Merkitdidn
W := {V | V on K-kertoiminen lineaariavaruus}.

Ekvivalenssin vaatimukset: kaikilla U, V', W € WV on oltava voimassa

1. Refleksiivisyys. V' ~ V: identtinen kuvaus Id : V' — V on lineaarinen
bijektio.

2. Symmetrisyys. Jos V ~ W niin W ~ V: Olkoon L : V' — W lineaarinen
bijektio. Silloin L=! : W — V on lineaarinen bijektio.

3. Transitiivisuus. Olkoot U ~ VjaV ~ W, ,seki L : U - VjaM :V — W
lineaarisia bijektioita. Silloin M oL : U — W on lineaarinen bijektio, joten
U~W.

Siis (W, ~) on ekvivalensirelaatio. O

Esimerkki 15.5.3 Osoita, etti R ja tason R? suora
S = {(1’1> € ]R2 To = 5%1}
)

Ratkaisu. Origon kautta kulkeva suora S on selvisti tason R? aliavaruus, joten se
on R-kertoiminen lineaariavaruus. Kuvaus L : R — 5,

10 =(4,).

on lineaarinen bijektio (totea itse!), siis erds sopiva isomorfismi.

ovat isomorfiset.
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Lause 15.5.4 Olkoot V' ja W K-kertoimisia direllisulotteisia lineaariavaruuksia.
Avaruudet V' ja W ovat isomorfisia jos ja vain jos dim V' = dim W'

Todistus. 1) Olkoon L : V — W isomorfismi. Koska L on injektio, on
dimker(L) = 0. Koska L on surjektio, on L(V') = W. Dimensiolauseen 15.3.1
mukaan

dimV = dimker(L) + dim L(V') = dim W.

2) Olkoon n :=dim V' = dim W. Jos n = 0, on asia selvi. Jos taas n > 0, joukko
K on n-ulotteinen K-kertoiminen lineaariavaruus (todista!).

Asia on selvi, kun osoitetaan, ettd V' ~ ™. Vastaavasti nimittidin voidaan osoittaa,
ettd W ~ K", ja siten Lauseen 15.5.2 nojalla V' ~ W

Valitaan avaruudelle V' jokin kanta {e4, ..., e, }. Kullakin avaruuden V" vektorilla
on kannassa yksikésitteiset koordinaatit x; € K. Madritelldan siis L : K" — V,
T
Ll ¢ | =xe14+ -+ 2,6,

Tn

Kuvaus L osoitetaan helposti lineaariseksi. Koordinaattiesityksen olemassaolon
nojalla L on surjektio ja koordinaattien yksikésitteisyyden nojalla L on injektio.
Siis L on lineaarinen bijektio, ja V ~ ™. O

Lauseen todistuksesta saatiin sivutuotteena:

Seuraus 15.5.5 Jos V' on reaalikertoiminen (vast. kompleksikertoiminen) lineaa-
riavaruus ja dim V' = n, niin V' ~ R" (vast. V' ~ C").

Teht#ivi 15.5.6 Osoita, ettii R3 ja Ps:n aliavaruus
{a+ (a+b)x+ca’|a,bceR}

ovat isomorfiset.

Ratkaisu sivulla 217.

Esimerkki 15.5.7 Korkeintaan astetta n—1 olevien reaalisten polynomien lineaa-
riavaruus on n-ulotteinen. Siis P, _; ~ R". Isomorfismiksi kidy kuvaus

3]
L] : =ay + a4+ - + az" L

an



15.6 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtdva 15.1.5 : Ytimeksi saadaan ratkaisemalla yhtdloryhmé L(x) = O:

w3}

Edelleen y = L(x) jos ja vain jos

() _ Ty —2x9\ Ty —2x9\ t
Yy = Yo ) \—2x; +4xe ) \ —2(xy —219) ) \ -2t

jollakin ¢ € R. Siis kuva-avaruus on

L(R?) = {t(_;) ‘ te R} :

eli koko taso kuvautuu suoralle.

Tehtdvd 15.2.2 : Lienee ilmeistd valita 1dht6- ja maalijoukot niin, ettd kyseessd
ovat funktiot L : R — R?ja M : R? — R3. Silloin M o L on médritelty ja funktio
R — R3. Edelleen:

. T — 2% —x -1

MoL)x)=M(L(x))=M = z—4x |=| -3z | =2 =3
2

2z + 2z 4x 4

Kyseessi on siis reaaliakselin kuvaaminen avaruuden R? suoralle. Funktiot L ja
M todetaan helposti lineaarisiksi. Myds M o L on lineaarinen; todistus joko suo-
raan tai Lauseen 15.2.1 perusteella.

Tehtdvid 15.2.5 : Ovat injektioita, silld ne ovat lineaarisia ja ytimet ovat ldhtdava-
ruuksien triviaaleja aliavaruuksia. Surjektiivisuus riippuu siitd miten maalijoukot
on valittu (myds ldhtdjoukot voivat vaikuttaa asiaan). Tehtidvédn 15.2.2 ratkaisun
(s. 216) tilanteessa funktiot eivit ole surjektioita.

Mutta jos funktion L maalijoukoksi valitaan sen kuva-avaruus (tason suora),
samoinkuin funktiolle l1dht6joukoksi tdmin kuvajoukko ja maalijoukoksi kuva-
avaruus, saadaan jopa bijektio!

Tehtdva 15.2.6 : Funktio ei ole injektio, silld ker L # {0} (ks. Tehtédvin 15.1.5
ratkaisu s. 216).

Tehtivi 15.2.10 : Otetaan esimerkiksi projektiokuvaus P : R? — R? Luvusta
14.2. Tason kolmen vektorin joukko U alkioinaan x = (1 1),y = (1 2)7 ja
z = (1 3)7 on lineaarisesti riippuva. Niiden kaikkien kuva on yksi6 (1 0)7, joten
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L(U) = {(10)"}, joka nollavektorista poikkeavana on lineaarisesti riippumaton.
Tami vastaesimerkki osoittaa, ettd Lauseessa 15.2.8 a) vaatimus kuvajoukon al-
kioiden méiristd k on valttimaton.

Tehtiivd 15.4.5 : Kyseessi on lineaarinen funktio R? — Py, jotka ovat reaaliker-
toimisia kaksiulotteisia lineaariavaruuksia. Lauseen 15.4.2 mukaan riittda nidyttai
esimerkiksi injektiivisyys.

Mutta

L(a):2a—bx:6 < 2a=0ja —b=0 <= a=0jab=0.

i ()

joten L on injektio Lauseen 15.2.4 nojalla. Edelld todetun mukaan L on bijektio.

Siis

Tehtdvd 15.5.6 : Helposti ndhdiin, ettd joukon polynomeissa kertoimet ovat toi-
sistaan riippumattomia — ts. niiden arvoiksi voidaan saada mitké tahansa luvut —
voidaan kirjoittaa

Q:={a+ (a+b)z+cz®|abceR} ={d+Vx+2°|dV deR},

joka on aliavaruus polynomiavaruudelle Ps. Selvistikin avaruudet ovat R-kertoimisia
jadim Q = 3 = dim R3. Lauseen 15.5.4 nojalla ne ovat isomorfiset.



16 LINEAARIKUVAUKSEN
MATRIISIESITYS

Esimerkissa 14.3.5 osoitettiin, ettd reaalinen m x n-matriisi madrittelee lineaariku-
vauksen R™ — R™. Osoitetaan nyt, ettd jokainen kahden &éarellisulotteisen reaa-
likertoimisen lineaariavaruuden vilinen lineaarikuvaus voidaan esittdd (sovittujen
jarjestettyjen kantojen suhteen) yksikésitteisesti madrdtyn matriisin avulla (Lause
16.2.4). Lopuksi tarkastellaan ytimid ja kuva-avaruuksia, kuvausten yhdistimista
seki tdydennetdin matriisiyhtdlon ratkaisuméérituloksia.

16.1 Kuvaukset R” — R (luonnolliset kannat)
Aloitetaan lineaarikuvauksista R™” — R™. Haetaan ideaa konkreettisella laskulla.

Esimerkki 16.1.1 Olkoon L : R? — R? lineaarikuvaus. Silloin

T 1 0 0

L T9 = L T 0 + Zo 1 + T3 0
T3 0 0 1

1 0 0

= ZElL 0 +I’2L 1 +I3L 0
0 0 1
~—— ~——

€
:(ace> -
b d f .

Néyttdisi siis hyodylliseltd tarkastella kantavektorien kuvautumista.
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Lause 16.1.2 Olkoot R" ja R™ varustettu luonnollisilla jédrjestetyilld kannoillaan.
Jos L : R™ — R™ on lineaarikuvaus, on olemassa yksikisitteisesti médératty mat-
riisi A;, € R™*", jolle

L(x) = A,x kaikilla x € R".

Matriisin A;, sarakkeina ovat avaruuden R" standardien kantavektorien e; kuvat
kuvauksessa L, ts.

AL:(L(el) L(ey) --- L(en)).

Todistus. Olemassaolo. Mairitellddn Esimerkin 16.1.1 innoittamina matriisi Ay,
lahtoavaruuden kantavektorien kuvina:

a; = (ayjag - any)’ :=L(e;), j=1,2,3,...,n,

AL = (aij) = (a1 gy - an).
Olkoon x € R", x = x1e; + x2€9 + - - - + x,€,. Lineaarisuuden nojalla

L<X> = le(el> + -+ fL’nL(en) =xa; + - +xa,
T
- (al e an) = ALX.

T

Yksikasitteisyys. Oletetaan, ettd m xn-matriiseille A ja B pitee
L(x) = Ax = Bx kaikilla x € R".

Erikoisesti kullekin luonnollisen kannan vektorille e; on Aej = Be;. Mutta sil-
loin matriiseilla A ja B on samat sarakkeet

A(,]) = Aej = Bej = B(,])
kaikilla j = 1,2,...,n,jasiten A = B. O

Esimerkki 16.1.3 Kuvaus L : R? — R?,

I ;1 _ 229 + x3
21— r1 — T — 4.%'3 ’
T3

osoitetaan helposti lineaariseksi (tee se!). Madritd kuvauksen L matriisiesitys.
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Ratkaisu. Lauseen 16.1.2 mukaan matriisi 10ytyy laskemalla avaruuden R? luon-
nollisen kannan kuva. Koska

1 0 0
o) =(3). e{1)=(3) elo]=(_5)
0 0 1

on kysytty matriisi ndiden muodostama
0o 2 1
)

16.2 Yleinen tapaus

Merkintd ja sopimus. Olkoon V' reaalikertoiminen lineaariavaruus ja n :=
dimV € N. Olkoon E = {vy,...,v,} avaruuden V kanta. Sovitaan, ettd jat-
kossa kantavektorien jérjestys on kiinnitetty. Merkitidin vektorinu € V,

u:xlvl—l'"'"f_xnvna

(yksikdsitteisesti madrittyjen) koordinaattien x; € R muodostamaa koordinaatti-

vektoria

ug = (zy 29 - x,)".

Koska up € R" ja vastaavuus u < up on yksikésitteinen (kyllidkin erilainen
eri kannoissa), vektori ja sen koordinaattivektori voidaan samaistaa. Niin saadaan
samaistus koko avaruuksien V' ja R™ vilille (vrt. Lause 15.5.4).

Esimerkki 16.2.1 Méiriti vektorin (5 1)7 koordinaattivektori avaruuden R? kan-
nassa B := {(11)7, (1 -1)"}.

Ratkaisu. Joukko E on selvisti kanta. Koska

5 i 1 1 x|y + X9 = 5 Ty = 3
()=n()rmla) = {0 D02 = {0 2

on (51)7 =3(11)7 +2(1 —1)7 eli

(0,-C)
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Esimerkki 16.2.2 Selvitetddn johdannoksi konkreettinen tapaus. Olkoon E =
{V1, va, v3} lineaariavaruuden V' kanta ja F' = {w;, wo} avaruuden W kanta.
Silloin vektorin

u = 2x1V] + ZaVy + I3Vs

kuvalla lineaarikuvauksessa L on esitys
L(u) = 21 L(v1) + 22 L(v2) + 23L(V3) = y1W1 + Y2 W2 (10)

joillekin yy, yo € R.

Ongelma: Miten koordinaateista ug = (x; 2 Ig)T paastiddn koordinaatteihin

(L) :(g;)?

Ratkaisu. Lasketaan kannan £ kuvien esitykset kannassa F":

L(vi) = anwi + anws
L(vy) = aiawW1 + anws
L(Vg) = a13W1 + 23 W2

Kertomalla kukin yhtélo skalaarilla z; ja laskemalla yhtdlot sarakkeittain puolit-
tain yhteen (laskusdinnot?) saadaan esitykselle (10) muoto

L(u) = xL(vq) + xoL(vs) + x3L(v3)
= (anzi + a12xe + a1323)W1 + (a2121 + a22%2 + a23T3)Wo
= Y1W1 T+ YoWo
a11T1 + appr2 + Q133 = Y1
G21T1 + Q22T + G3T3 = Yo
aip a1a a 71
( 11 412 13) z | = (3/1)
Q21 dg22 (23 Y2
T3

Siis ainakin téssd tapauksessa on, kun merkitddn A = (a;;), voimassa

Aug = (L(u))

Tehtava 16.2.3 Missd kohden Esimerkissd 16.2.2 kéytettiin joukon [’ lineaarista

riippumattomuutta?
Ratkaisu sivulla 232.

F.
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Matriisiesityslause 16.2.4 Olkoot V' ja IV ddrellisulotteisia reaalikertoimisia li-
neaariavaruuksia, joiden dimensiot olkoot n := dimV ja m := dim W. Vas-
taavasti olkoot £ = {vy,...,v,} ja F = {wy,..., w,,} niiden jirjestykseltdin
kiinnitetyt kannat. Jos L : V' — W on lineaarikuvaus, on olemassa sellainen reaa-
linen m X n-matriisi A, joka kuvaa kunkin alkion u € V koordinaattivektorin sen
kuva-alkion L(u) koordinaattivektorille, ts.

(L(u))r = Aug kaikilla ueV.

Kun avaruuksissa R™ ja R™ kéytetddn luonnollisia kantoja, matriisi A on yksika-
sitteisesti médritty ja sen sarakkeina ovat a; = (L(v;))p, ts. kantavektorien v;
kuvien koordinaattivektorit kannan F' suhteen.

Todistus. Olemassaolo. Muodostetaan lineaarikuvauksen L vilittiva matriisi A.
Kannan F kuvilla olkoot kannassa F’ esitykset

L(Vl) = a;ywWw1 + agwg + -+ 4+ GniWm
L(vy) = aipWi + anWs + - 4+ GnaWy,

L(Vn) = a1,W1 + QW2 + -+ + AppWpy

Poimitaan skalaarikertoimet matriisiksi A := (a;;) € R™*", ja olkoot a; sen
sarakevektorit (huomaa transponointi). Olkoon u € V ja x := up € R” sen
koordinaattivektori, ts.

Uu=2x1Vy + -+ TpVp.

Merkitidin y := Ax, jolloin y; = Z?:l a;;x;. On osoitettava, etti
L(u) = y1wy1 + -+ + YWy

Kéyttden lineaariavaruuden laskusdintdji saadaan (vrt. Esimerkki 16.2.2)

m

L(U) = ZIIjL(Vj) = le’j (Z CLUWZ‘> = Z < 1 CLijSL’j) W; = ZlyzWZ

=1 i=1 j=

Siis esitys on olemassa.

Yksikisitteisyys. Lauseen 15.5.4 mukaan V' ~ R" ja W ~ R™ ja niiden vélinen
yksikésitteinen lineaarinen bijektio on vektorin kuvaaminen sen koordinaattivek-
torille. Avaruuksien R" ja R™ vilille muodostuu lineaarikuvausta L : V' — W
vastaava lineaarikuvaus L/, jossa vektorin u € V koordinaattivektori kuvautuu al-
kion L(u) € W koordinaattivektorille. Kyseinen lineaarikuvaus voidaan Lauseen
16.1.2 mukaan esittdd yksikdsitteisesti madrityn m X n-matriisin avulla. O
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Seuraus 16.2.5 Kantavektorien kuvautuminen méarié lineaarikuvauksen yksiké-
sitteisesti: kun tiedetdén kantavektorien v; kuvat, voidaan mielivaltaisen alkion
u=uxvy+---+ x,v, kuva laskea kaavalla

L(u) = ijL(vj).

Huomautus 16.2.6 Vastaavanlaiset tulokset péatevit kompleksikertoimisille line-
aariavaruuksille. Téll6in koordinaatit ja vilittdvd matriisi ovat tietenkin komplek-
sisia.

Esimerkki 16.2.7 Olkoon L : P, — R?,

L(a +bx + ca?) = (Z;i)

Mairita kuvauksen L matriisi

a) luonnollisten kantojen suhteen.

b) kantojen £’ := {1+ z,1 —z,2? +z} ja F' := {(21),(0 1)”} suhteen, ja
laske sen avulla

L<0.2(1 ) — 15(1 — ) + 2.4(2% + :c)).

¢) Laske molemmilla tavoilla L(5 — 2x + 32?).

Ratkaisu. Todista itse, ettd kyseessd on todella lineaarikuvaus.

a) Kannat ovat £ := {1,z,2%} ja F := {(10)7, (0 1)”}. Lasketaan lahtopuolen
kannan kuvat maalipuolen kannassa:

0-1 -1 1 0

= (o) = (o) = no) -+ of2)
0-0 0 1 0

= (o) = (1) = olo) + ()
1-0 1 1 0

2y _ _ _
e = (o) = (1) = 6) ()
Téstd saadaan kuvauksen matriisi luonnollisten kantojen £ ja F' suhteen:

-1 0 1
A:<01 1)'
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b) Vastaavalla tavalla kannoille

E/:{l—i—x,l—x,x—i—xQ}jaF’:{(?);

L(l+2) = (?;é) = <_D = (-3)
-0 - (450) = (3) = b

werat) = (131) = (s

joten nyt matriisi on
A= (_

Olkoon ¢(z) := 0.2(1 + z) — 1.5(1 — x) + 2.4(x* + z), jolloin

g = | —1. 5)
)(5)-(i)
L(g) = 1.85(?) 4 4.65(2) _ (2;)

¢) Olkoon p(z) := 5 — 2x + 322 Silloin

(0
)
|
|

_|_
—~
|
N |
~—

1

2
1
2
1
2
2\ 1

+
[\JI9Y

(
(
(

~— ~—
I

[SISCR I
NI N
NI NI

Edellisen nojalla

0
=2
T
I
=
=)
&
|
/N
|
NI NI—

N D=
NIw NI—

ja siten

pe = | —2

ja edelleen

Lp)y = ApE:(—é t1> D b :(_?)

b = =2(g)+1(3)=(7)
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koska F' oli luonnollinen kanta.

Lasketaan toiseksi polynomin p koordinaatit kannassa E’:

5—2rx+3x* =a(l+xz)+ B(1 —z) +y(2* + x)

a + = 5 a =0

— a — [ + v = -2 <= g =5
vy = 3 v = 3

Siis per = (05 3)7 ja siten ja

otn),, = o =(T4 T D)(5) ()
) = (1)) =(5)+(2)=(5)

Esimerkki 16.2.8 Olkoon D, D(f) := f’, funktion derivointia tarkoittava line-
aarikuvaus. Koska 2° = 1, on monomille 2"

D(:)s"):{ 0, n=0

na"t, neN,
Olkoon avaruus P, varustettu luonnollisella kannalla F,, := {1,z,2?, ... 2"}.
Miirita lineaarikuvauksen D : P3 — Py matriisi.

I[N
N [0 | =
ISV

Ratkaisu. Rajoitettuna korkeintaan astetta 3 oleviin polynomeihin D on selvisti
kuvaus P3 — Ps. Operaattori D kuvaa avaruuden P kannan seuraavasti:

D(1) = 0 =201+ 02 + 0-2?

Diz) = 1 =11+ 0-2 + 0-22

D(z* = 2¢x = 0-1 + 2.2 + 0-22

D(@*) = 32* = 0-1 + 0-2 + 3-z?

Kannan kuvien koordinaattivektorit muodostavat kysytyn matriisin

0100
A=[0 0 2 0
0003

Polynomille p(z) = a + bx + cx?® + dx® on pg, = (a b ¢ d)T, joten nyt voidaan
derivoida mekaanisesti koordinaattien avulla:

0100 Z b
(D), = App, =0 0 2 0] | = 2],
0003/ 3d

jasiten (D(p))(x) = b+ 2cx + 3da>.
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16.3 Erikoistapaus R" — R™

Tarkastellaan Lauseen 16.2.4 erikoistapauksena avaruuksien R™ ja R™ vilisten
lineaarikuvausten esittimistd mielivaltaisten kantojen suhteen (vrt. Lause 16.1.2).

Lause 16.3.1 Olkoot £ = {uy,...,u,} avaruuden R" ja F' = {by,...,b,}
avaruuden R™ jdrjestykseltddn kiinnitetyt kannat. Olkoon L : R" — R™ lineaari-
kuvaus ja A sen matriisiesitys kantojen E ja I’ suhteen. Merkitdin sarakkeittain

A:(a1 gy an) ja BI:(bl bQ bm)
a) Silloin a; = B‘lL(uj) kaikilla j € [n].
b) Kun lisdksi merkitddn
C = (L(ul) e L(un)),
laajennetun matriisin (B | C') redusoitu porrasmuoto on (/ | A).
Todistus. Matriisi B on sadnnollinen, koska sen sarakkeet muodostavat avaruuden
R™ kannan.

a) Koska A on kuvauksen L matriisi, on Lauseen 16.2.4 mukaan kaikilla j =
1,2,3,...
L(UJ’) = aljbl + -4 amjbm = Baj,

joten a; = B~'L(u;).

b) Koska B on séidnndllinen, on matriisi (B | C') riviekvivalentti matriisin (B~*B | B~'(')
eli (I | B7'C) kanssa. Ottamalla matriisitulo pystyvektoreittain saadaan kohdan
a) nojalla

B'C=(B7'L(w) --- B7'L(w,))=(a; --- a,)=A.
|

Esimerkki 16.3.2 Olkoon L : R? — R3,

T i)
1),
L(@) =1 21+ 2o

Ty — T2
Olkoon valittu avaruuksille kannat (jarjestys kiinnitetty!)

1 1 1
s {0 = {0). )
0 0 1

Madirita kuvauksen L matriisi kantojen F ja I’ suhteen.
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Ratkaisu. Kéytetdidn Lausetta 16.3.1. Lasketaan kantavektorien kuvat:

2 1
d(0)-(3) 0 o))
—1 2

Muodostetaan laajennettu matriisi asettamalla vasemmaksi matriisiksi sarakkeit-
tain maaliavaruuden kanta ja oikeaksi matriisiksi niinikdén sarakkeittain ldhtoava-
ruuden kannan kuvat sekd muunnetaan riviekvivalenttiin redusoituun porrasmuo-
toon:

111 21 1 00| -1 -3
01 1] 34]~(010] 4 2
001 ]| -1 2 001 ] -1 2
Téstd saadaan kysytty matriisi
-1 -3
A= 4 2
-1 2

Tehtiivii 16.3.3 Laske Esimerkin 16.3.2 tilanteessa vektorin (—11 3)7 kuva
a) suoraan.
b) “mutkan kautta” matriisin A avulla.

Ratkaisu sivulla 232.

Tehtivi 16.3.4 (Jatkoa tehtiviin 16.3.3.) Laske vektorin u € R? kuva kuvauk-
sessa L, kun sen koordinaatit kannassa F ovat ugp = (2 3)T,

a) funktion L lausekkeen avulla.
b) matriisin A avulla.
Ratkaisuvihjeitd: a) Laske ensin u luonnollisessa kannassa, kuvaa sitten.

b) Kuvaa koordinaatit ensin matriisin A avulla, muunna tulos luonnolliseen kan-
taan.
Ratkaisu sivulla 234.
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16.4 Ytimet ja kuva-avaruudet

Olkoon A € R™*™ja L4 : R" — R™, L4(x) := Ax, vastaava lineaarikuvaus. On
selviad, ettd

ker(Ls) = N(A) ja La(R") = [A]s.
Tarkastellaan hiukan yleisti tilannetta.

Oletetaan, ettd matriisi A € R™*" esittdd lineaarikuvausta L : V' — W niiden
kantojen F ja F' suhteen. Olkoot Pr : V — R" ja Pr : W — R™ ne lineaariset
bijektiot, jotka kuvaavat vektorit niiden koordinaateille, ts.

PE(LI) = Uug ja PF<W) = Wp.
Lauseen 16.2.4 mukaan Pr(L(u)) = APg(u) kaikillau € V.

Lause 16.4.1 Lineaarikuvauksen matriisin A nolla-avaruutta ja sarakeavaruutta
sekd kuvauksen L ydintd ja kuva-avaruutta sitovat seuraavat yhtalot:

Po(ker(L)) = N(A),
Pe(L(V)) = [Al.,

jaker(L) ja N(A) ovat isomorfisia, samoin L(V') ~ [A].

Todistus. Koska P ja Pp ovat lineaarisia bijektioita, riittdd todistaa viitetyt jou-
kot samoiksi. Todistetaan tissd ensimmidinen samuus, toinen jitetdin harjoitus-
tehtiviksi.

Olkoon x = ug € R". Silloin

Ax =Aug =0
L(u)=0

u € ker(L)

x =ug € Pg(ker(L)).

x € N(A)

reree

a

Tehtiava 16.4.2 Todista Lauseen 16.4.1 toinen samuus.
Ratkaisu sivulla 234

Tehtiva 16.4.3 Piirra kaavio Lauseessa 16.4.1 olevasta tilanteesta.
Ratkaisu sivulla 234
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16.5 Lineaarikuvausten yhdistiminen
Lineaarikuvausten yhdistiminen tapahtuu matriisien kertolaskulla:

Lause 16.5.1 Olkoot L : R* — R™ ja M : R™ — R! lineaarikuvauksia vas-
taavina matriiseina A ja B luonnollisten kantojen suhteen. Silloin tulo BA on
yhdistetyn kuvauksen M o L : R® — R! matriisi.

Todistus. Olkoon x € R™. Tulon liitdnndisyyden mukaan
(MolL)(x)=M(L(x)) = M(Ax) = B(Ax) = (BA)x.
O

Lause 16.5.2 Olkoot V, W ja Z &drellisulotteisia reaalikertoimisia lineaariava-
ruuksia, joilla on kannat F/, F' ja G. Oletetaan, etti L : V — Wija M : W — Z
ovat lineaarikuvauksia, joita esittavit kantojen F, I’ ja G suhteen matriisit A =
Ay ja B = By, Silloin yhdistetyn kuvauksen M o L matriisi kantojen F ja G
suhteen on BA.

Esimerkki 16.5.3 Laske kuvauksen M o L matriisi, kun

1 21’1 T 1 2.1'1 — X9 + T3
L T =\ 1+ 31’2 s M Ty | = T — O
2 22, 23 1 3

Ratkaisu. Voitaisiin laskea tietenkin suoraan sijoittelemalla. Lauseen 16.5.1 mu-
kaan matriisi saadaan kuitenkin lyhemmin tulona

(2—1 1)%% _(5—5)
Lo =2/, -2 -1
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16.6 Yhtiloryhmin Ax = b ratkaisujen miérista

Lause 16.6.1 Olkoon A € R™*", Lineaarisella yhtdloryhmillda Ax = b on seu-
raavan taulukon mukaiset madrit ratkaisuja:

sarakkeet Ax=0| Ax=b#0 tyyppi
m > n | riippumattomat 1 0tail ylimddratty
m>n riippuvat 00 0 tai co ylimddratty
m = n | riippumattomat 1 1 kvadraattinen
m=n riippuvat 00 0 tai oo kvadraattinen
m<n riippuvat 00 0 tai 0o alimédratty

Todistus. Tulokset voidaan perustella tarkastelemalla yhtdloryhmaii lineaarikom-
binaatiomuodossa

ai 12 A1n by

21 22 A2n, by
x1 +aa| . + ot xy, =

Am1 Am2 Amn bm

kéyttden aikaisempia lauseita (mm. 2.3.11 ja 13.3.1). O

Lause 16.6.2 Neliomatriisille A € R™*™ ovat seuraavat ominaisuudet yhtapitavia
(ks. my0s Lause 5.4.2 ja Seuraus 13.3.2):

a) Matriisi A on sdannollinen.

b) Matriisin A determinantti det(A) # 0.

c) Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.

d) Matriisin A rivit ovat lineaarisesti riippumattomia.

e) Matriisin A aste r(A) = n.

f) Yhtilolla Ax = b on jokaisella b € R™ yksi ja vain yksi ratkaisu.

g) Lineaarikuvaus x — Ax on bijektio R” — R™.

Todistus. Ks. aikaisemmat lauseet (harjoitustehtivi). O
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Esimerkki 16.6.3 Osoita, ettid kuvaus L : R? — R3,

1 1+ 229 + 73
Ll x| :=| 2214+ 529+ 323 |,
T3 2I1 + 3$2 + 2ZL’3

on bijektio ja muodosta sen kdinteiskuvaus.

Ratkaisu. Kuvaus L voidaan selvisti esittda matriisin
1 21
A=[2 5 3
2 3 2

avulla: L(x) = Ax kaikilla x € R3. L on siis lineaarikuvaus. Koska det(A) =
1 # 0, on L bijektio. Silloin L~! on olemassa, se on lineaarinen ja

U1 n 1 -1 1 n
LMy |=A"y|= 2 0 =1 || v
Y3 Y3 -4 1 1/ \wys

Tehtiava 16.6.4 Todista Lause 16.6.2.

Ratkaisu sivulla 234.



16.7 Ratkaisuja tehtiviin
Tehtdvid 16.2.3 : Vektoriyhtédlon

(a1 + a1222 + a1323) W1 + (A2171 + A2 + A23T3)Wo = Y1 W1 + Yo W2
muuntamisessa tavalliseksi yhtdaloryhmiksi

a11r1 + a2 + a13Tr3 = Y
a21T1 + Q29%2 + A23T3 = Yo

tarvitaan joukon {w;, wy} lineaarinen riippumattomuus.

Tehtdvd 16.3.3 : a) Suoraan funktion médrittelysti:
3 3
L<_1:1))): -11+3|=| -8
—11-3 —14

tai kertomalla kuvauksen matriisilla M.
b) Aluksi ilmaistaan (—11 3)7 kannassa F,

—11\ (1 (3 ) + 3
(51) =) +=()-(n 2

¥y 4+ 3z, = —11 = 4
200+ x, = 3 xh =

(.-

Sitten lasketaan tdmin kuva kertomalla matriisilla A (ks. Esimerkki 16.3.2):

(), =), ) (0)-(

Lopuksi muutetaan kuva luonnolliseen kantaan

eli

1 1 1 3
11101+6(1|-1411 = -8
0 0 1 —14

Katso kuva 25.
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233

X2
-11 R2
3 luonnollinen

kanta

AN

X

L @

x—AX

N

kantaan F

R3
luonnollinen
kanta

X
-14

Kuva 25: Kaavio Tehtédvin 16.3.3 menettelystd

v
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Tehtidvd 16.3.4 : a) Ensin koordinaatit luonnolliseen kantaan
1 3 11
n=2(a)+5(1)-(%)

. 7 7
L(u)—L( >_ 1+7|=/18
11-7 4

joten

b) Kuvataan annetut koordinaatit ensin suoraan matriisilla A:

-1 -3 9 —11
(L(u))p=Aug=| 4 2 (3) =| U4
—1 2 4

Tama vield luonnolliseen kantaan:
1 1 1 7
Lu)=—-1110|+14(1|+4{1]|=1]18
0 0 1 4

Tehtivi 16.4.2 : Pr(L(V)) = [A],, silld

y € [A]y <= Ax =y jollekinx € R"
<= APg(u) =y jollekinu eV
<~ ye€Pp(L(V))

Tehtidvid 16.4.3 : Katso kuvio 26.

Tehtdvd 16.6.4 : Todistetaan vanhojen tulosten avulla seuraavasti:
a < b: Lause 6.5.1

a$s c<<d<& e Lause 11.3.1, Lause 6.3.5 ja asteen mééritelmé

a < < g: Lause 5.4.1 ja bijektion ominaisuus.
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E

5

lineaariset isomorfismit

Xeo
N(A)

Rn

x—AX

X=Ye

Kuva 26: Tehtdvian 16.4.3 kaavio
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17 LINEAARIAVARUUDEN
KANNANVAIHTO

17.1 Yleinen tapaus

Monet matemaattiset mallit yksinkertaistuvat huomattavasti, kun ilmi6té tarkastel-
laan sopivasti valitussa kannassa. Kannan valinta riippuu tietenkin tarkasteltavan
ilmion luonteesta. Usein puhutaan myos koordinaatiston vaihdosta, silld kannan
vaihdon yhteydessi vektorien koordinaatitkin muuttuvat.

Lineaarinen kannanvaihto tapahtuu lineaarikuvauksen vilitykselld. Kaikki koor-
dinaatiston vaihdot — mm. vaihto tason suorakulmaisista napakoordinaatteihin —
eivit ole lineaarisia.

Lause 17.1.1 Olkoon V direllisulotteinen lineaariavaruus ja olkoot
U={u,...,u,} ja U ={u),...,u,}

sen jirjestykseltddn kiinnitettyjd kantoja. On olemassa sellainen sd@nnollinen mat-
riisi S € R™", ettd jos vektorin v € V Kkoordinaattivektori kannassa U on
x € R", niin sen koordinaattivektori kannassa U’ on x' = Sx, toisin sanoen,
Vyr = SVU.

Matriisia S sanotaan siirtomatriisiksi ja se saadaan selville kantojen avulla: jos
kannan U vektoreilla on kannassa U’ esitykset

!/ / /

u = spu; + spuy + s+ Suu,

/ !/ /

Uy = SppUu; + Spouy, + -c- 4 Sy,
(11)

U, = S+ SUy oo+ Sy

niin siirtomatriisi S = (s;;) on ylld olevan vektoriyhtdloryhmén kerroinmatriisin
transpoosi.

Kiidnteinen muunnos saadaan aikaan matriisilla S—'.

Todistus. Olkoon vektorilla v € V koordinaatit x ja x’ eli esitykset

vV = rym,qy + -+ + x,Uu,
) / /
v = vy + - + U,

kannoissa U ja U’. Kun sijoitetaan vektorin v esitykseen yhtdlot (11), saadaan
yhdistetty esitys

n n n n n
f— . . . . / e .. M /
VvV = E Tju; = E Z; E Siu; | = E E S5 | 4.
Jj=1 j=1 =1 1 j=1

1=
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Koordinaattien yksikésitteisyyden nojalla on

¥ =) syr; kaikilla i =1,2,3,...,n.

=1
Mutta silloinhan x’ = Sx.

Osoitetaan .S sdadnnolliseksi ndyttamalld, ettd yhtdlolld Sx = 0 on vain triviaali-
ratkaisu x = 0. Koska

Sx=x" <= nu+--+axu, =2+ -+ u

n-n’

saadaan valitsemalla x’ = 0 yhtdlo zyu; + - - - + x,u,, = 0. Koska U on kantana
lineaarisesti riippumaton, seuraa x = 0. Siis S on sddnnollinen.

Titen kddnteinen muunnos on x = S~ !x’. O

Esimerkki 17.1.2 Joukot U = {u;,ux} ja U’ = {u), u}},

5 7 . / 3 / 1
e )

ovat selvisti avaruuden R? kantoja.
a) Miiritd siirtomatriisi kannasta U kantaan U’.
b) Mitk ovat vektorin (1 2)7 koordinaatit néissd kannoissa?

Ratkaisu. a) Lasketaan kannalle U esitys kannassa U’:

5 < 3 Lo 1
1 = Snua Sa1a
u L+ A 2 2 21
<
Uo 81211/1 + 82211/2 7 3 1
3 = 512 9 +  Sog 1

< S11 = 3, So91 = —4, S12 = 4, S99 = -5.

s=(3)

b) Vektorin (1 2)7 koordinaatit (x; x3)” kannassa U vanhaan tapaan:

(2)= () =(5) = (2)-(%)

Kannassa U’ koordinaatit ovat

X' = Sx = (_i —§)<_1é) B <_‘1*>

Niami olisi voitu laskea myos kuten kannassa U.

Kysytty siirtomatriisi on
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Esimerkki 17.1.3 Lineaariavaruuden Ps standardi kanta on
U={1,z,2* 2°}.
Etsi siirtomatriisi, joka vilittdd vaihdon kantaan (ks. Esimerkki 12.1.5)

U={1+ux z 2*° -1, 2°+z}.

Ratkaisu. I tapa. Lauseen 17.1.1 mukaan esitetddn ldhtokannan U vektorit kannas-
saU’:

1 = 1-(142) + (=) + 0-(a*=1) + 0-(2*+2x)
r = 0-(1+z) + 1oz + 0-(2>=1) + 0-(2®+2)
2?2 = 1-(1+z) + (-2 + 1-(a®-1) + 0-(a°+2)
¥ = 0-(1+2) + (=) + 0-(2*—=1) + 1-(x*+2x)

10 1 0
11 -1 —1
S=1 00 1 o
00 0 1

II tapa: Joskus on helpompi ilmaista U’ kannassa U ja kiddntdd saatu siirtomatriisi.
Koska on helpompi esittii:

1+ = 1-1 + 1.2 + 0-22 + 0-23
r = 1 + 12 + 0-22 + 0-2°
—1422 = =11 + 0-2 + 1-22 + 0-23
r+23 = 0-1 + 1.2 + 0-22 + 1-23

tapahtuu siirto kannasta U’ kantaan U matriisilla

Titen kysytty siirtomatriisi kannasta
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Esimerkiksi polynomin p(z) := a + bz + cz? 4 dz® koordinaatit kannassa U’ ovat

10 1 0 a a+c
11 -1 =1|[b] |[-a+b-—c—d
00 1 0 c| c
00 0 1 d d

ja itse polynomi
px)=(a+c)(1+2)+ (—a+b—c—d)x+c@*—1)+d*+ ).
Tehtiva 17.1.4 Muodosta siirtomatriisi kannasta

U= {l+z, 1—z, 2*+2}

kantaan

U ={1,2° 2}
avaruudessa P,. Pidid kantojen jérjestys!
Ratkaisu sivulla 242.

Tehtiva 17.1.5 Olkoon p polynomi, jonka koordinaatit Tehtdvin 17.1.4 kannassa
U = {1+x,1—z,2°+x} ovat (2 —1 1)T. Miki polynomi on kyseessi (luonnolli-
sessa kannassa) ja mitkd ovat sen koordinaatit kannassa U’?

Ratkaisu sivulla 242.

Tehtava 17.1.6 Kannanvaihtolause 17.1.1 on itse asiassa erikoistapaus lineaari-
kuvauksen Matriisiesityslauseesta 16.2.4. Miten kannanvaihtolause tulee perus-
telluksi olettaen, ettd matriisiesityslause on todistettu?

Ratkaisu sivulla 242.
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17.2 Kannanvaihto avaruudessa R"

Seuraus 17.2.1 Olkoot joukot U = {uy,...,u,}jaV = {vy,...,v,} avaruu-
den R™ kantoja. Muodostetaan niistd matriisit

Av=(ur -+ wy), Ay =(vi -+ ).

Silloin siirto kannasta U kantaan V' tapahtuu matriisilla S := A‘_/IAU. Laajenne-
tun matriisin (Ay | Ay) redusoitu porrasmuoto on (I | S).

Todistus. Olkoon E = {ey,...,e,} avaruuden R" luonnollinen kanta. Matriisi
Ay on siirto kannasta U kantaan F, silld kun merkitiin

Uyp U2 -+ Ulp

U1 U2 -+ U2p
AU == (uij)nxn ==

Up1 Up2 - Upn

on kantavektoreilla u; kannassa F esitykset

u; = upe; + Uy + -+ uUpi€n
Uy = Up9€; + Uxp€s + -+ + Up€e,
u, = Up€r + Up€ + - + Uy€y

Vastaavasti Ay on siirto kannasta V' kantaan F ja A‘_/1 siirto kannasta £ kantaan
V. Yhdistetty kuvaus matriisinaan S := A;IAU on silloin siirto kannasta U kan-
taan V' luonnollisen kannan kautta. O

Esimerkki 17.2.2 Olkoot avaruuden R? joukkojen U ja V alkioista sarakkeittain
muodostetut matriisit

101 01 1
Ap=(11 0] ja Ay=[2 0 -1
010 11 0

Olkoot erd#n vektorin x € R? koordinaatit kannassa U (a b ¢)”. Laske vektorin x
koordinaatit kannassa V' ja tarkasta, etti molemmissa tapauksissa on kyse samasta
avaruuden R? vektorista.

Ratkaisu. Koska det(Ay) = 1 # 0ja det(Ay) = 1 # 0, ovat joukot U ja V kan-
toja. Vektorin koordinaatit kannassa U muuntuvat kannan V' koordinaateiksi ker-
tomalla siirtomatriisilla S := A(,lAU, joka lasketaan esimerkiksi Gauss-Jordanin
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reduktiolla:
01 11101 1 00 | 2 0 1
20 -1 | 110~[010] -2 1 -1
11 0] 010 0 0 1 | 3 -1 2

Koordinaatit kannassa V' ovat silloin

2 0 1 a 2a 4+ ¢
Xy =Sxy=| —2 1 -1 bl=| -2a+b—c
3 —1 2 c 3a—0b+2c

Lasketaan vield koordinaatit luonnollisessa kannassa:

1 01 a a-+c
X = AUXU: 1 10 b= a+b
01 0 c
0 1 2a+c a+c
x = Ayxy=1[2 0 —1 —2a+b—cl=|a+b
11 0 3a — b+ 2c b
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Tehtdva 17.1.4: Esityksistd

l1+2 = 1-1 + 0-2z + 122
l-z = 1-1 + 0.2 + (-1)-2?
r+2> = 0-1 + 1-2 + 122

saadaan Lauseen 17.1.1 mukaan (transponoimalla oikean puolen kerroinmatriisi)

S:

[ e

10
01
-1 1
Tehtivd 17.1.5 : Koska py = (2 —1 3)7, polynomi on luonnollisessa kannassa
{1,z,2°}
p(z) = 2(142) — (1-z) + 3(a*+2) = 1 + 6z + 32%.

Tehtidvassd 17.1.4 lasketun siirtomatriisin avulla saadaan koordinaatit kannassa
U ={1,z% z}:

I 10 2 1
Pur = SpU =0 01 —-1]1=13
1 -11 3 6

Tarkastus: Saadaanko sama kuin luonnollisessa kannassa? Kyll4,

p(r)=1-1+3-22+6-2 =1+ 62 + 32°.

Tehtdvid 17.1.6 : Valitaan yleisessd Matriisiesityslauseessa 16.2.4 lineaarikuvauk-
seksi identtinen kuvaus L : V' — V, L(u) := u, jolloin l&htépuolen kannan ku-
vat ovat itse ldhtopuolen kantavektorit, ja kun ne esitetdin maalipuolen kannassa,
saatava identtisen kuvauksen matriisi onkin haluttu siirtomatriisi!
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18 SISATULOAVARUUS

Avaruuden R" luonnollinen kanta {ey, ..., e,} on monessa suhteessa ihanteelli-
nen: mm.

1) vektorit ovat yksikon pituisia,
2) vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Molemmat ominaisuudet voidaan karakterisoida vektorien pistetulon avulla: e; -
e, = lkaikillat =1,2,3,...,njae; - e; = 0 kaikilla i # j.

Monissa muissakin lineaariavaruuksissa voidaan méiiritelld sen lineaarisen raken-
teen kanssa sopusoinnussa oleva vektorien vilinen laskutoimitus, jolla on samoja
piirteitd kuin avaruuden R" pistetulolla. Kun tillainen sisdtulo on loydetty, voi-
daan avaruuden vektoreille méiritelld pituus (normi) ja tarkastella vektorien véli-
sid relaatioita, esimerkiksi kohtisuoruutta (ortogonaalisuutta).

Lopulta jokaiseen ddrellisulotteiseen sisdtuloavaruuteen voidaan konstruoida kan-
ta, jonka alkiot ovat yksikon pituisia ja kohtisuorassa toisiaan vastaan.

18.1 Sisatulon maaritelma
Mairitelma 18.1.1 Olkoon V reaalikertoiminen lineaariavaruus. Skalaariarvoi-

nen kuvaus (,) : VxV — R on sisdtulo (inner product), jos kaikilla o, § € R
sekd u, v jaw € V on voimassa ehdot

(i) (u,u) > 0jalisdksi: (u, u) = 0 jos ja vain jos u = 0,
(i) (u,v) = (v,u),
(iii) (ou+ pv,w) = a(u,w) + 3 (v,w).

Sisitulolla varustettu lineaariavaruus, siis nelikko (V. +,-,(,)), on sisdtuloava-
ruus.

Lause 18.1.2 Olkoon V sisidtuloavaruus. Méadritelmén 18.1.1 ehto (iii) on yhtépi-
tdvéd kahden ehdon (iii’) kanssa:

(") (u+v,w) = {(u,w)+ (v,w),

(ou,v) = a(u,v).
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Todistus. Olkoon (iii) voimassa. Ensimmaéiinen ehto saadaan valitsemalla o =
( = 1, toinen ehto tempulla
(au,v) = (au+0u,v) = a(u,v) +0(u,v) = a(u,v).
Kééntden, jos ehdot (iii’) ovat voimassa, on
(cu+ Bv,w) = (au,w) + (fv,w) = a (u,w) + F(v,w).
(I

Lause 18.1.3 Reaalikertoimisessa sisdtuloavaruudessa (V, +, -, (,)) on voimassa
kaikilla o, # € R ja kaikillau, v, w € V:

Todistus. Kohdat a) — c) seuraavat sisdtulon vaihdannaisuutta kiyttden Lauseesta
18.1.2. Kohta d): (u,0) = (u,0u) = 0(u,u) =0.0

Esimerkki 18.1.4 Reaalilukujen kertolasku on sisdtulo (todista!). Lineaariava-
ruudessa R™ vektorien skalaari- eli pistetulo

xy)=xy=x"y =) zy
i=1

toteuttaa sisdtulon vaatimukset (todista!).

Itse asiassa jokaiseen reaaliseen dérellisulotteiseen lineaariavaruuteen saadaan tie-
tyn kiinnitetyn kannan avulla sisétulo.

Lause 18.1.5 Olkoon V reaalikertoiminen lineaariavaruus ja olkoon vektorijouk-
ko U := {uy,...,u,} sen jokin kanta. Merkitéin edelleenkin vektorin v koordi-
naattivektoria kannassa U symbolilla vi; € R™. Avaruuden R" pistetulon avulla
madritelty vektorien laskutoimitus

<U., V> =Uy - Vy

on sisétulo.
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Todistus. Olkoot
u=xu; +- -+, V=yU +- -+ YyU,.

(i) Reaalisuuden perusteella

Selvistikin (0,0) = 0. Jos (u,u) = 0, on z3, = 0 kaikilla k = 1, 2, .. ., n, ja siten
u=_0.

(i1) Vaihdannaisuus seuraa pistetulon vaihdannaisuudesta.
(iii) Helposti ndhddin, ettd (cu + 5v)y = auy + Bvy, joten
(aqu+pv,w) = (au+fv)y-wy = (auy + fvy) - wy
= a(uy -wy)+ S(vy - wy)
= a(u,w)+3(v,w).
O

Esimerkki 18.1.6 Viililli [a, b] jatkuvien funktioiden reaalikertoiminen lineaaria-
varuus C([a, b], R) on sisdtuloavaruus, kun médritellddn nk. integraalisiscitulo

mm:/Jmem

(harjoitustehtivé). Avaruuteen C([a, b], R) syntyy eris sisdtulo myos kéyttien pai-
nofunktiona jotakin jatkuvaa aidosti positiivista kuvausta w : [a, b] — R:

b
b= [ F@lglaola) o
Esimerkki 18.1.7 Lasketaan “auki” sisdtulot
a) (u+v,u—v),
b) (2u — v, 3v + 4u + w).
Ratkaisut. Médritelmén ja laskusédidntdjen mukaan
(u+v,u—v) = (w,u—v)+(v,u—v)
(u,u) + (—1) (u,v) + (v,u) — (v, v)
= (u,u) — (v,v)

2u—v,3v+4du+w) = (Q2u3dv+4du+w)— (v,3v+4u+w)
= (2u,3v) + (2u,4u) + (2u, w)
—(v,3v) — (v, 4u) — (v, w)
= 8(u,u) —3(v,v)+2(u,v)+2(u,w)— (v,w).
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18.2 Normi ja metriikka

Maiiéritelmi 18.2.1 Olkoon (V, 4+, -, (, )) reaalikertoiminen sisituloavaruus.
a) Kuvaus || || : V — R,

[ul] = v/ (u, w),

on normi. Ei-negatiivista lukua ||u|| sanotaan vektorin u normiksi tai pituudeksi.
Vektori u € V' on yksikkévektori (unit vector), jos ||ul| = 1.

b) Kuvaus d : VxV — R,
d(u,v) = Hll— VH )

on metriikka (tai etdisyys). Ei-negatiivinen luku d(u, v) on vektorien u ja v vili-
nen etdisyys (distance).

On syytd heti huomauttaa, ettd lineaariavaruudessa voi olla muitakin normin vaa-
timukset tdyttdvid kuvauksia, joita voidaan myos kutsua normeiksi. Samassa jou-
kossa voi olla hyvinkin erilaisia normeja, ks. Tehtdvi 18.3.4.

Tehtiva 18.2.2 Esiti seuraavat sisédtulot normien avulla (jos mahdollista):
a) (ut+v,u—v),

b) (2u — v,3v +4u+ w).

Ratkaisu sivulla 252.

Tehtévi 18.2.3 IImaise ||2u — 3v|| vektorien u ja v sisétulojen avulla.

Ratkaisu sivulla 252.

Tehtévi 18.2.4 Laske avaruudessa C([1,2],R) (f, g),

1 jallgll, kun

Ratkaisu sivulla 252.

Lause 18.2.5 (Schwarzin epdyhtild). Sisdtuloavaruudessa V' pitee kaikilla u,
veV
[ (u, v) [ < [all [[v]-

Lisdksi: | (u, v) | = ||u|| ||v|| jos ja vain jos u ja v ovat lineaarisesti riippuvia (ts.
on olemassa ¢ € R, jolle u = cv tai v = cu).
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Todistus. Jos ||v|| = 0, on v = 0, ja asia on selvd. Olkoon ||v|| > 0. Jokaisella
a € R on voimassa epdyhtilo

0<|u—av]® = (u—av,u—av) = (u,u) —2a(u,v)+a®(v,v)
= [Iv[*a® = 2(u,v)a + |uf”.

Tilla muuttujan o ylospiin aukeavalla paraabelilla on siis enintdédn yksi reaalinen
nollakohta, joten sen diskriminantti

D=4 (u,v)" —4|ul*|v]* <0.

Mutta
2 2 2
4(u,v)" =4[u]|" v <0 <= [(u,v)| < [u] [Iv]-

Jos u = 0 tai v = 0, on jidlkimmaéinen viite selvésti tosi.

Olkoot siis u,v € V' \ {0}. Jos u = av, on paraabelilla (tasan yksi) nollakohta,
joten D = 0 jasiis | (u,v) | = ||ul| [|v]|

Olkoon lopuksi | (u,v) | = |Jul| [[v]]. Silloin paraabelilla on jokin nollakohta c
jasiten u = apv. O

Tehtiava 18.2.6 Osoita, ettid sisdtuloavaruudessa
2 2
a) [(2u+3v,u—2v)| < 2|l +6|v|"+ [[uf [|v],
b) |(2u—3v,3u—v)[ < 9[lu—v|®+3u*+6|v]*+9|(u,v)].
Ratkaisu sivulla 252.

Lause 18.2.7 Sisidtuloavaruuden V' normille pitee kaikilla o € R ja kaikilla u,
velV:

a) ||u|l > 0, jalisdksi: ||u|| = 0 jos ja vain joss u = 0,
b) [l = |af[ul,

¢) [fu+ v < ffulf+]v],

@) [l = vil| < fhu+ vl

Todistus. Kohta a) seuraa Médritelmistd 18.1.1 (1) ja 18.2.1.

My®os kohta b) seuraa normin médritelmasti:

lou]| = v/{au, au) = v/o? (u,u) = |of [[u].
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Kohta c¢): Kiyttden Schwarzin epdyhtdlod saadaan

Ju+v|? (u+v,u+v)=(uu)+2(u,v)+ (v,v)

_ 2 2 2
< [ull” + 2{fuf[f[vi[ + [Iv]" = (fall + [Iv])~,

josta positiivisuuden nojalla |ju + v|| < ||u|| + ||v]|
Kohta d) harjoitustehtiva. O

Ehtoja c) ja d) sanotaan kolmioepdyhtdloiksi (triangle inequality ).
Tehtiva 18.2.8 Osoita, ettd sisdtuloavaruudessa
a) |3u—4v]| <3flu—v| + vl
b) [|3u—4v|| > |4[ju—v| — [[u]|.
Ratkaisu sivulla 253.
Lause 18.2.9 Normin madrdaamille metriikalle pétee kaikilla u, v, w:

a) d(u,v) > 0jalisiksi: d(u,v) =0 <= u =y,
B3) d(u,v) =d(v,u),

7)) d(u,w) < d(u,v) +d(v,w).

Todistus. Harjoitustehtdvid. O

249

Esimerkki 18.2.10 Avaruudessa R" sisétulo (pistetulo) médridd vektorin x eukli-

disen (tai pythagoralaisen) pituuden

1
n 2
Il = VT = (z )
k=1

seki pisteiden x ja y vilisen etdisyyden

Ix -yl = (Zm —yk>2> .

k=1

Pisteiden x := (312 —4)T jay := (130 2)7 etiisyys on

Ix =yl = VB =124+ (1 =324 (2—0)2 + (=4 — 2)2 = 4/3.
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Esimerkki 18.2.11 Sisédtuloavaruuden vektori u # 0 voidaan normittaa, so.
muodostaa vektorin u suuntainen yksikkovektori
1
w = —u.
[l

Esimerkki 18.2.12 Midritd vakio o € R niin, ettd funktio arsin on yksikkovek-
tori avaruudessa C([—, 7], R). Tdssé on siis sisdtulona vilin [—, 7] integraalisi-
situlo, ks. Esimerkki 18.1.6.

Ratkaisu. Funktion f € C([—m, 7], R) normille on voimassa

™

112 =, f) = / (f(2))? de,

—T

joten
s 1 ™
|[sin||* = / sin?z dr = 5/ (1 —cos2z)dr = .
Valitaan o := NG (tai v := ﬁ)' Silloin

Vr=1.

levsin][ = [e [|sin]| =

I
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18.3 Metrinen avaruus ja normiavaruus

Metriikkoja voidaan késitelld missd tahansa joukossa, mutta normi on mielekés
vain algebrallisissa struktuureissa kuten lineaariavaruus.

Mairitelmé 18.3.1 Olkoon X epityhji joukko. Pari (X, d) on metrinen avaruus
ja kuvaus d : X xX — R on metriikka, jos d toteuttaa (jo Lauseessa 18.2.9
esiintyneet) ehdot o) — ):

a) d(u,v) > 0jalisiksi: d(u,v) =0 <= u=v,
B) d(u,v) = d(v,u),
) du,w) <d(u,v)+d(v,w).

Mairitelmé 18.3.2 Olkoon V reaalinen lineaariavaruus. Pari (V|| ||) on normia-
varuus ja kuvaus || | : V' — R on normi, jos se tiyttdd (Lauseen 18.2.7) ehdot a)
—C).

a) ||lul| > 0, jalisdksi: |Ju| = 0 jos ja vain joss u = 0,
b) [l = faf [uf,
¢) [lu+ vl <Juf +]v].

Tehtivia 18.3.3 Osoita, ettd ehtojen b) ja ¢) ollessa voimassa ehto a) voidaan kor-
vata ehdolla

a’) ||lu =0 <= u=0.
Ratkaisu sivulla 253.

Tehtiva 18.3.4 Keksi erilaisia normeja tasossa.
Ratkaisu sivulla 253.



18.4 Ratkaisuja tehtaviin
Tehtdva 18.2.2 : Esimerkkid 18.1.7 jatkaen:
(wtv,u—v)=(uu) —(v,v) = [ul” —[v|]
Qu—v,3v+4du+w) = 8(u,u)—3(v,v)+2(u,v)+2(u,w)—(v,w)
= 8l[ul® = 3[IvI* + 2 (u,v) + 2 {u, W) — (v, w).

Tehtdvd 18.2.3 : Normin mééritelmén ja sisdtulon laskusdéintojen avulla:

[2u—3v|® = (2u—3v,2u—3v) =4 (u,u) —6(u,v) —6(v,u) + 9 (v,v)
= 4{(u,u) —12{(u,v) +9(v,v)

ja siten

12u — 3v|| = /4 (w,u) — 12 (u,v) + 9 (v, V).

Tehtdava 18.2.4 : Miiritelmien mukaan

H%M

(f,9) = 1ff(t)g(t
2

1717 = (5.0 = J e =1, joten |17 = VA7) =1
2

ol = {9.0) = [ e =}, joten llgl = /g9 = \/3 =2

~—

d(t)=[1-}dt =In2.

—~

Tehtdva 18.2.6 a) Normeilla ilmaistuna
(2u+3v,u—2v) = 2|ul]* — 6 |[v|* — (u,v),
joten reaalilukujen kolmioepéyhtéldd ja Schwarzin epéayhtalod kiyttden

[u+3viu—2v)| = 2]ul* =6]v|*— (u,v)|
2 2
< 2"+ 6 [|v]]” 4 [ (u, v) |
2 2
< 2uP+ 6"+ [[al {v]-
b) Jirjestetddn tarvittava erotus ja lasketaan aluksi:

2u—3v,3u—v) = (Bu—v)—u,3(u—v)+2v)
= 9fu—v|*=3[ul* —6[v]* +7 (u,v).
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Reaalilukujen kolmioepédyhtilod kiyttien
[(2u—3v.3u—v)| = [9]u—v|[]" =3l =6]v]|*+7(uv)|

9 [[u+v|* +3ul* + 6 [[v]* + 7/ (u,v) |
2 2 2
Iffu+ v+ 3" + 6 [v]]" + 9] (u,v)|

IA A

Tehtivi 18.2.8 : Sopivasti ryhmitellen: a) 3u — 4v = 3(u — v) — v, joten kolmio-
epdyhtidlod kidyttaen

[3u—4v]| < 3flu—v[ +[v].
b) Toista kolmioepdyhtilod (Lause 18.2.7 d) kidyttden

4fju = v = [lul] ‘ < ‘ [4(a = v)[| = [|=ul[ | < [4(a = v) —uf = [|3u - 4v]|.
Tehtdvid 18.3.3 : Pitiisi siis osoittaa, ettd |[|[u|| > 0. Mutta Méiritelmén 18.3.2
ehdon ¢) mukaan:
0 = glu+ ()l <3lull+3/-ull=3lul+3/-1ful

= gl + 5l = [[u].

Tehtivi 18.3.4 : Olkoon x = (1 )7

a) Tavallinen (standardi) normi (eli ”vektorin kérjen etdisyys alkupisteestd™) on jo
tuttu:
Ixlly = 3/« + 3.
b) ”Taksiautonormi’” méiritellddn ndin
[l = far] + [l
c¢) Edelleen nk. maksiminormi:
1%l := max (1], |2]) -
Lukijan huoleksi jatetddn normin miiritelmin ehtojen tarkastus kohdissa b) ja c).
Huomautus 18.4.1 Ylla olevat normit saadaan yleisestd p-normista
. 1/
1, = (1" + [2f") 7,

miké médrittelee normin arvoilla p > 1. Miten saadaan ||x|| _ ?



19 ORTOGONAALISET JOUKOT
— PROJEKTIOT

Tarkastellaan vektorien vélisid kulmia ja kohtisuoruutta, mééritelldsin ortonormaa-
li vektorijoukko ja vektorin projektiot aliavaruuteen.

19.1 Kulman méirittely

Olkoot x ja y tason vektoreita kuten Kuvassa 27.

D ¢

\
|
W=/ frommm y
|
|
|

Kuva 27: Vektoreiden vilinen kulma

Lasketaan koordinaattien avulla niiden vélinen kulma Z(x,y).

0 = a—p
cosf = cos(a— f3) = cosacosf+ sinasin 3
_ 1w T2 Y2 _ TiitTayp Xy
1=l vl il llyll Iyl Ayl
_ xy)
1= [yl

Kun muistetaan, etti Schwarzin epdyhtdlon mukaan sisidtuloavaruuden nollasta
poikkeaville vektoreille pitee

e fwv)

=l vl =

paastddn myos aksiomaattisessa sisdtuloavaruudessa késiksi kulmiin.
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Miiritelmé 19.1.1 Olkoon V reaalinen sisidtuloavaruus.

a) Kahden vektorin u, v € V' \ {0} vdlinen kulma (angle) on se vilin [0, 7] luku
0, jolle

(u,v) (u,v)

eli 6 =arccos

cosf = )
[ull v [all vl

Vektorien vilistd kulmaa merkitdidn § = Z(u, v).

b) Vektorit u ja v ovat ortogonaalisia eli kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos
(u,v) = 0. Kohtisuoruutta merkitdén u L v.

Huomautus 19.1.2 a) Kaikillau € V onu L 0.

b) Olkoot u, v € V nollasta poikkeavia vektoreita. Vektorit u ja v ovat
1) samansuuntaisia jos ja vain jos Z(u,v) = 0,
2) ortogonaalisia jos ja vain jos Z(u,v) = 7,
3) vastakkaissuuntaisia jos ja vain jos Z(u, v) = 7.

¢) Yksikkovektoreille on Z(u, v) = arc cos (u, v).

Lause 19.1.3 Olkoon V sisdtuloavaruus ja vy, va, ..., v € V.

a)JosueVijaul vi,ul vy, ..,ul vy, sekd aj, as, ..., ap € R, niin

u L (vy + agve + -+ - 4+ ag ).

b) Jos v; L v; kaikilla ¢ # 7, niin (ks. Kuva 28)

v+ ve vl = vl vl e el

Todistus. a) Koska (u, v;) = 0 kaikilla , on sisdtulon lineaarisuuden (yleistyksen)
nojalla

(W, a1 vy + -+ apvg) = a1 (u, vq) + - + ag (u, vg) = 0.
b) Kahden vektorin tapaus: Jos v; L vy, niin (vy,vo) =0 ja

|vi + V2||2 = (Vi + vy, Vi + Vo)
= <V17‘2/1> +2 <‘2/17V2> + <V27V2>
= |[vall" + [Iv2l-

Yleinen tapaus: harjoitustehtdava. O
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Kuva 28: Pythagoraan lauseen yleistyksid

Esimerkki 19.1.4 a) Avaruuden R" luonnollisen kannan vektorit ovat ortogonaa-
lisia yksikkovektoreita.

b) Tasovektorit (a b)” ja (—b a)T ovat ortogonaalisia.

c) Eris vektoreiden x = (27 29 23)7 jay = (y1 y2 y3)! kanssa ortogonaali-
nen vektori on ndiden ristitulo eli vektoritulo z = x XYy, jonka koordinaatit ovat
formaalin determinantin 1. rivin kofaktorit:

€ € €3 To2lY3z — T3Y2
Z=XXy=|21 Ty x3|=|—(r1y35 — $3y1)
Yy Y2 Y3 T1Y2 — T2Y1

Esimerkki 19.1.5 a) Avaruuden C([—m, 7|, R) funktiot sin ja cos ovat ortogonaa-
lisia, silld

s 1 ™
(sin, cos) = / sinx cosz dr = 5/ sin 2z dz = 0.
b) Funktiot f, g € C([-1,1],R), f(z) := x, g(z) := €", ovat painofunktion
x +— e~ suhteen méadritellyn sisdtulon suhteen ortogonaalisia, silld

1

(f.g) = /_ 11 F@)g(x)e du = /_ e dy = 0.

1
Tehtiivid 19.1.6 Mitkd vektorit ovat kohtisuorassa kahta vektoria (1 2 3)7 ja

(2 =2 1)T vastaan?
Ratkaisu sivulla 266.

Tehtévé 19.1.7 Missi lineaariavaruuksissa C([a, b], R) ovat funktiot f, f(x) :=
1/z,ja g, g(x) := Inz, ortogonaalisia?
Ratkaisu sivulla 266.
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19.2 Ortogonaalinen joukko — ortonormaalisuus

Miaéritelmi 19.2.1 Sisdtuloavaruuden V' osajoukko A on ortogonaalinen, jos
u L v kaikilla u, v € A, u # v. Jos A on ortogonaalinen ja ||u| = 1 kai-
killa u € A, niin A on ortonormaali tai ortonormitettu joukko.

Lause 19.2.2 Sisdtuloavaruuden ortogonaalinen vektorijoukko U on lineaarisesti
riippumaton jos ja vain jos 0 ¢ U. Erityisesti ortonormaali joukko on lineaarisesti
riippumaton.

Todistus. 1) Jos 0 € U, on U lineaarisesti riippuva.

2) Oletetaan, ettd 0 ¢ U. Olkoot oy, € R jauy € U sellaisia, ettéd

n
E apup — 0.
k=1

Lauseen 18.1.3 d), sisdtulon lineaarisuuden ja ortogonaalisuuden nojalla on kai-
killai=1,2,3,...,n

n

n
0= <u Zakuk> = o (W, wg) = 0wy, w) = g |
k=1

k=1
Koska mikiin vektoreista u; ei ole 0, on oltava o; = O kaikillaz = 1,2,... ,n. O
Seuraus 19.2.3 Olkoon FE = {ey, s, ..., e} sisdtuloavaruuden ortonormaali os-

ajoukko. Jos u = Zle a;€e;, missd «; € R, niin kaikilla 7 = 1,2,3,...,k on
a; = (u,e;).

Todistus. Ks. Lauseen 19.2.2 todistus. O

Tehtiivii 19.2.4 Osoita ortogonaaliseksi avaruuden R* vektorijoukko

3 -1 3

-2 3 3

U= L' =3'|7
3 4 0

ja normalisoi se ortonormaaliksi joukoksi U°. Siilyti vektorien jirjestys.
Ratkaisu sivulla 266.

Tehtiva 19.2.5 Testaa Seurausta 19.2.3 Tehtdvissi 19.2.4 lasketulla ortonormaa-
lilla joukolla U° ja vektorilla u, jonka koordinaatit kannassa U° ovat (1 2 3)7.
Ratkaisu sivulla 266.



258 19 ORTOGONAALISET JOUKOT - PROJEKTIOT

19.3 Projektiot

Mairitelmé 19.3.1 Olkoon V sisituloavaruus jav € V' \ {0}.

a) Vektorin u € V ortogonaaliprojektio vektorille v on vektori (sanotaankin myos
vektoriprojektioksi)
— <u7 VZ> v — <u7 V> V0

[Iv]] Il

ja skalaariprojektio on luku (ks, kuva 29)

Uy

V':

Kuva 29: Projektio ja ortogonaalikomponentti

b) Vektorin u € V' ortogonaalikomponentti vektorille v on vektori

Huomautus 19.3.2 Ortogonaalikomponentti on kohtisuorassa vektoria v (ja siis
my0s projektiota) vastaan, silld

u,v
(u)y,v) = (u,v) — < 2> (v,v) =0.
[v]]
Projektiot lausuttuina kulman avulla:
e =l 2o cos (Z(u, v)) v
v = ——v° = cos , V)V
[l [Iv]]

uy = ||ullcos(Z(u,v)).
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Kyseessihidn on vektorin hajottaminen kohtisuoriin komponentteihin
u=1uy+uy,
joista toinen on annetun vektorin suuntaisella origon kautta kulkevalla suoralla.

Esimerkki 19.3.3 Vektorin u := (0 1)” projektiot vektorille v := (=1 —1)7 ovat

W) 20040
- (-4

Skalaariprojektio u, = —/2/2.

v =

Esimerkki 19.3.4 Avaruuden C([0, 7/2], R) funktioiden sin ja cos vilinen kulma
integraalisisdtulon suhteen on (vrt. Esimerkki 19.1.5)

1

_ sin, cos _ 5 _
0= arccosm = arccosﬁ = arccos% ~ 0,88
silld
2 bl
(sin, cos) = /0 sinxcosxdx:/o %SiﬂZ[Bd.ﬁE:;ll-i-%:%,

(VB

3
Hsin||2 = /0 sin2mdac:/0 %(1—0082x)dx:§,

[ME]

2 o g 2 d— 1 -2 d—7r T
||lcos||” = i cos” xdr = i (1—-sin“z)de =% -7 =1,

Edelleen vektoriprojektiot

; 1
COSsin = <C|](;Si’—nsﬂlgl> sin = 2 sin = 2sin
4
COS| ¢n = COS —% sin .

Tehtdva 19.3.5 Osoita, ettd avaruudessa R" vektorien projektiot vektorille v saa-
daan myos kertomalla niitd vasemmalta nk. projektiomatriisilla

P, :=v(viv) vl

Ratkaisu sivulla 267.
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19.4 Projektiot aliavaruuksiin

Miiritelmia 19.4.1 Olkoon F = {ey, ..., e} sisdtuloavaruuden V' ortonormaali
osajoukko. Vektorin u € V' projektio aliavaruudelle [E] on vektori

Kuva 30: Projektio ortonormaalin joukon virittiméién aliavaruuteen

Lause 19.4.2 Madiritelmén 19.4.1 tilanteessa vektorin u projektio on avaruudes-
sa [E] ja ortogonaalikomponentti on kohtisuorassa jokaista vektoria e; vastaan.
Viritetyille aliavaruuksille pitee [ U {u}] = [E U {u g}].

Todistus. Vektorien e; lineaarikombinaationa ug € [E]. Kohtisuoruus seuraa
madritelmistd kdyttden Seurausta 19.2.3:

(uip,e;) = (u,e;) — (up,e;) = (u,e;) — (u,e;) = 0.
Viritetyt aliavaruudet samat: Merkitin o; := (u, e;), jolloin ug = 31| ae;.
1) Olkoon v € [E U {u}]. Silloin

k

k k
A= Zﬂiei + fu = Z Bie; + fug + fup = Z(ﬁz + a;08)e; + fug,
i=1 i=1

i=1
joten Vv € [E U {uJ_E}].
2) Olkoon w € [E U {u, g}|. Silloin

k k k

W= Z%’ei +tyulg = Z%’ei —Jug +yu= Z(% —a;yy)e; +u,
i=1 i=1 i=1

jotenw € [EU {u}]. O
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19.5 Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelma

Konstruoidaan aarellisulotteiseen sisidtuloavaruuteen ortonormaali kanta ldhtien
annetusta kannasta. Yksiulotteisessa avaruudessa riittdd normittaa yksi vektori.

Lause 19.5.1 Jokaisella vahintdin yksiulotteisella dédrellisulotteisella sisdtuloava-
ruudella on ortonormaaleja kantoja.

Todistus. Jokaisella ddrellisulotteisella vektoriavaruudella on kantoja ja miki
tahansa sisidtuloavaruuden direllinen kanta voidaan ortonormittaa mm. Gram-
Schmidtin menetelmalld (Kuvassa 31). O

Olkoon V' vihintddn kaksiulotteinen sisdtuloavaruus ja U =
{uy,...,u,} senjokin kanta. Merkitédin Uy, := {uy, ..., u;} kul-
lakin k& € [n]. Korvataan kannan U alkiot yksi kerrallaan ortogo-
naalisilla yksikkovektoreilla (katso Kuva 32).
Askel 1. Korvataan u; yksikkovektorilla:
u
e I—m v, E1 = {el}.
[ |

Askel 2. Korvataan u, sen normitetulla ortogonaalikomponentilla
aliavaruudelle [E}]:

P2 i=us — <U.2;el> €1, €= HE—2”7 Ey = {ebe?}'
2

Toistetaan arvoilla k = 3,4, ..., n:
Askel k. Korvataan uy, sen normitetulla ortogonaalikomponentilla
aliavaruudelle [Ej_4]:

k—1
p

Pr := u;— E <ukaei>eia €r = Hp—kH’ Ey = {el, cee ,ek}.
k

i=1

Kuva 31: Gram-Schmidtin algoritmi

Gram-Schmidtin menetelmin (Kuva 31) kussakin vaiheessa

1) px # 0, silld Ey_1 U {u,} on lineaarisesti riippumaton,
2) E), on ortonormaali ja [Ey] = [Uy] (Lause 19.4.2).

Lopuksi [E,] = [U,] = V.
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P , e
€; (ylospain)

Kuva 32: Ortogonalisointia

Esimerkki 19.5.2 Muodosta tasolle R? ortonormaali kanta, jonka toinen vektori
on suoran X = a + tv suuntainen.

Ratkaisu. On tietenkin oltava v # 0. Olkoon

1= = .
v Vvl 403\ V2

Tason kierrolla saatu vektori u := (—wv, v1)7 ei ole vektorin v suuntainen, joten
lasketaan sen avulla toinen vektori:

P2 = u—<u=e1>el=(_3f>—Hj||z<(_53)’<52>>(53)
- (0)-0)-C2)

e, — P2 1 (—02)
9 = = .
Ip2ll o242\ ©

Eris kelvollinen kanta on {e;, es}.

Tehtidva 19.5.3 Mitd muita ratkaisuja keksit Esimerkille 19.5.2?
Ratkaisu sivulla 267.

Esimerkki 19.5.4 Muodosta avaruudella R? ortonormaali kanta ldhtien kannasta
U, jonka vektorit ovat

=
|
[
s
(e}
|
—_
i
w
|
_ o O
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Ratkaisu. Todenna aluksi esimerkiksi determinantilla, ettd U on kanta. Gram-
Schmidtin menetelmé antaa ortonormaalin kannan {e;, e;, e3}:

0 1 1 1/V/3
T Tl vy ) T\
P2 = u2_<u27e1>e1
0 1/V3 1/V3
= [1]-((0 1 1)[1/V3 1/v3
1 1/v3 1/v/3
0 1/V/3 —~2/3
= [1]-F(uv3|=( 13
1 1/V/3 1/3
b ] —2/3 —2/?
e = —o = 1/3 )= 1/V6
= ‘/%4_%4_% 1/3 1/\/6
ps = uz— (us,e;)e; — (us,e)e;
0 1/v3 —2//6 0
= fo|-&(uvs]- & uvE|={-12
1 1/v/3 1/v/6 1/2
] 0 0
D3 12| = —1/v2

€3 = =
Ipall o228 12 V2

Esimerkki 19.5.5 Onko U := {1, z, 2%} ortogonaalinen avaruudessa C([—1, 1], R)?
Ratkaisu. Sisétulo on siis (p, ¢) = fjlp(x)q(x) dzx, joten

1
(l,z) = / 1-xdx =0
2 ! 2 2
(1,2%) = 1-z%de = =
_ 3
0

i
(x,2%) = /x-xde:

Joukko U ei siis ole ortogonaalinen.

Tehtiva 19.5.6 Ortogonalisoi Gram-Schmidtilla Esimerkin 19.5.5 joukko U =
{1, z, 2%} vilin [—1, 1] integraalisisitulon

@mzfpmwwx

1
suhteen. Ratkaisu sivulla 267.
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19.6 Sovellutuksia — pisteen etiisyys ...
suorasta

Pisteen b € R" etdisyys suorasta x(t) = a + tv voidaan méiritelld kaavalla
d(b,x) := min{||b —x(¢)|| |t € R},
mikd voitaisiin laskea analyysin keinoin. Nimittdin, kuvaus ¢ : R — R,
o(t) = Ib —x ()|,
on derivoituva, lim;_ 4, ¢(t) = oo ja silld on tasan yksi minimipiste.

Toisaalta on ilmeistd, ettd pisteen b etdisyys origon kautta kulkevasta suorasta
y = tv on yhtd kuin vektorin b vektorille v lasketun ortogonaalikomponentin
b,y =b — b, pituus d(b,y) = ||b.|-

Etdisyys mielivaltaiselle suoralle x(¢) = a + tv saadaan siirtimélld vektoria b ja
suoraa vakiolla —a, jolloin suora x — a kulkee origon kautta (ks. Kuva 33). Siis

d(b,x)=d(b—a,x—a)=|(b—a),|-

Kuva 33: Pisteen etdisyys suorasta

Tehtiivi 19.6.1 Laske pisteen (2 3 10)7 etiisyys
a) suorastay = ¢(1010)7,
b) suorastax = (0112)7 +#(1010).
Ratkaisu sivulla 268.

Tehtiivi 19.6.2 Osoita edellisten kaavojen nojalla, ettd pisteen (¢ o) etiisyys
suorasta ax + by + ¢ = 0 on

lazo + byo + |

Ratkaisu sivulla 269.
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tasosta

Pisteen b € R" etdisyys tasosta x(s,t) = a + su + tv lasketaan samalla tavalla
vektorin b — a ortogonaalikomponentin pituutena tasolle x — a. Télle tasolle olisi
kuitenkin ensin muodostettava esitys ortonormaalin kannan avulla, jotta voitaisiin
kayttaa Midritelmén 19.4.1 kaavoja.

Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd projisointi onnistuu taas projektiomatriisin avulla
(vrt. Tehtdava 19.3.5):

Lineaarisesti riippumattomat vektorit v; ja v, madridivit origon kautta kulkevan
tason ja matriisille V := (v; vy) (sarakkeinaan kyseiset vektorit) on 2 x 2-matriisi
VTV sidnnollinen (perustele!). On siis olemassa 1 X n-matriisi

Py = V(VIV)"ivT,

ja voitaisiin todistaa, ettd Py, kuvaa kaikki vektorit x € R™ ortogonaalisesti tasolle
[Vl s VQ] .

Tehtiivi 19.6.3 Laske pisteen (1 2 3)7T etiisyys tasosta
x=(0107"+52 -1 +¢324)7.
Ratkaisu sivulla 269.

Ortogonaalista projisointia aliavaruuteen havainnollistaa seuraava dynaaminen
kuvio:

Avaruusvektorin projisointi kahden vektorin virittiméain tasoon

(linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/OrtogProj32.htm



19.7 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtivi 19.1.6 : Olkoon (z y 2)T vektori, joka on ortogonaalinen annettujen vek-
torien kanssa, ts.

1 2
(z y 2)[2]=0ja(z v 2)| -2]=0.
3 1
Saamme yhtidloryhmén
x —4/3
r + 2y + 3z = o
{233—2y+ =0 Z—t 51/6,t€R.

Kysyttyjd vektoreita ovat siis kaikki t(—8 —5 6)7, ¢ € R.
Tehtidvi 19.1.7 : On loydettivi vilit [a, b], joilla

D f.g €C([a,b],R)

2) (f.9) = [, f@)g(x)dz = 0.

Voidaan jirkevyyden nimissi heti vaatia, ettd 0 < a < b. Silloin f, g € C([a, b], R)
ja

o) = [ roae= [ tmrar= /Loy

1 9 o 1
= 5((lnb) — (Ina)?) —§(lnb+lna)(lnb—lna).

Edelli asetetuilla ehdoilla timi on nolla tismélleen arvoillaln b+1lna = lnab =0
eli ab = 1. Sopivat vilit ovat siis muotoa [1/r, 7], missd r > 1.

Tehtdvd 19.2.4 : Nayti, ettd pareittain muodostetut pistetulot ovat nollia. Kerro ku-
kin vektori sen normin kédédnteisluvulla. Tuloksena pitéisi olla ortonormaali vekto-
rijoukko

3 -1 3

UY = -2 L 31 1 |8
Vsl 1 17v35 | =3 | vi2| 7

3 4 0

joka on tietenkin on virittiménsi aliavaruuden ortonormaali kanta.

Tehtidva 19.2.5 : Muodosta skalaarivektorin (1 2 3)” avulla lineaarikombinaatio
u Tehtdvin 19.2.4 ratkaisuvektoreista (sdilyté jirjestys!), ja laske pistetulot (u, v)
kaikilla v € U°. Niist pitiisi tulla alunperiiset koordinaatit 1, 2 ja 3.
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Tehtdva 19.3.5 : Dimensiotarkastelu varmistaa, ettd P, on nxn-matriisi. Koska

viv = ||v||2ja vlu = (v,u) = (u, v) ovat lukuja, on

T )—IVT

Pu=v(v'v v(viu) = (u,v)

u= = 5
vl

2

vl

Tehtdva 19.5.3 : Vaaditut ehdot toteuttavia kantoja ovat kaikki seuraavat:
{e17 62}7 {ela —82}, {_eh e2}7 {_e17 _e2}

Tehtdvd 19.5.6 : Olkoot Ry := 1, Ry(x) := z ja Re(x) := 2. Silloin

1
|Rol? = / 12 dr =2,

1

joten || Ro|| = v/2. Saadaan yksikkovektori Qq:
1 1 V2

= — Ry=—-1=-"".
IRl V2 2

Ortogonaalikomponentti S; = Ry — (Ry, Qo) Qo, missd

1
Si(z) = x—(/lx%id:v>-‘/7§:x

1
ISP = /d=

1

Qo(z)

jolloin ||.S;|| = 1/2/3. Saadaan toinen yksikkovektori Q):

1
Ql(x) - ||Sl||Sl<x> ﬂx B xT.

Ortogonaalikomponentti Sy = Ry — (Ry, Qo) Qo — (R2, Q1) @1, missi

1 1

SQ(Z’) = [E2_/ xQ\/Tidx\/?i_/ 172\/765Ed17'\/76x:"':$2—%
2 ' 2 1)\2 8
1922 = /1(33 A==

jolloin || S2|| = /8/45. Saadaan kolmas yksikkovektori Q:

Qo(x) = —=—Sy() = -+ = A0 1(322 — 1),
15|
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Naiin saatu ortonormaali kanta on

27027 2

{ﬁ oy Y10 (3 2_1)}-

Tehtivi 19.6.1 : a) Merkitidny = tv =¢(1 01 0)T jad(b,y) = ||bL||. Nyt

)
N’ /1
3 0
1 1 1 %
(b,v) 0 0/ 10 0
bv = VvV = =
[[v2]] 2 1 5
0 0
b,y = b—b, = e =]
2 2
0 0 0
joten
V/38

2
b) Merkitddn x = a + tv jad(b,x) = [[(b — a) . v||. Merkitdin myds

2 0 2
3 1 2
ci=b-a=|,1=1,[=] ¢
0 2 -2
jolloin d(b, x) = ||c.v||. Nyt
N’ /1
2 0
0 1 1 1 1
<C7V> —2 0 0 210 0
CV ey VvV = = — =
||v2]] 2 1 211 1
0 0 0
2 1 1
_ B _ 2 B 0 _ 2
Cly = C—Cy = 0 L=
—2 0 -2

joten d(b,x) = [|(b —a)1v|| = VI +4+1+4=V10.
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Tehtdvid 19.6.2 : Muodostetaan suoralle by = —ax — c parametriesitys, vaikkapa
x=t,y= —at/b— c/b, t € R. Valitaan vektorit

b () () v (L) e

Silloin hieman tyo6lédalld laskulla (ks. Maple-lasku)

(axo + byo + ¢)?

2 2
d(b,x)"=[(b—a)uy[|"=...= —5-75

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tydarkkiin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Teht1962.mws

Tehtdvd 19.6.3 : Merkitdéin b = (123)7,a := (01 0)",v; = (2 -11)7 ja
vy = (32 4)T. Nyt etdisyys on vektorin b etdisyys tasosta x = a + sv; + tvy on
sama kuin vektorin ¢ := b — a ortogonaalikomponentin pituus projisoitaessa se
aliavaruuteen [vy, vo).

Vektorimatriisi ja projektiomatriisi ovat (laske lépi!)

37 =3 21

2 3 55 55
_ | _ : _ T\Y-IyT o | =3 1m0 7
V= 1 2 ja Pv=V(V'V)"' Vi =| 7§ 5% 5
1 4 2L 7 61
55 22 110
Projektiovektori cy ja ortogonaalikomponentti c v ovat

17 =6

1 11

16 -5

CV:P\/C: TR E Clv=C—Cy = 11

26 e

11 11

Sen pituus, eli kysytty etdisyys, on v/110/11 ~ 0.953.



20  ORTONORMAALIT KANNAT
JA MATRIISIT

20.1 Ortonormaali kanta

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin ortonormaalien kantojen erityispiirteitd; mm.
vektorien sisdtulo ja normi voidaan laskea suoraa koordinaattien avulla; timin
sanoo Parsevalin lause (Marc-Antoine Parseval des Chénes, Ranska, 1755-1836).
Liséksi tutkitaan matriisien ortogonaalisuutta.

Lause 20.1.1 (Parsevalin lause). Olkoon F = {ey,...,e,} sisdtuloavaruuden V/
ortonormaali kanta.

a) Vektorin u € V koordinaatit saadaan sisétulon avulla:

n

u= Z (u, eg) ey.

k=1

b) Vektorienu, v € V,u =Y ,_ xxer, Vv =D, Y€y, sisitulo saadaan koor-
dinaattien avulla:

<u7 V> = Z TrYk-
k=1

Erikoisesti vektorin u normille pitee

n

lul* = (w,u) = i

k=1

Todistus. a) Ks. Seuraus 19.2.3.

b) Kohdan a) mukaan (u, e;) = x, joten

(u,v) = <U>Zykek> = Z?/k (u,ex) = Zykfﬂk
k=1 k=1 k=1

O

Tehtiivi 20.1.2 Laske vektorin x = (2 3 4)7 koordinaatit Esimerkin 19.5.4 kan-
nassa £ = {e;, e, e3}:

F =

Ratkaisu sivulla 274.
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Tehtévi 20.1.3 Olkoon {eq, e, e3} ortonormaali kanta kuten Esimerkissd 19.5.4
ja Tehtdvissd 20.1.2. Laske vektorien

u = 291—7e2+%e3
v = 3e; —e;—e;3

sisdtulo. Ratkaisu sivulla 274.

Esimerkki 20.1.4 Lasketaan Parsevalin lauseen avulla

I::/ (44 5sinz —6cosx)(2 — Tsinz + 2cosx) dx.

—T

Avaruuden C([—m, 7], R) osajoukko S := {1, cos,sin} on ortogonaalinen inte-
graalisisdtulon suhteen, silld

(1, cos) = /7T cosxdr =0, (1,sin) = /7T sinxdr =0
ja (cos, sin) = 0 (ks. Esimerkki 19.1.5). Edelleen
| = /ﬂ | dz = 27,
Esimerkin 18.2.12 mukaan ||sin||> = 7 ja siten

HCOSH2:/ (1 —sin®x)dr =27 — 7 = 7.

—T

Joukko

1 1 1 .
——, —= 08, —=sin
{ Vor' Vm T }
on titen aliavaruuden [S] ortonormaali kanta.

Laskettava integraali on sisitulo (f, g), jonka tekijit ovat

flz) = 4 2W#—6ﬁ%COS$+5ﬁ%Sinx
glz) = 2\/2w¢%+2ﬁ%005x—7ﬁ%81n$

Parsevalin lauseen mukaan integraali on

I =421 - 2V21 — 63/ - 2/ — 57 - T/7 = —317.
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20.2 Ortogonaalinen matriisi

Mairitelmé 20.2.1 Matriisi Q € R™™" on ortogonaalinen (voitaisiin sanoa myos
ortonormaali), jos sen sarakkeet muodostavat avaruuden R™ ortonormaalin jou-
kon.

Lause 20.2.2 Ortogonaalinen matriisi ) on sdinnéllinen ja Q! = Q7.

Todistus. Matriisi () sarakkeet q; muodostavat avaruuden R™ kannan, joten ne
ovat lineaarisesti riippumattomia. Lauseen 11.3.1 mukaan () on sdénnéllinen.

Ortonormaalisuuden perusteella tulon A := QTQ alkio a; = q! q; = 1 ja muilla
ai; = ql q; = 0. Siis QTQ = I, joten Seurauksen 6.6.3 nojalla @' = Q7. O

Esimerkki 20.2.3 Maiiritd kaikki ortogonaaliset 2 X 2-matriisit.

-5 )

A+ =c+d*=1 ja ac+bd=0.

Ratkaisu. Matriisi

on ortogonaalinen jos ja vain jos

Mielivaltainen tason yksikkdvektori on muotoa (cos ¢ sin ¢)?, missi ¢ € [0, 27].
Tt vastaan kohtisuorat yksikkdvektorit ovat (— sin ¢ cos )7 ja (sing — cos p)?.
Ortogonaalisia ovat siis

(cosap —smap) (cosgp smgp)7 e [0, 2r]

sing  cos siny —cosy

sekd nididen transpoosit (ts. kddnteismuunnokset). Ensimméinen on kulman ¢
kierto positiiviseen suuntaan, jilkimmdiinen kulman ¢ kierto negatiiviseen suun-
taan ja lisdksi peilaus x;-akselin suhteen.

Esimerkki 20.2.4 Kaidnni matriisi

A=

|
o SISl
I
SIS
shsksh

Ratkaisu. Havaitaan, ettd matriisin sarakevektorit ovat ortonormaali joukko, joten
A7l = AT eli

SHsbgs

§|“§|H o

ATl =

Srslsl
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20.3 Isometrinen lineaarikuvaus

Maaritelma 20.3.1 Sisituloavaruuden V lineaarikuvaus L: V' — V on isometria,
Jjos se sdilyttdd vektorien pituudet, ts. jos

|L(a)|| = ||u|| kaikilla wu € V.
Voitaisiin osoittaa, ettd isometria sdilyttdd koko sisédtulon, ts.
(L(u), L(v)) = (u,v).
Samalla sdilyvit vektorien viliset kulmat.

Lause 20.3.2 Neliomatriisille () € R™™" ovat seuraavat ominaisuudet yhtaikaa
voimassa:

a) () on ortogonaalinen (sarakkeet ortonormaalit).
b) Matriisin () rivit muodostavat ortonormaalin joukon.
¢) (@ on sdannollinen ja Q! = Q7.
d RQIQ=1
e) Lineaarikuvaus x — ()x on isometria R"” — R".
f) (@x,Qy) = (x,y) kaikilla x, y € R".
Todistus. Sivuutetaan (osin todistettu). O

Tehtivi 20.3.3 Mitki funktioista R? — R?: projektio, peilaus, venytys, kierto,
siirto, ovat isometrioita?
Ratkaisu sivulla 274



20.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtidva 20.1.2 : Voidaan laskea kahdellakin tavalla.

I tapa: Mééritelmén mukaan ratkaisemalla koordinaatit yhtdloryhméista
X = (1€ + (ipeg + (vzes.

IT tapa: Ottamalla huomioon, ettd £ on ortonormaali, saadaan Parsevalin lauseesta

1 9
2 <X7 el> ?ﬁ -9 V3
1 1
4 E <Xa 63> V2 V2

Tarkasta, onko

w N

9 3 1
VAR Ao X

Tehtdava 20.1.3 : Kahdellakin tavalla:

I tapa: Lasketaan u ja v luonnolliseen kantaan sijoittamalla e, e; ja e3. Sitten
sisdtulo (pistetulo).

IT tapa: Koska kanta on ortonormaali, saadaan Parsevalin lauseesta

(U, v) =23+ (=7) - (=1) + L. (1) = 12

N |—
N |—

Tehtdvd 20.3.3 : Siirto x +— x + a ei ole edes lineaarinen (paitsi kun a = 0,
mutta silloin kyseessd onkin identtinen kuvaus eiki aidosti siirto). Muut annetut
kuvaukset ovat lineaarisia. Venytys .Sy on ilmeisestikin isometria vain jos |A| = 1.
Projektiot eivit ole isometrioita, silld kuva-avaruus on suora, ja siten sen matrii-
si ei voi olla sddnnollinen. Peilaukset ovat isometrioita, silld peilaus ilmiselvésti
sdilyttdd pituudet. Isometrioita ovat myds kierrot; niiden matriisithan olivat orto-
gonaalisia (ks. Esimerkki 20.2.3).
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21 ORTOGONAALISET ALIAVARUUDET
JA PNS-MENETELMA

Madiritelldédn sisdtuloavaruuden aliavaruuden ortogonaalinen komplementti ja tar-
kastellaan ortogonaalisten aliavaruuksien ominaisuuksia. Tédssd vaiheessa tarvit-
semme myO0s jo Luvussa 11.6 tarkastelemamme suoran summan.

21.1 Ortogonaalinen komplementti

Mairitelmé 21.1.1 Sisédtuloavaruuden V' epityhjin osajoukon A ortogonaalinen
komplementti on joukko

At :={ue V| (ua)=0kaikillaac A}.

Joukko At koostuu siis kaikista vektoreista u € V, jotka ovat kohtisuorassa jo-
kaista joukon A vektoria vastaan.

Lause 21.1.2 Sisdtuloavaruuden V' osajoukon A ortogonaalinen komplementti on
aliavaruus ja [A] N A+ = {0}.

Todistus. 1) Miédrittelyn perusteella A C V. Koska (0,a) = 0 kaikilla a € A,

on 0 € At jasiis A+ # ). Olkoon o, 3 € Rjau, v € At. Jos a € A, saadaan
sisdtulon mairitelmén ehdon (iii) mukaan

(aou+ fv,a) = a(u,a) + G (v,a) =0,

joten au + v € AL Siis A+ on aliavaruus.

2) Ensinnékin, 0 € [A] N A', koska molemmat ovat aliavaruuksia. Olkoon toi-
saalta u € [A] N A+ mielivaltainen. Koska u € [A], on silli esitys

u=oa;+- - -+aia,, o €R, a; €A
Koska toisaalta u € A+, on u kohtisuorassa jokaista a, vastaan ja

(u,u) = <u,Za,~aZ~> = Zai (u,a;) = 0.

Mutta silloin u = 0. Siis [4] N A+ = {0}. O
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Lause 21.1.3 Olkoon V &érellisulotteinen sisdtuloavaruus, jolle dim V' > 1. Jos
W C V on aliavaruus, niin (WW-)1 = . Edelleen V voidaan hajottaa suoraksi
summaksi

V=WaoWt

ts. jokainen u € V' voidaan esittdd yksikdsitteiselld tavalla muodossa
u=w+k
sopivillaw € W, k € W+, Lisiksi dim V = dim W + dim W+,

Todistus. Ensimmadinen viite on harjoitustehtdvitasoa. Toinen viite saadaan suo-
ran summan médritelmistd Lauseiden 21.1.2 ja 11.6.2 avulla. Viimeinen viite seu-
raa niinikdén suoran summan ominaisuuksista. O

Esimerkki 21.1.4 Olkoot

1 1 2
a=\|5], u:=[(3 ja v:i=11
3 2 4

Miki on joukon

a)x =su+tv, s,t € R
b)y=a+su+tv, s,t €R

ortogonaalinen komplementti?

Ratkaisu. Vektorit u, v € R? ovat selviisti erisuuntaisia, joten kohdan a) joukko on
origon kautta kulkeva taso ja siten aliavaruus. Sen vektoreita vastaan kohtisuorassa
ovat tdsmilleen ne vektorit w, jotka ovat sen kantaa {u, v} vastaan kohtisuorassa.
Ne loytyvit yhtdloryhmidn

<u,w>=0<:> wy + 3wy + 2wy = 0
<V,W> =0 2?1)1 + Wy -+ 411)3 =0

ratkaisuina w = ¢(—2 0 1)7. Tason x ortogonaalinen komplementti on siis ava-
ruuden R3 suora
-2
W=<t| 0 ‘ teR
1

Esimerkiksi determinantin avulla nihdéin, ettd joukko {a,u, v} on lineaarisesti
riippumaton, joten taso y ei kulje origon kautta eiki siten ole aliavaruus. Askeinen
menettely ei siis sovellu.
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Koska ortogonaalinen komplementti on aliavaruus, ainakin O siséltyy siihen. Ole-
tetaan, ettd vektori z on kohtisuorassa kaikkia tason y vektoreita vastaan. Silloin
se on kohtisuorassa esimerkiksi kolmea vektoria a, a + u ja a + v vastaan, ts.

(a,z) = (a+u,z) = (a+v,z) =0.

Tamin yhtdloryhmén toteuttaa vain z = 0, joten joukon y ortogonaalinen komple-
mentti on {0}.

Toinen tapa olisi todeta, etti joukko y virittid koko avaruuden R3, jolloin Lauseen
21.1.2 toisen véitteen mukaan ortogonaalinen komplementti sisdltdi vain nollan.

Huomautus 21.1.5 Olkoon V sisdtuloavaruus, jonka dimensio on vihintiin yksi.
a) Koko avaruuden V' ortogonaalinen komplementti on {0} ja kiéntien.

b) Jos dim V' = n, origon kautta kulkevan suoran ortogonaalinen komplementti on
origon sisdltdvid (n—1)-ulotteinen taso, jonka virittdjdjoukon vektorit ovat suoran
suuntavektorin kanssa ortogonaalisia.

Tehtivi 21.1.6 Mééirité vektorin (1 2)7 ortogonaalinen komplementti tasossa.
Ratkaisu sivulla 286.

Sisdtuloavaruus voidaan siis jakaa yhden sen aliavaruuden médraamaisti kahteen
aliavaruuteen, joiden leikkaus on lidhes tyhjd — vain pelkki nollavektorin muodos-
tama yksio — mutta joiden suora summa se itse on. Aliavaruuden ja sen ortogo-
naalisen komplementin vektorit ovat pareittain kohtisuorassa. Tdmi antaa idean
yleistykseen ortogonaalisista aliavaruuksista, joiden suora summa ei vilttdméittid
olekaan koko avaruus.

Miiritelmé 21.1.7 Sisdtuloavaruuden kaksi aliavaruutta W, ja W5 ovat ortogo-
naaliset, jos niiden vektorit ovat keskenédén pareittain ortogonaaliset, ts. w; | wy
kaikilla wy € Wy jawy € W,

Jos néin on, merkitddn Wy L Ws.

Tehtiva 21.1.8 Mitd ortogonaalisia aliavaruuksia on standardilla euklidisella si-
siituloavaruudella R3?
Ratkaisu sivulla 286.
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21.2 Matriisin maaraamit ortogonaaliset avaruudet

Olkoot N(A) ja R(A) := [A]s matriisin A nolla- ja sarakeavaruudet seki r(A)
matriisin aste (ks. Luku 13.2).

Lause 21.2.1 Jos A € R™*™ niin
N(A) = R(AT)* ja N(A") = R(A)*.

Todistus. 1) N(A) C R(AT)*: Olkoot x € N(A)jay € R(AT). Koska jollekin
z€R™ony = ATz, on

<X7 Y> = XTy = XTATZ = (AX)TZ — OTZ = 0.

Siis x € R(AT)* jasiten N(A) C R(AT)*,.

2) R(AT)+ C N(A): Olkoon x € R(AT)*. Silloin x on kohtisuorassa jokaista
matriisin A” saraketta vastaan, joten Ax = 0. Siis x € N(A).

Toinen viite seuraa valitsemalla matriisin A paikalle A’ ja ottamalla huomioon,
etti (A1) = A. O

Lauseista 21.1.3 ja 21.2.1 saadaan vilittomasti
Seuraus 21.2.2 N(A)* = R(AT)ja R(A) = N(AT)*,

Esimerkki 21.2.3 Olkoon A € R™*" astetta r. Mééritd avaruuksien N(A)* ja
N(AT) dimensiot.

Ratkaisu. Dimensiolauseen 13.3.3 mukaan dim N(A) = n — r jadim N(AT) =
m — r. Koska N(A) ja N(A)* ovat ortogonaalisia komplementteja avaruudessa
R", on dim N(A)* = n — (n — r) = r. (Yhtd hyvin timéi olisi voitu pitelld
yhtilostd N(A)+ = R(AT), silld myds matriisin A aste on r.)

Siis dim N(A)* = rjadim N(AT) = m —r.
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21.3 Pienimmain neliosumman ratkaisu

Ylimaaritylla lineaarisella yhtdloryhmilld Ax = b ei yleensi ole ratkaisua. Kui-
tenkin sille voidaan laskea pienimmén neliGsumman mielessid paras “"kompromis-
siratkaisu”, nk. PNS-ratkaisu. Tdmén menetelmin yksinkertaisimpia sovellutuk-
sia on mm. fysiikassa ja taloustieteissi usein kiytetty suoran tai polynomin sovit-
taminen pistejoukkoon (ks. Luku 22).

Olkoon A € R™*™ ja kuvauksen x — Ax kuva-avaruus R(A) := [A];, jolloin
b € R(A) < Ax = bjollekin x € R"

R(A) on siis avaruuden R™ aliavaruus, ja on kaksi mahdollisuutta:
1.Jos b € R(A), on Ax = b ratkeava.
2. Oletetaan, etti b ¢ R(A) (ks. Kuva 34).

Rn Lﬂ) Rm

° /b

N

»

Kuva 34: PNS-ratkaisu

Yhtdloryhmin PNS-ratkaisuksi on jiarkevii valita vektori X € R", joka kuvau-
tuu ldhimmas vektoria b, ts. jolle etiisyys ||[b — Ax|| on pienimmillidén (Lauseen
21.4.1 mukaan téllédisid on olemassa).

Jos R(A) = {0}, jokainen x € R™ on PNS-ratkaisu. Jos R(A) # {0}, X on
vektori, jolle
AX = bR(A)

eli vektorin b projektio alivaruuteen R(A).

Mairitelmé 21.3.1 Olkoon A € R™*™ matriisi, missd m > n, ja tarkastellaan
yhtdlod Ax = b. Sen residuaali on kuvaus r : R" — R™,

r(x) :=b — Ax.

Vektori % € R, jolla lauseke ||7(x)|*> = ||b — Ax||* on minimissin, on yhti-
loryhmin Ax = b pienimmdn neliésumman ratkaisu (least squares solution) eli
PNS-ratkaisu.
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Osoitetaan, ettd PNS-ratkaisuja on aina olemassa, ja ettd jos matriisin A sarakkeet
ovat lineaarisesti riippumattomia, on PNS-ratkaisu yksikisitteinen.

Lause 21.3.2 Olkoon S C R™ aliavaruus ja b € R™.
a) On olemassa p € S, joka on lihimpini pistettd b, ts. kaikillas € S\ {p}

b —s[| > [[b—pll.
b) Piste p € S on lihimpini pistettd b jos ja vain jos b — p € S+,

Todistus. a) Koska R™ = S @ S+, on vektorilla b Lauseen 21.1.3 nojalla yksiké-
sitteinen esitys
b=p+z pecS zecsSt

Siisb—p=2z¢€ St
Olkoons € S\ {p}. Silloin ||p — s|| > 0. Koska
b —s[I* = [[(b—p) + (p —s)|’
jab —p L p —s, onLauseen 19.1.3 kohdan b) mukaan
Ib—s|* = [Ib—p|*+ [p —s|* > [[b—p|*.

Titen |b—s|| > |[b—p

, eli s on kauempana kuin p.

b)Josp € Sjab —p € St on p a)-kohdan mukaan lihimpini pistettid b.
Kdiintien, olkoon q € S sellainen, etti b — q ¢ S*. Silloin q # p ja kohdan
a) nojalla (valitaan s := q) on |b —q|| > ||b — p||. Siis b — p € S* on myos
vilttiméatonta. O

Seuraus 21.3.3 a) Jos S = {0}, pistettd b € R™ ldhinnd on avaruuden S ainoa
piste 0.

b) Jos dim S > 1, pistettd b ldhin avaruuden S piste on projektio p := bg ja lyhin
etdisyys on ortogonaalikomponentin pituus ||b g||-

Todistus. a) Triviaali.

b) Adrellisulotteisena S on jonkin ortonormaalin kannan virittima, joten projek-
tiotbg € Sjab g = b — bg € S+ ovat midriteltyji (ks. Lause 19.4.2). Koska
b = bg + b, g, seuraa Lauseista 21.1.3 ja 21.3.2, ettd bg on ldhimpéna pistettd b
ja

b =Dl = [IbLs|-

O
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Lause 21.3.4 Jos A € R™*™ niin vektori X € R" on PNS-ratkaisu yhtilolle
Ax = b jos ja vain jos
ATA% = A™b.

Todistus. Seurauksen 21.3.3 mukaan X on PNS-ratkaisu yhtilolle Ax = b jos ja
vain jos AX on vektorin b projektio sarakeavaruuteen R(A). Mutta
AR =bpu <+ b-Axec R(A)"=N(4")
— A'(b—-A%) =0 < ATAx=A"b

Lauseen 21.2.1 nojalla. O

21.4 Normaaliyhtilo

Lause 21.4.1 Olkoon A € R™*™ matriisi, jonka aste on n (sanomme silloin, etti
matriisi A on tdytta astetta). Silloin normaaliyhtdlolldi

ATAx = A™b

on yksikésitteinen ratkaisu X = (ATA)7'ATb, joka samalla on ainoa PNS-
ratkaisu yhtdlolle Ax = b.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd n xn-matriisi AT A on sdannéllinen.

Olkoon A”Az = 0. Silloin Az € N(AT). Triviaalisti Az € R(A). Seurauk-
sen 21.2.2 mukaan R(A) = N(AT)%, joten Az € N(AT) N N(AT)+ = {0}. Siis
Az = 0. Koska matriisin A aste on n, ovat sen sarakkeet lineaarisesti riippumatto-
mia, joten z = 0. Koska homogeeniyhtilslld A7 Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu,
on AT A sisnnollinen.

Normaaliyhtélolld on siis tasan yksi ratkaisu X. Lauseen 21.3.4 mukaan se on
myos ainoa PNS-ratkaisu yhtilolle Ax = b. O

Projektiovektori p = A% = A(ATA)~1ATDb on pistettd b lihimpini oleva sara-
keavaruuden R(A) vektori; Kuvassa 35 on tistd kaksi erilaista tapausta.

Normaaliyhtélod ratkaistaessa muodostuvaa m X m-matriisia

P:= A(ATA)1AT,
jolla miké tahansa vektori voidaan projisoida ortogonaalisesti matriisin A sarakea-
varuuteen, sanotaan projektiomatriisiksi (ks. myos Tehtdva 19.3.5 ja Luku 19.6).

3x2-yhtiloryhmin Ax = b PNS-visualisointi (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/PNSRatkaisu32.htm
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N r(/x\\)“\\\
b/Ar(®) b X A4

p:A/X\ /// /:A/;)Z .

%&P&\ (:“\\ ‘_‘/,/// 4

Kuva35: A € R?*!astettal, b€ R? ja A€ R3>*?astetta2, b € R3

Tehtivi 21.4.2 Osoita, ettd projektiomatriisimme P := A(AT A)~1 AT toteuttaa
yhtdlot X2 = X, samoin kuin my6s matriisi / — P. Mitid matriisin / — P avulla
voidaan laskea? Ratkaisu sivulla 286.

Tarkastellaan vield projektiomatriisissa P esiintyvii termid A7 A. Olkoot 1 <
n<mjalU :={vy,va,...,v,} CR™ sekd niistd koottu matriisi

\% ::(V1 Vo - Vn).
Matriisia G := VTV kutsutaan vektorijoukon U Grammin matriisiksi.

Tehtiiva 21.4.3 Osoita, ettd Grammin matriisi G’ koostuu kaikista vektorien v;
vilisistd sisétuloista; tarkemmin sanottuna G;; = (v;, v;). Ratkaisu sivulla 286.

Lauseen 21.4.1 todistuksen mukaan Grammin matriisi on sdédnndllinen, jos vekto-
rit v; ovat lineaarisesti riippumattomia.

21.5 PNS ja 3x2-yhtaloryhméan geometrinen tulkinta

Arvoilla m > 2 reaaliseen m X 2-matriisiin liittyy yliméératty kahden muuttujan
lineaarinen yhtdloryhmi. Kukin yhtdld voidaan tulkita suoraksi tasossa, ja tulee
sindnsd mielekkédksi laskea yhtdloryhmille PNS-ratkaisu, joka taas voidaan nii-
nikiin tulkita pisteeksi tasossa. Téssi tulee kuitenkin vastaan erds yllittavi piirre,
jos ratkaisua koetetaan tulkita tason suorien leikkauspisteen kompromissiratkai-
suksi, ks. Esimerkki 21.5.1.

Esimerkki 21.5.1 Maiiritd PNS-ratkaisu yhtdloryhmille

T+ 12 = 3 r1 + T9 = 3
a) —2x1 + 3x9 = 1 b) —2r1 + 3x9
233'1 — Ty = 2 20%1 — 10%2 = 20

I
—_



284 21 ORTOGONAALISET ALIAVARUUDET JA PNS-MENETELMA

Ratkaisut. a) Olkoon A yhtdloryhmén a) kerroinmatriisi. Normaaliyht&lo saa muo-
don

ATAx = A™b

1 -2 2
3 -1

N——
N — W

3 utjoo H~ O —

gl= gl
Ol Ol
N—

Yhtiloryhmian Ax = b PNS-ratkaisu on siis

/xl\: 8\ (166
o o 1.42

b) Vastaavalla tavalla saadaan PNS-ratkaisuksi

7N 868
(x1> s ) 172
|\ 2 |7
T = 1.44

Esimerkki 21.5.1 osoittaa, ettd PNS-ratkaisu riippuu tason suorien esityksisti;
vaikka kohtien a) ja b) suorat ovat tasossa samat, niiden PNS-ratkaisut ovat eri
pisteiti!
Esimerkissd PNS-ratkaisut ovat sattumoisin ldhes samat, mutta ne voivat poi-
keta hyvin dramaattisestikin. Seuraavalla tydarkilla voi tutkiskella tason PNS-
ratkaisuasioita dynaamisessa ympdristossd. Osoittautuu, ettd jarkevd yksikésit-
teinen tilanne saadaan aikaan valitsemalla suorille esitys axz + by = ¢, jossa
a?+ b =1.
Tason suorat ja PNS (linkki JavaSketchpad-animaatioon)

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/PNSYR.htm

Tehtiavi 21.5.2 Piirrd kuva Esimerkin 21.5.1 tilanteesta. Kuinka kaukana ovat AX
ja b toisistaan kohdassa a)? Ratkaisu sivulla 286.
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21.6 PNS ja yhtiloryhmiit yleensa

On arvattavissa, ettd esimerkiksi tapauksessa tasot avaruudessa kohtaamme sa-
mankaltaisen yksikisitteisyysongelman kuin suorilla tasossa. Tdssd kuitenkin ké-
sittelemme useampiulotteisesta tapauksesta vain pari laskuesimerkkii.

Esimerkki 21.6.1 Maiiritda PNS-ratkaisu yhtdloryhmille

3371 + To -+ 21’3 = 5
207 + 3x9 — 223 = 3
r1 — 229 + 4z = 1
Ty + 21’2 + 3$3 =0

Ratkaisu. Kerroinmatriisi A ja AT A ovat

51 5o s
A= ATA=[ 9 18 —6
bz 9 —6 33
1 2 3
Kédnteismatriisi
62 —39 —24
(ATA)'=—1|-39 46 19
363 —24 19 21
joten normaaliyhtilon AT Ax = ATb ratkaisu eli PNS-ratkaisu on
1 64 1.94
X = 33 —14 |~ | —0.42
—12 —0.36

Tehtiva 21.6.2 Maiiritd PNS-ratkaisu Esimerkin 21.6.1 yhtidloryhmélle tapauk-
sessa, ettd ensimmadinen yhtdlo on ensin kerrottu sadalla.

Ratkaisu sivulla 287.

Tehtava 21.6.3 Mairitd PNS-ratkaisu yhtdloryhmalle
3x 1+ To + 2.1’3 = 5
2x 1+ 3132 - 21‘3 =

T — 2x9 + 4?[73 =1

w

Miten selitit sen, ettd ratkaisuja onkin ddrettomasti:

I3 | = ﬁ 2+ ? 10 y teR.
I3 0 7

Ratkaisu sivulla 287.



21.7 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtivi 21.1.6 : Vektorin (1 2)7 kanssa kohtisuorassa ovat tismilleen vektorit
t(—2 1)T, t € R, joten ortogonaalinen komplementti on suora

i

|

2) 1
Tehtdva 21.1.8 : Avaruuden R? aliavaruudet ovat origo, sen kautta kulkevat suorat
Ja sen sisdltavit tasot. Selvitdpid tarkemmin mitké niistd ovat ortogonaalisia pareja!

Tehtdvid 21.4.2 : Liitdnndisyyden ym. mukaan
P2 = (AATA)TTAT)(A(ATA)TTAT) = A(ATA)H(ATA)(ATA)~1AT)
= AI(ATA)TAT = A(ATA) AT =P
(I-P? = I’-IP-PI+P*=]-2P+P=1-P

Matriisilla / — P saadaan vektorin ortogonaalinen komponentti.

Tehtdava 21.4.3 : Grammin matriisin maaritelman mukaan

Vi1 V21 ... Umi V11 V12 ... Vin
o= VTV _ V12 V22 ... Um2 Vo1 V22 ... 7Uapn
Vin U2n ... Umn Umi Um2 ... Umn

(vi,vi) (vi,va) ... (V1,Vy)

. <V27V1> <V27V2> s <V27Vn>

<V7L7V1> <Vn,V2> s <Vn>Vn>

Grammin matriisi G koostuu siis vektorien v; vilisistd sisidtuloista niin ettd G;; =
(Vi, vj).

Tehtidvid 21.5.2 : Katso Kuva 36 ja Maple-dokumentti.

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tydarkkiin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Esim215lab.mws

Etdisyys on residuaalin pituus arvolla x:

. . 1 /83
sl = - axi= | 1)) (5(5)
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Kuva 36: PNS-ratkaisu

3 154 4
1 1 1 5
= )= )=l 3 :%-5\/52\1/—0_z0.14.
9 05 5

Tehtdvd 21.6.2 : Samanlaisella menettelylld kuin Esimerkissd 21.6.1 saadaan (ks.
Maple-dokumentti)

456685 9.08
% = 103337 | ~ | —0.47
220011\ _g3337 0.38

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tydarkkiin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Teht2162.mws

Tehtdvi 21.6.3 : Tarkastellaan yhtdloryhmad matriisimuodossa Ax = b:

3 1 2 x 5
2 3 =2 T3 | = 3
1 -2 4]\ 1

Vaikkapa determinantin avulla (det(A) = 0) ndhdéin, ettei yhtdloryhmailld ole
ainakaan yksikaésitteista ratkaisua. Porrasmuodosta nikyy, ettd ratkaisuja ei todel-
lakaan ole.

Vaikka yhtdloryhmi ei ole ylimiiritty, se voitaisiin tdydentdd ekvivalentiksi
(muodollisesti) yliméératyksi vaikkapa lisadmallad nollarivi.

PNS-ratkaisuksi saadaan (ks. Maple-lasku)

T 1 32 ¢ -8
m =g 2| +=| 10].teR
XT3 0 7
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Selitys ratkaisun ei-yksikisitteisyyteen on kerroinmatriisin lineaarinen riippuvuus
(ks. Lause 21.4.1).

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tydarkkiin)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/Teht2163.mws
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22 KAYRAN SOVITUS PNS-MENETELMALLA

Toimenpidettd, jossa tavalla tai toisella médritetddn funktio, joka saa annetuissa
pisteissd — jonkin kriteerin mukaan — mahdollisimman ldhelld vaadittuja arvoja
olevat arvot, sanotaan funktion sovittamiseksi pistejoukkoon. Yleensi tillainen so-
vitusfunktio valitaan tarkoin rajatusta funktiojoukosta.

22.1 Interpolaatio — ekstrapolaatio

Kun sovitusfunktiota kiytetdin sen kuvaaman suureen arvioimiseen annettujen
pisteiden vileissd, on kyse interpolaatiosta. Jos sitd kdytetddn ennustettaessa suu-
reen kidytostd annetun pistejoukon ulkopuolella, puhutaan ekstrapolaatiosta. Eri-
tyisesti ekstrapolaation luotettava kiyttd vaatii tutkittavan ilmion syviéllistéd tunte-
mista.

Seuraavassa rajoitutaan interpolointiin ja sovittamaan pistejoukkoon polynome-
ja, silld muunlaiset sovitukset johtavat epélineaariseen tarkasteluun. Useimmin
interpolointiin kédytetddn suoria, 2. asteen paraabeleja tai paloittain nédiden osia.
Korkea-asteinen polynomi ei yleensi kelpaa edes interpolointiin (ks. Kuva 37)!

10
s A

ekstrapolofntig| interpolointia ekstrapolointia
(varoef) (ei aivan huoletta) (varoen)

2 | | | | | | I I ]
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Kuva 37: Polynomeilla approksimoinnista
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22.2 Polynomin sovittaminen pistejoukkoon

Oletetaan aluksi, ettd jonkin reaalisen suureen s(t) tiedeti#n riippuvan likiméérin
lineaariaffiinisti yhdestd reaalimuuttujasta ¢ vililld [a, b]. Tama tarkoittaa sité, ettd
on olemassa reaalivakiot ¢y, ¢; € R, joille s(t) ~ ¢y + ¢t ainakin vililld [a, b].
Talloin suureen s muutos riippuu lineaarisesti parametrin ¢ muutoksesta, ts. As =
1 At.

Ongelma 1 On mitattu suuri médrd vastaavuuksia (t;,s;), ¢ = 1,2,3,...,m.
Mairitd vakiot ¢y, ¢; € R, joille on “mahdollisimman tarkkaan”

S; &= co + cit; kaikilla 2 =1,2,3,...,m.
Interpolaatiosuoraa s(t) := cg + ¢;t voidaan kéyttdd arvioitaessa suureen s arvoja
vililla [min{tl, to, 13, ... ,tm}, max{tl, to, t3, . .. ,tm}].

Jos taas riippuvuus ei ole suoraviivainen, voidaan kayttia yleistysti:

Ongelma 2 Miiritd polynomi
s(t) = co + it 4 ot + - - + cpt”,

jonka kuvaaja kulkee “"mahdollisimman tarkasti” annettujen m > n + 1 tason
pisteen (t;, s;) kautta.

Ratkaisut. Tehtédvit edustavat saman matemaattisen ongelman déripditd. Molem-
mat ratkeavat etsimilld kertoimille ¢, PNS-ratkaisu. Jos Tehtivéssd 2 on m =
n + 1, polynomi todella kulkee kaikkien pisteiden kautta, mutta voi pisteiden ¢;
vililld heilahdella rajustikin. Téllainen sovitus ei yleensd sovellu minkéén reaali-
ilmion arvioimiseen!

Olkoon siis annettu muuttujan ¢ ja funktion s = s(¢) arvot

tt)ta| - | tm
slslse] - sm

missd luvut ¢; < ;4.

Suoran sovitus. Teeskennelldin, ettd parit (;, s;) todella olisivat suoralla s =
co + ¢t (ks. Kuva 38):

(

¢ t+ ati = s 1 4 s
co -+ Cltg = S9 1 ¢t s
Co -+ C1 tg = S3 — . .2 ( o ) — .2
. o €1 :
1 ¢ Y
co + citm = S, m Sm

\
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5%
[}
i
1
1
+

.+
v 51
1
]
I

~N o\ -

Kuva 38: PNS-suora

Tille ylimédritylle yhtiloryhmille T'c = s lasketaan PNS-ratkaisu € = (cq ¢1)7,
josta saadaan PNS-sovitus s(t) = ¢ + c1t.
Suoran sovitus (linkki JavaSketchpad-animaatioon)

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/SuoranSovitus.htm

Polynomin sovitus. Nyt on etsittivd PNS-ratkaisu c yliméaritylle yhtidloryhmélle

]_ tl t% t? Co S1

1 t2 t% tg C1 S9
= )

1oty 3 - " ) \cy, Sm

missd vektori ¢ on polynomin kertoimet.

Esimerkki 22.2.1 Kuvassa 39 on kuvattu erdiden polynomien sovitus 9-pisteiseen
joukkoon.

Esimerkki 22.2.2 Sovita tason pistejoukkoon

)6

a) PNS-suora,
b) PNS-paraabeli.
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1., 3., 6. ja 8. asteen polynomit

s—akseli
N
T

t—akseli

Kuva 39: Erdiden polynomien sovitus 9-pisteiseen joukkoon

Ratkaisu. a) Siis tulisi olla

co + c1- 0 = 3 1 0 3

¢y + c1- 1 = 2 11 Co\ 2 .
o + c1- 2 4 — 1 2 c1 14 Tc=s.
Co —f- Ct - 3 = 4 1 3 4

Kertomalla timi vasemmalta kerroinmatriisin 7' transpoosilla saadaan normaa-
liyhtilo, josta ldhtien:

T"Te =T"s

1
111 1\[1
(0123)1
1

(o 12)(2) =

Siis PNS-suora s(t) = 2

N |
+
N[ —=
~
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b) Kerrotaan yhtiloryhmi 7'c = s

100 3
11 1|{P) |2
1241174
13 9)\@ 4

vasemmalta kerroinmatriisin transpoosilla ja ratkaistaan saatu kvadraattinen yhti-
16ryhmi. Polynomin kertoimiksi saadaan ¢y = 2.75, ¢; = —0.25 ja co = 0.25 eli
(ks. Kuva 40)

s(t) = 2.75 — 0.25t + 0.25¢°.

Paraabelin sovitus

s—akseli

1,2
o( )

L L L L L L L L L I
-1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
t-akseli

Kuva 40: PNS-paraabeli s(t) = 2.75 — 0.25¢ + 0.25¢2

Esimerkki 22.2.3 Sovita PNS-suora tason pisteikkdoon

(—5,3),(-3,2),(—2,2),(0,1),(2,-1), (5, —2).

Ratkaisu. Kerrotaan yhtdaloryhmi

(&1

— = = s e
|
[En R \V]
N\
o
o
~_
|
DO = = DD DD W
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vasemmalta kerroinmatriisin transpoosilla ja ratkaistaan saatu kvadraattinen yhti-
16ryhmaé. Suoran kertoimiksi saadaan

224 . 69
Co = @ ~ 0.57]8.C1 = —ﬁ ~ —0.53.

Suora on titen s(t) = 0.57 — 0.53t.

Tehtiva 22.2.4 Sovita PNS-suora ¢s-tason pisteikk6on, jonka muuttujan ¢ arvoja
vastaavat funktion arvot ovat taulukoituina:

t] -3 —2 | —1| 0| 1| 2 | 3
s | —4.9781 | —2.9953 | —0.9321 | 1.0679 | 3.0935 | 5.0384 | 7.0519

Laske arviot pisteissd t = —2.5, —1.5 ja —0.5.
Ratkaisu sivulla 296.



22.3 Ratkaisuja tehtiviin
Tehtdva 22.2.4 : PNS-suoran yhtélo on
s(t) = 1.0495 + 2.0065¢

Tamin avulla saadaan interpolaatioarviot:
s(—2.5) = —4.00

s(—=1.5) = —1.96 ja

s(—0.5) = 0.046.
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23 OMINAISARVOT JA
OMINAISVEKTORIT

Tissd luvussa tarkastellaan pidasiassa reaalisen matriisin ominaisarvoyhtilon
Ax = A\x

ratkaisemista ja ratkaisujen A € IC sekd x € R" merkitystid. Yleiset mairitelmét
voidaan kuitenkin esittdd yleisemmillekin lineaarikuvauksille, ja tdimé on ldhto-
kohtana luvussa 23.1.

23.1 Lineaarikuvauksen ominaisarvot ja ominaisvektorit

Mairitelmé 23.1.1 Olkoon V' KC-kertoiminen lineaariavaruus ja L : V. — V
lineaarikuvaus.

a) Vektoria u € V' \ {0} sanotaan kuvauksen L ominaisvektoriksi (eigenvector),
jos on olemassa A\ € I siten, ettd

L(u) = Au.
b) Jos u on lineaarikuvauksen L ominaisvektori, on A € IC sitd vastaava ominais-
arvo (eigenvalue).
c¢)Jos A € K on lineaarikuvauksen L ominaisarvo, niin joukko
Ey:={ueV|L(u) = Au}.
on sen ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus.

Lause 23.1.2 Jos A € K on lineaarikuvauksen L : V — V ominaisarvo, on
ominaisavaruus F, avaruuden V aliavaruus.

Todistus. Médrittelyn mukaan Fy C V. Koska L(0) = 0 = X0, on Ej # (. Jos
a, f € Kjau, v € Ey,niin au + fv € E), silld (perustele!)

L(au + pv) = alL(u) + BL(v) = a(Au) + (Av) = AMau + fv).

Huomautus 23.1.3 a) Vain nollasta poikkeavat ominaisavaruuden FE) vektorit
hyviksytddn ominaisvektoreiksi.

b) Jos K = R, niin ominaisvektorit ilmoittavat, minkd suuntaiset vektorit sdilyt-
tavit kuvauksessa suuntansa. Ominaisarvo ilmoittaa kyseisensuuntaisten vekto-
reiden suurennussuhteen. Jos A < 0, niin vastaavat vektorit L(u) ja u ovat vas-
takkaissuuntaiset. Ominaisarvoja ja -vektoreita voidaan toisaalta joutua hakemaan
kompleksialueelta kuten esimerkiksi polynomiyhtilon juuriakin.
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Esimerkki 23.1.4 Olkoon V' lineaariavaruus. Médritetdén erdiden peruskuvaus-
ten L : V — V ominaisarvot ja ominaisvektorit.

a) L(u) := Oy kaikilla u € V, eli nollakuvaus. Silloin
Oy = L(u) = Au <= A =0 tai u=0y.

Arvolla A = 0:
L(u) =0u=0 kaikilla u e V.

Ominaisvektoreita ovat siis kaikki vektorit u € V' \ {0}, joten Ey = V.
b) L(u) := u kaikilla u € V, eli identtinen kuvaus. Silloin

u=L(u)=Xu <= A=1 tai u=0.
Arvoa A = 1 vastaavat ominaisvektorit ovat kaikki u € V' \ {0}, joten F; = V.
¢) L(u) := —3u kaikilla u € V (venytys). Silloin
—3u=Lu)=XMu < (-3—A)u=0 <= A= -3 tai u=0.

Myos arvoa A = —3 vastaavia ominaisvektoreita ovat kaikki u € V \ {0} ja
E,g - V

Esimerkki 23.1.5 Miiritd kuvauksen L : R? — R2,

Hn)=(5)

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Ratkaisu. Kuvaus on selvisti lineaarinen, joten tehtdvad on mielekis. Ratkaistaan
ominaisarvoyhtilo L(x) = Ax, siis yhtdloryhma:

(o)-e()=2() = {02 20

Al # 1 A =1 A= —1
<— r1 = 0 tai r1 = s €R tai Ty = 0
r9 = 0 ro = 0 To = t eR

Nollavektori (0 0)7 ei kelpaa ominaisvektoriksi, joten ominaisarvot ovat

A = 1 ominaisvektoreina s(10)T, s#0,
A = —1 ominaisvektoreina t(01)", ¢#0.

Kuvaus L on peilaus z;-akselin yli, joten se sdilyttdd koordinaattiakselien suun-
taisten vektorien suunnan.
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Esimerkki 23.1.6 Maiiritd ominaisarvot ja ominaisvektorit tason kierrolle K :

R? — R?,
K T — —XT2
) ' I

Ratkaisu. Ratkaistaan ominaisarvoyhtdloryhma:

—T2\ T\ T ry = )\1'2
()= ()20 = Lo 2

(N+1) # 0 A= i A= —i
— 9 = 0 tai T9 = s €C tai Ty = t eC
gy = 0 Ty = 1S ry = —it

Tilla kertaa ei-reaaliset ominaisarvot ovat

A = i ominaisvektoreina s(i 1)7, s#0,
A = —i ominaisvektoreina t(—i 1)%, t#£0.

Téssd tapauksessa kaikkien (nollasta poikkeavien) vektorien suunta muuttuu!

Esimerkki 23.1.7 Derivointi D : C*(R) — C*(R), D(f) := f’, on jo aiemmin
todettu lineaariseksi operaatioksi. Médritd sen ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Ratkaisu. Ratkaistaan differentiaaliyhtidlo
f'=M < f =M =0 <= f(z)=Ce jollakin C € R,
Ominaisvektoreita ovat funktiot f,
flz)=Ce, CeR\{0},

ja kutakin funktiota f) vastaa ominaisarvo A € R.
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23.2 Matriisin ominaisarvot ja -vektorit

Adrellisulotteisten lineaariavaruuksien viliset lineaarikuvaukset voidaan Luvus-
sa 16 kuvatulla tavalla esittdd matriisien avulla. Jatkossa keskitytddnkin matriisin
ominaisarvojen ja -vektorien tarkasteluun.

Tistd lahtien kisiteltdvit matriisit voivat olla reaalisia tai kompleksisia. Reaalinen
matriisi voidaan tietenkin aina tulkita kompleksiseksi. Jos reaalista matriisia tar-
kastellaan nimenomaan reaalisena, hyviksytdin vain reaaliset ominaisarvot (vrt.
Esimerkki 23.1.6).

Mairitelmi 23.2.1 Neliomatriisin A ominaisarvoilla ja ominaisvektoreilla tar-
koitetaan sen vilittimin lineaarikuvauksen vastaavia kisitteitd, ts. ominaisarvo-
yhtilon

Ax = Ax

skalaariratkaisuja ) ja vastaavia vektoreita x # 0.

Olkoon A nxn-matriisi. Ominaisarvoyhtélossi Ax = Ax on n+1 tuntematonta
skalaaria x; ja A, eiki se ole yhtdloryhméini lineaarinen. Pyritdin kuitenkin hajot-
tamaan se selkeisiin osatehtéviin, joihin kehittelemdmme matriisilaskennan teoria
puree. Katsotaan asiaa ensin esimerkin valossa.

2x 2-matriisin tapaus
Esimerkki 23.2.2 Olkoon
=)
Milld arvolla A € R on yhtilolld Ax = \x ei-triviaaleja ratkaisuja x € R??
Ratkaisu. Matriisilaskennan sidintojen mukaan Ax = A\/x ja siten
Ax =Xx <= Ax—Ax=0 < (A-X)x=0.

Kvadraattisella homogeenisella yhtélolld (A — AI)x = 0 on ei-triviaaleja ratkai-
suja jos ja vain jos det(A — A\I) = 0, eli

-Gl - |0
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Arvoilla A = 2 ja A = 3 on yhtilolld Ax = \x ei-triviaaleja ratkaisuja, miké tar-
koittaa my0s sitd, ettd luvut 2 ja 3 ovat matriisin ominaisarvoja ja nuo ei-triviaalit
ratkaisut vastaavia ominaisvektoreita.

Seuraava dynaaminen kuvio illustroi hauskalla tavalla reaalisen matriisin ominais-
arvoja ja -vektoreita tasossa.

2x2-matriisin ominaisarvoista (linkki JavaSketchpad-animaatioon)
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/
Kurssimateriaali/LAText/OminaisarvotJaVektorit.htm

n X n-matriisin ominaisarvot

Ongelma. Miten selvitetddn n X n-matriisin ominaisarvot?
Ratkaisu Esimerkkid 23.2.2 yleistden. Koska
Ax = Ix <= (A—-A)x =0,
on skalaari A\ ominaisarvo jos ja vain jos lineaarisella n xn-yhtdaloryhmalla
(A-X)x=0

on ei-triviaaleja ratkaisuja (jotka silloin tietysti ovat myos ominaisvektoreita).
Mutta tdmé tapahtuu silloin ja vain silloin kun A — Al on singulaarinen. Sin-
gulaarisuuden kanssa yhtédpitdvistd ehdoista on tdsséd tapauksessa hyddyllisin ehto

det(A— ) =0,
josta paasemme kisiksi puhtaasti skalaarin A yhtiloon.

Saamme esille useita ominaisarvojen karakterisointeja:
Lause 23.2.3 Olkoon A € ™™ ja A € K. Seuraavat viittimit ovat yhtépitavia:
(a) Luku A\ on matriisin A ominaisarvo.
(b) Homogeeniyhtilolld (A — AI)x = 0 on epitriviaali ratkaisu.
(c) Nolla-avaruus N(A — \I) # {0}.
(d) Matriisi A — AI on singulaarinen.
(e) det(A—\I)=0.
Todistus. Edelld jo todettiin, ettd
Ax = Ax <= (A—-A)x=0.

Ehtojen yhtépitavyys seuraa nyt Lauseista 5.4.2 ja 6.5.1 sekd nolla-avaruuden
madritelmistd. O
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23.3 Karakteristinen yhtilo

Miaéritelmi 23.3.1 Neliomatriisin A karakteristinen polynomi on muuttujan \
polynomi det(A — AI). Vastaava yhtilo det(A — AI) = 0 on karakteristinen
vhtdlo.

Determinantin méiritelmésti seuraa, ettd n x n-matriisin A = (a,;) karakteristinen
yhtélo

a;; — A a2 T A1n
a gy — A - Qon
det(A—A)=| = 2 7 =0
(07951 An2 s Qpp — )\

on n. asteen polynomiyhtild, joten sen ominaisarvot mééritetiddn yksinkertaisim-
min etsimilld polynomin nollakohdat. Vastaavat ominaisvektorit saadaan ratkai-
semalla x yhtdloryhmistd Ax = Ax kullakin ominaisarvolla \.

Esimerkki 23.3.2 Lasketaan ominaisvektorit Esimerkin 23.2.2 matriisille
4 =2
A ( : 1) |

Ratkaisu. Ominaisarvoiksihan saatiin jo A\; = 3 ja Ay = 2.

1. Arvolla A = 3 saadaan yhtilostd Ax = 3x

(A=30)x=0 <« (413 133)(2) (O)

= G 2)C)-(0)

ZL’l—Ql‘Q—O 1‘1—2t
T — 2205 =0 ro=1t, tER

x:t(%), t#0.

2. Arvolla A = 2 saadaan vastaavasti yhtidlostd Ax = 2x

o 2 =2 T1\ 0 ill'lzt
t-mx=0 = (7 D)(0)=(0) = {220 en

Ominaisvektorit ovat nyt

Ominaisvektorit ovat siis
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Algebran peruslauseen mukaan jokaisella n. asteen polynomilla on n nollakohtaa,
joista jotkut voivat olla useampikertaisia. Tdma tarkoittaa sitd, ettd n-asteinen po-
lynomi p(z) voidaan (ainakin periaatteessa) saattaa nollakohtiensa z; € C avulla
tekijamuotoon

p(z) =C(z —21)" (2 — 22)" -+ - (2 — z)"™,

missd C' € C on vakio ja )", n; = n. Luvut z;, ovat tillin ny-kertaisia nolla-
kohtia. Lisédksi kannattaa muistaa, ettd jos a + b on k-kertainen nollakohta, my0s
liittoluku a — b on k-kertainen nollakohta.

2 2-matriisin ominaisarvot voidaan aina laskea tarkasti jopa kisin. Useissa ma-
tematiikan tietokoneohjelmissa on aivan erityiset tyokalut polynomin nollakoh-
tien (tai jopa ominaisarvojen ja -vektoreiden) etsimistd varten. Kuitenkin 3% 3-
matriisia suurempien matriisien ominaisarvot joudutaan usein laskemaan likim&a-
rdisesti jollakin numeerisella menetelmilld. Reaalisia nollakohtia voidaan arvioi-
da my0s graafisesti piirtdmélld polynomin kuvaaja koordinaatistoon.

Ominaisarvojen ja -vektorien méadritysmenettelyn padpiirteet on koottu Kuvaan
41.

Olkoon A neliomatriisi.
1. Muodostetaan karakteristinen polynomiyhtalo

aip — A a2 e Qin
dot(A- A= | " 2TA e
a;ﬂ G _ A
2. Etsitdédn sen ratkaisut A\;, Ao, ..., A\, (ominaisarvot, joista voi

osa olla samoja).

3. Ratkaistaan matriisiyhtdlon
AXk = )\ka

eli
(A - )\k[>Xk = O,

sisdltamit yhtdloryhmit, missd x; on ominaisarvoa \; vastaava
ominaisvektori, X, vastaa ominaisarvoa \,, ja niin edespiin.

Kuva 41: Ominaisvektorien laskeminen
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Kokonaislukukertoimisen matriisin tapauksessa saattaa olla apua seuraavasta apu-
tuloksesta, jonka avulla voi kokeilemalla yrittdd 10ytdd karakteristisen yhtilon ra-
tionaalijuuria.

Lause 23.3.3 Jos supistetussa muodossa oleva rationaaliluku /s on kokonaislu-
kukertoimisen yhtédlon

-1
apx” + a1+ -4+ ap,1x+a, =0, ayg#D0,
juuri, niin 7 on luvun a,, ja s luvun a, tekija.

Esimerkki 23.3.4 Matriisin

1 -2 4
A=13 -1 2
3 =3 4

karakteristinen yhtdlo on
p(A\) =det(A — \I) = —2* +4X% + X\ — 10 = 0.

Mahdolliset rationaalijuuret ovat £1, £2, +£5 ja £10. Kokeilemalla nihdéin, ettid
A1 = 2 on juuri. Jakamalla tekijdllda A — 2 saadaan

p(A) = (A =2)(=\* +2\+5) =0,
josta Ao 3 = 14+/6. Ominaisarvot ovat siis 2, 1+\/6ja 1—/6.

1. Arvolla A = 2 saadaan:

1-2 -2 4 | 0

Ax =2x <= (A-2)x=0 — 3 —-1-2 2 | O)
3 -3 4-2 | 0

12 —4 | 0

= — |01 =¥ ] 0

00 0 | 0

Valitaan x3 = 9¢, t € R, jolloin x5 = 14t ja x1 = 8t, jolloin ominaisavaruus on

8
Ey=¢tl 14 ||teR

ja ominaisvektorit
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2. Arvolla A\ = 1++/6 saadaan

2
Ax = (1+V6)x <= ... <= x=s[ V6|, seR.
V6
Ominaisavaruus on
2
E, WE=19S \/6 seR
NG
ja ominaisvektorit
2
x=s| 6 , s #0.
V6
3. Arvolla A = 1—+/6 taas
2
Ax = (1-V6)x <= ... «—= x=u| -6 |, ueR.
VB
Ominaisavaruus on
2
E,_g=1u —V6 ||ueR
-6
Jja ominaisvektorit
2
—V6
Esimerkki 23.3.5 Maiiritd ominaisvektorit matriisille
30 0
A=10 2 -5
01 -2
Ratkaisu. Karakteristisen yhtdlon
3—A 0 0
det(A—X)=| 0 2-X =5 |=0B=-NN\+1)=0

0 1 —2-A
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ratkaisut — Kysytyt ominaisarvot — ovat \; = 3, Ay = 7 ja A3 = —¢. Ominaisvek-
torit saadaan yhtdloryhmistd (A — A\ J)x; = 0.

1. Arvolla A\ = 3:
3.3 0 0 |0 n o= teC
0 223 5 | 0| e={mm =0
0 1 -2-3 |0 v = 0
Ominaisvektorit ovat x; = (1 0 0)7, ¢ # 0.
2. Arvolla Ay = 4:

3-i 0 0 |0 3-i0 0 |0
0 2=i -5 | 0|« |0 1 —2-i]0
0 1 —2-i |0 00 0 |0

ja ominaisvektorit ovat x = ¢(0 244 1)7, ¢ # 0.

3. Vastaavasti arvolla A3 = —i saadaan ominaisvektorit x3 = t(0 2—i 1)7, ¢ # 0
(laske itse yksityiskohdat).

Tehtiava 23.3.6 Miiritd matriisin

2 4 -6
A=10 0 3
00 2

ominaisarvot ja -vektorit.

Vihje. Maple antaa ratkaisuksi:
> eigenvectors (A);

3
0.1, {[-2, 1, )], [2. 2, {[1, 0, 0] {o, ’ ]}]
Ratkaisu sivulla 310.

Luetellaan lopuksi lyhyesti joitakin ominaisarvojen ominaisuuksia.
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Méiritelmé 23.3.7 Neliomatriisin A = (a;;)nxn jélki (trace) on diagonaalial-
kioiden summa

3

tI'(A) = Akt -

k=1

Lause 23.3.8 Olkoon A = (a;;)nx, matriisi, jonka ominaisarvot ovat Ay, Ao, .. .,
Ap. Silloin

Q) Y ey Ak = tr(A) = D70 ane
b) HZ:l )\k = det(A)

¢) Kolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot.

Todistus. Harjoitustehtdavi. O

Lause 23.3.9 Olkoon A = (a;;)nx, matriisi.

a) A on singulaarinen jos ja vain jos silld on ominaisarvona 0.

b) Jos A on sd@nnollinen ja A on sen ominaisarvo, niin 1/ on kéddnteismatrii-
sin A~! ominaisarvo.

¢) Matriiseilla A ja AT on samat ominaisarvot.

Esimerkki 23.3.10 2x2-matriisista A tiedetidn, ettd sen jélki tr(A) = 3 ja omi-
naisarvoille pitee i—; = 3. Méiritd ominaisarvot.

Ratkaisu. Koska A\ + Xy = tr(A) = 3ja A1 = 3\, on Ay = 3 jasiten \; = 2.

Tehtava 23.3.11 Maple antaa Esimerkin 23.3.4 matriisin ominaisarvot ja omi-
naisvektorit kiaskylla
> eigenvectors(A);

muodossa
N IR NN RN e

Ovatko ndami oikein ja miten niitd pitdd tulkita?
Ratkaisu sivulla 311
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23.4 Ratkaisuja tehtiaviin

Tehtdva 23.3.6 : Lasketaan tuttuun tapaan:

2-2 4 —6
det(A=M)=| 0 0-X 3 |==A2-)2)’=0 < A\ =0Viy3=2.
0 0 2-2A

Ominaisarvot ovat siis Ay = 0 ja Ay 3 = 2.

1. Arvo A = 0:
(A-A)x=0 <= (A-0-I)x=0
2—0 4 -6 |0
<— 0 0-0 3 | 0
0 0 2—-0 |0
1 2 =3 |0
<= 00 310
00 210
T, = -—2s
= T9 = 5, SER
rs = 0

Ominaisvektorit ovat siis

2. Arvo A = 2:
(A-XN)x=0 <= (A-2)x=0
2—2 4 -6 |0
<— 0 0—2 3 | 0
0 0 2—-2 |0
0 4 -6 10
= 0 -2 310
0 2 010
04 —6 |0
<— 00 010
00 010
r1 = s, sER
< Ty = §t
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Ominaisvektoreihin tulee nyt kaksi vapaasti valittavaa parametria, ja ominaisava-
ruudeksi tulee kahden vektorin virittdma aliavaruus. Ominaisvektorit ovat siis

1 0
x=s|0]+t¢ % , s#0tait#0.
0 1

Tehtdva 23.3.11 : Seuraavassa Maple-laskua ominaisarvojen ja -vektoreiden las-
kemiseksi:

> restart; with(linalg);

> A := matrix([[1,-2,4],[3,-1,21,13,-3,411);
1 -2 4
A=13 -1 2
3 -3 4

> eigenvalues (A);

2.1+v6,1—v6

> eigenvectors (A);

[1+V%Jﬁ{EV%Jﬂqﬂml—v%Jﬂ{PévﬁlquJz1,4?Z,gﬂ

Kiskylld eigenvectors saadaan tiedoksi kolmikkoja
[ominaisarvo, kertaluku, ominaisavaruuden kanta]

Kantavektorijoukon Maple ilmoittaa luettelemalla vektorit vaakavektorimuodos-
sa.

Esitys ei kuitenkaan aina ole kovin eksplisiittinen, jos polynomiyhtilolld ei ole
rationaalijuuria. Jos antaa yhdenkin matriisialkion liukulukumuodossa (esim. 3.0),
Maple kiyttdd numeerista ratkaisumenetelmai.

Huomautus! Kannattaa aina tarkastaa tulokset laskulla Ax = A\x.
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Tarkastellaan nelidmatriisin A jakamista tekijimuotoon A = SDS™!, missid D
on diagonaalimatriisi. T#llaisessa jaossa nimittdin matriisin A ominaisarvot ovat
matriisin D diagonaalilla ja vastaavat ominaisvektorit matriisin S sarakkeina.

Osoitetaan, ettd esitys on nxn-matriisille A olemassa tdsmalleen silloin, kun sen
ominaisvektorit muodostavat avaruuden R™ kannan.

24.1 Ominaisarvot ja lineaarinen riippumattomuus

Lause 24.1.1 Jos Ay, A, ..., A\, ovat matriisin A € R"*" erisuuria ominaisarvoja,
niin niitd vastaavat ominaisvektorit x;, X», .. ., X, ovat lineaarisesti riippumatto-
mia.

Todistus. Induktiotodistus erisuurten ominaisarvojen lukumééréin p € N suhteen.
I1) p = 1: Koska x; # 0, on {x; } lineaarisesti riippumaton.
12) p = k (induktio-oletus): Olkoon viite tosi jollakin arvolla & > 1.

I3) p = k+1: Olkoot Ay, . . ., Ak, Ax11 matriisin A erisuuria ominaisarvoja, vektorit
X; vastaavia ominaisvektoreita ja

a1Xy + - apXg + o 1Xgpe1 = 0. (12)

Kertomalla tdimi puolittain matriisilla A ja ottamalla huomioon, etti kyseessa ovat
ominaisvektorit, siis Ax; = \;X;, saadaan matriisilaskusidint6ja kéyttden

a1 AiX) + -+ X + Q1 A1 X1 = 0. (13)
Vihennetéddn yhtélostd (13) yhtélo (12) kerrottuna luvulla Ag 1, jolloin saadaan
a1 (A — Agr1)x1 + -+ ap( A — Mpy1)xi = 0.

Koska induktio-oletuksen mukaan {xy, ..., X} on lineaarisesti riippumaton, ovat
kertoimet nollia:

011(>\1 — >\k+1) == ak(/\k — )‘k—i-l) =0.

Koska \; # A1 kaikillai < k41, ovat kaikki a; = - -+ = a = 0. Koska x5 1 #
0, on yhtélon (12) mukaan my0s a1 = 0. Néin on induktioaskel todistettu.

Induktioperiaatteen mukaan viite patee kaikilla p € N.

Obs! Mutta mité arvoja p voikaan todellisuudessa saada? O
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24.2 Diagonalisoituvuus

Miiritelmi 24.2.1 Neliomatriisi A € R™*" on diagonalisoituva, jos on olemas-
sa sellainen sdinnollinen matriisi S, ettd D := S~'AS on diagonaalimatriisi. Tal-
16in sanotaan, ettid S diagonalisoi matriisin A.

Lause 24.2.2 Matriisi A € R™™" on diagonalisoituva jos ja vain jos silld on n
lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

Todistus. 1) Olkoot sy, So, ..., s, lineaarisesti riippumattomia ominaisvektorei-
ta ja A, Ao, ..., A\, vastaavia ominaisarvoja. Olkoon D diagonaalimatriisi, jolle

d; = N\ kaikillaz = 1,2, 3,...,n. Muodostetaan ominaisvektoreista sarakkeit-
tain samassa jérjestyksessd matriisi S := (sy sy - - - s,). Silloin
AS = (ASl AS2 tee ASn) = ()\181 )\2S2 cee )\nsn>
A1 0
= (s1 s2 -+ 8,) = 9D.
0 An

Lauseen 11.3.1 mukaan S on sddnnollinen, joten voidaan ratkaista

D=S1SD=S"1AS.

2) Olkoon A diagonalisoituva ja S sdéinndllinen matriisi, jolle D := S7'AS on
diagonaalinen. Koska AS = SD, matriisin S sarakkeille s; on

ASj = djjsj kaikilla ] = 1, 2, 3, o, n.

Téten luvut \; := d;; ovat matriisin A ominaisarvoja vastaavina ominaisvekto-
reina sarakkeet s;. Koska S on sédinnollinen, ovat ominaisvektorit s; lineaarisesti
riippumattomia. O

Seuraus 24.2.3 Olkoon A € R™*™ matriisi.

a) Jos matriisilla A on n erisuurta ominaisarvoa, on A diagonalisoituva.

b) Jos matriisi S diagonalisoi matriisin A, niin A = SDS™!, missd D on diago-
naalimatriisi. Yleisemmin, matriisin A positiiviset potenssit ovat

A¥ = SDFS™L,

Todistus. a) Lauseet 24.1.1 ja 24.2.2. b) Induktiolla. O

Lauseen 24.2.2 todistuksesta voidaan poimia erds diagonalisointimetodi; ks. Kuva
42.
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Matriisin diagonalisointi. Olkoon A € R"*".

1. Lasketaan karakteristisen polynomin det(A — AI) = 0 juuret
eli ominaisarvot A1, Ag, ..., A,, lasketaan vastaavat (yhdet) omi-
naisvektorit X1, Xo, . .., X,,.

2.Jos {x1,Xa, ..., X, } on lineaarisesti riippumaton, (testi esimer-
kiksi determinantilla) asetetaan

A 0
D= Ao
0 Y
ja
S=(x1 x2 ... x).

Silloin A = SDS™1.

Kuva 42: Diagonalisointi ominaisvektorien avulla

a=(3 53)

ominaisarvot ovat \; = 1 ja Ay = —4. Eréit vastaavat ominaisvektorit ovat

a-(2) » ()

jotka ovat lineaarisesti riippumattomia. Erds diagonalisoiva matriisi ja vastaava
diagonaalimatriisi ovat

31 . 1 0
S':(l 2) ja D.:(O _4).

Esimerkki 24.2.5 2 x2-matriisi
1 1
Am ( ! 1)

ei ole diagonalisoituva; nimittdin sen ainoata ominaisarvoa 1 vastaava ominaisa-
varuus on {t(1 0)” | ¢ € R} ja siten silld ei ole kahta lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria.

Esimerkki 24.2.4 Matriisin
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Matriisi voi olla diagonalisoituva, vaikka sen ominaisarvot eivit ole erisuuria.

Esimerkki 24.2.6 Onko matriisi

3 —1 =2
A=12 0 =2
2 -1 —-1

diagonalisoituva?
Ratkaisu. Lasketaan ominaisarvot karakteristisen yhtédlon avulla:
det(A—A)=-XAXA=1P2=0 < \ =0 tai \y=1 tai \3=1.

Vastaavat ominaisvektorit (oikeastaan ominaisavaruudet) saadaan ratkaisemalla
yhtdloryhmiit:

1. Ominaisarvo A = 0:
1
Ax =0x <= x=t| 1|, teR.
1

2. Ominaisarvo A = 1:

1 0

Ax =1x <= x=1t|0 |+ u 11, t,ueR.
1 _1
2

Erids ominaisarvoa ( vastaava ominaisvektori on s; := (1 1 1)”. Ominaisarvoa 1
vastaa kaksiulotteinen ominaisavaruus, jonka virittévit esimerkiksi so := (10 1)7
jass := (0 2 —1)T. Muodostetaan niisti sarakkeittain matriisit

11 0 000
Si=(10 2| ja Di=[0 10
11 -1 00 1

Koska det(S) = 1 # 0 (tarkasta!), on saatu kolme lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria. Matriisi A on siis diagonalisoituva ja esimerkiksi S diagonalisoi
sen.

Tehtiva 24.2.7 Tarkasta, ettd Esimerkeissd 24.2.4 ja 24.2.6 todella on onnistunut
diagonalisointi.
Ratkaisusta sivulla 318.
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Esimerkeistd 24.2.5 ja 24.2.6 opimme, ettd jos ominaisarvot eivit ole kaikki eri-
suuria, ei diagonalisoituvuudesta tiedetd suoralta kiddeltd mitidin. Kuitenkin voi-
taisiin todistaa ominaisavaruuksista tieto, ettd ominaisavaruuden dimensio on aina
enintdidn vastaavan ominaisarvon kertaluku, ja sen avulla edelleen:

Lause 24.2.8 a) nxn-matriisi on diagonalisoituva jos ja vain jos eri ominaisar-
voihin liittyvien ominaisavaruuksien dimensioiden summa on n.

b) Jos matriisi on diagonalisoituva, niin diagonalisoiva matriisi saadaan ominai-
savaruuksien kantavektoreista.

Tehtiva 24.2.9 Diagonalisoi matriisi

_ = O ot
DN =~ O O
S Ww o O
w o o O

Ratkaisu sivulla 318.
Lasketaan lopuksi vield kompleksinen diagonalisointi.

Esimerkki 24.2.10 Diagonalisoi matriisi
1 2
A= (_2 1)

det(A— M) =X -2\ +5=0 <= M\o=1+2i.

Ratkaisu. I ominaisarvot:

II ominaisvektorit: 1. Arvo A\; = 1 + 2¢:

. 1 — (1+20) 2 | 0
(A—(1420))x =0 <= ( 9 1= (142) | 0
— (—21' 2 | 0> Ry
—2 —2i | 0) Ry
— (—2@' 2 | 0) R — R,
0 0 | 0 R2<—R2+iR1
— {—22’951 + 229 = 0
To = teC
=
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X1 :t(_l), t #0.

2. Arvolla A\, = 1 — 2¢ saadaan vastaavasti

X2:t<f>, t#O

Valitaan nyt diagonalisoivaksi matriisiksi S ominaisvektorisarakkeet ja diagonaa-
limatriisiksi vastaavat ominaisarvot:

(=i i\ .o (1420 0
S‘_( 1 1) JaD'_( 0 1-2@)
(=i i\[(14+2 0 5 5\

SD5 _( 1 1)( 0 1—2@)(—72‘ L) =4

Ominaisvektorit ovat

Silloin



24.3 Ratkaisuja tehtiviin

Tehtivi 24.2.7 : Tiytyy vain tarkastaa laskemalla, ettd yhtdlo A = SDS~! toteu-
tuu.

Tehtidvi 24.2.9 : Koska A on alakolmiomatriisi, ndhdéin heti, ettd luvut \; = —3
ja A2 = 5 ovat kaksinkertaisia ominaisarvoja. Ominaisavaruudet (laske!)

.

0 0
0 0
E ;3 = s| 4 +1 0 s,t € R

[ \0 1

(/-8 —16

4 4

By = S 1 +t 0 s,teR
L 0 1

ovat kaksiulotteisia ja niiden dimensioiden summa 2 + 2 = 4 = neliomatriisin A
dimensio. Asetetaan siis

3 000 00 —8 —16
0 =3 00| . 00 4 4
D=1 o050 #°5=10 1 o
0 00 5 01 0 1

Tarkasta, etti todella SDS~! = A !
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25 SYMMETRISET MATRIISIT
JA SPEKTRAALILAUSE

Tamin luvun pddméaardnd on pohjustaa neliomuotojen
n n
E E Cl'jill'il'j
j=1 i=1

teoriaa ja luokittelua. Luvussa 26.1 nidhdién, ettd jokainen reaalinen neliomuo-
to voidaan esittii symmetrisen reaalimatriisin avulla muodossa x* Ax, joten riit-
tdd tarkastella reaalimatriiseja A, joille A = AT Osoitetaan aluksi, etti tillaisen
matriisin ominaisarvot ovat aina reaalisia ja vastaavat ominaisavaruudet pareittain
ortogonaalisia.

25.1 Symmetrisen matriisin ominaisarvoista

Olkoon z kompleksiluvun z = a + b liittoluku eli kompleksikonjugaatti, ts. z =
a — ¢b. Silloin tunnetusti

4) zeR <<= 2z2=7Z < Imz=0.

Kompleksiselle vektorille z = (z; 29 - - - zn)T € C" merkitidin z vektoria, jossa
koordinaatit z; on konjugoitu, ts.

Z=(21% - Z,) € C™.

Silloin z” z on reaalinen, ja
n n
ZTZ = E Ziz; = E ‘Zi|2 > 0.
i—1 i—1

Kompleksisille matriiseille ja vektoreille pitevit mm. tulon konjugointisddnnot

ax=ax, Ax=Ax, AB=AB, aA=aA
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Tehtiivi 25.1.1 a) Todista, etti Ax = AX.

b) Todista, ettd jos A € R"*™ ja )\, x ovat sen ominaisarvo ja vastaava ominais-
vektori, niin A, X ovat my0s sen ominaisarvo ja ominaisvektori.
Ratkaisu sivulla 324.

Lause 25.1.2 Olkoon A € R™*" symmetrinen matriisi, A\ € C sen ominaisarvo
jax € C" vastaava ominaisvektori, ts. Ax = Ax. Silloin

a) X! Ax on reaalinen.

b) A on reaalinen.

Tehtiva 25.1.3 Todista Lause 25.1.2.
Ratkaisu sivulla 324.

25.2 Spektraalilause symmetrisille reaalimatriiseille

Lause 25.2.1 Jos A € R™*" on symmetrinen, ovat kahden eri ominaisarvon omi-
naisavaruudet keskendidn ortogonaalisia (ks. Madritelma 21.1.7).

Todistus. Riittdd todistaa, ettd eri ominaisarvoihin liittyvit vektorit ovat kohtisuo-
rassa keskendin.

Olkoot A\; # Ao symmetrisen reaalimatriisin A € R™*"™ ominaisarvoja ja vy, vy
vastaavia ominaisvektoreita. Silloin

A (v, Vo) = ()\vl)TV = (Avy)Tvy = (vlTAT)VQ = vlT(AVQ)

9 =
= V?()\2V2) = >\2V¥1V2 = )\2 <V1, V2> .

Koska A\; # ), ja edellisen mukaan (\; — Ag) (vy, vo) = 0, on oltava (vy,vy) =0
jasiten vy Lvy. O

Spektraalilause 25.2.2 Symmetrisen matriisin A € R™*" ominaisvektoreista
voidaan muodostaa avaruudelle R" ortonormaali kanta. Erikoisesti symmetrinen
matriisi on diagonalisoituva.

Todistus. Osittain perusteltu edelld. Yksityiskohdat sivuutetaan. O

Spektraalilauseen takaaman ortonormaalin kannan avulla pddsemme esittiméin
neliomuodon x’ Ax sekatermittdmissid muodossa sopivalla koordinaatiston vaih-
dolla:
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Lause 25.2.3 Olkoon A € R™*" symmetrinen matriisi. Valitaan diagonalisoivak-
si matriisiksi ortonormaaleista ominaisvektoreista e, koostuva matriisi S ja olkoon
D := S7!'AS, jonka diagonaalilla ovat vastaavat ominaisarvot \; = d;;. Tilloin
E' = {é€],... €} on avaruuden R™ ortonormaali kanta. Jos vektorin x € R"
koordinaattivektori kannassa F’ on x’, niin

x'Ax = xTDx' = MNP + - 4+ N2
Todistus. Ortogonaalinen matriisi S on siirto kannasta £’ luonnolliseen kantaan,
ts. Sx’ = xja S7!'x = x'. Koska S~ = ST, on
xT = (8Tx)T =x'8S.

Siis
x'Ax = x'SDS 'x = x""Dx’.

25.3 Symmetristen matriisien luokittelu

Mairitelmé 25.3.1 Symmetrinen matriisi A € R™*" on
a) positiivisesti definiitti, jos x* Ax > 0 kaikilla x # 0.
b) negatiivisesti definiitti, jos x Ax < 0 kaikilla x # 0.

¢) positiivisesti semidefiniitti, jos x! Ax > 0 kaikilla x € R" ja y? Ay = 0
jollakin y # O,

d) negatiivisesti semidefiniitti, jos x' Ax < 0 kaikilla x € R" ja y’ Ay = 0
jollakin y # 0,

e) indefiniitti, jos on olemassa y, z € R", joille y’ Ay > 0jaz’ Az < 0.

Lause 25.3.2 a) Symmetrinen matriisi A € R"*" on positiivisesti (vast. negatii-
visesti) definiitti jos ja vain jos sen kaikki ominaisarvot ovat aidosti positiivisia
(vast. aidosti negatiivisia).

b) Symmetrinen matriisi A € R"*" on positiivisesti (vast. negatiivisesti) se-
midefiniitti jos ja vain jos sen kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia (vast. ei-
positiivisia) ja ainakin yksi ominaisarvo on 0.

¢) Symmetrinen matriisi A € R™*" on indefiniitti jos ja vain jos silld on aidosti
positiivisia ja aidosti negatiivisia ominaisarvoja.

Todistus. Seuraa suoraan Lauseen 25.2.3 esityksestd. O
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25.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtdava 25.1.1 : Olkoot A € (C”X"_ja x € C". Silloin Ax € C", samoin sen al-
kioittainen kompleksikonjugaatti Ax € C". Vastaavasti matriisin A alkioittainen
konjugaatti A € C"*" jax € C", jatulo Ax € C".

a) Riittid siis ndyttid, ettd vektoreilla Ax ja AX on samat vastinalkiot. Vektorin
Ax alkiot ovat summia Z?Zl a;;z, 1 =1,2,3,...,n,jasiten vektorin Ax alkiot

n n n
E QijT; = E Qi; T = E aijfja 1=1,2,3,...,n,
Jj=1 j=1 j=1

kompleksilukujen laskusédntdjen 1) ja 2) nojalla (Luvun 25.1 alkupuoli). Mutta
toisaalta luvut Z?Zl a;; T; ovat vektorin AX vastaavia alkioita.

b) Koska A on reaalinen, on A = A. Kohdan a) ja ominaisarvoyhtilon nojalla

AX = A

ol

= Ax = \x = \X,

ja siten \ ja X ovat matriisin A ominaisarvo ja ominaisvektori.

Tehtdvd 25.1.3 : a) Osoitetaan reaalisuus yhtidlolld z = z. Viite seuraa kédytden
tulon konjugoinnin laskusidint6jd, matriisin A reaalisuutta ja sitd, ettd muunnelta-
vana on koko ajan luku (muotoa x? Ax; sen transponointi ei vaikuta mitéin):

I Ax = X AX = xTAX = (xTAX)T = xTATx = X7 Ax.
b) Edellisen nojalla X Ax on reaalinen. Koska toisaalta reaalinen
%' Ax =X (\x) = \X'x,

missd myos X! x on reaalinen ja # 0, koska x # 0, on oltava \ € R.
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26 NELIOMUODOISTA

26.1 Neliomuoto

Miiritelmé 26.1.1 Polynomeja

P(x) = P(xy,...,x,) = Z Cij Ty,
ij=1

missd ¢;; € R, sanotaan avaruuden R" neliomuodoiksi (quadratic form).

Jokainen neliomuoto saadaan aikaan neliomatriisin avulla seuraavasti:

Ci1 Ci2 -+ Cin T
T2
T Ca1 €22
x'Cx = (r129 -+ ) )
Cnl . e e Cnn an
2
€117 + Cciex1x2 + ... + CipTi1T,
+ coxox1 + cmx% + ...+ ConXaxn,
2
+ CTpT1 + CpaTpxz + ...+ CppTy,
n
= E Cz‘jl’il’j
ij=1

Esityksestd ndhdiddn myds, ettd sama neliomuoto saadaan aikaan symmetriselld

matriisilla C" = (¢}, )nxn, jolle
c; = ¢ kaikilla i =1,2,...,n
;= 3(ciy+cji) kaikilla i # j.

Koska xTCx = xT C'x riittii tarkastella symmetristen matriisien méériimii ne-
lidmuotoja.

Esimerkki 26.1.2 Esitd neliomuodot
a) P(x) = P(x1,22) = 223 + b 19 — T3
b) Q(x) = Q(x1, 22) = 223 — 1115 + 13

symmetrisen matriisin avulla.
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Ratkaisu. Haetaan sopivat symmetriset matriisit:

0 r0 = xa=(a =) %)(0)

b) Qx) = XTBX:(xl x2)<

N NI

Tehtiva 26.1.3 Esitd neliomuoto
P(Q},y,Z) = xQ + 51/2 + 522 - 4xy — 6yZ +4xz

symmetrisen matriisin avulla.
Ratkaisu sivulla 327.

26.2 Neliomuotojen luokittelu
Maaritelma 26.2.1 Avaruuden R” neliomuoto P on

a) positiivisesti definiitti, jos P(x) > 0 kaikilla x # 0.

b) negatiivisesti definiitti, jos P(x) < 0 kaikilla x # 0,

¢) positiivisesti semidefiniitti. jos P(x) > 0 kaikilla x € R" ja P(y) = 0
jollakin y # 0.

d) negatiivisesti semidefiniitti, jos P(x) < 0 kaikilla x € R" ja P(y) = 0
jollakin y # 0.

e) indefiniitti, jos on olemassa y, z € R, joille P(y) > 0ja P(z) < 0.

Esimerkki 26.2.2 Maiiritd neliomuotojen (ks. Esimerkki 26.1.2)

a) P(x) = P(xy,13) = 222 + bay19 — T2

b) Q(x) = Q(x1,72) = 227 — 1179 + 73

tyypit.

Ratkaisu. Helposti nihdédn, ettd P saa sekd positiivisia ettd negatiivisia arvoja;

esimerkiksi
P(1,0)=2>0 ja P(0,1)=-7<0,

joten se on indefiniitti. Mutta

Q(x) = 2z —mwo+a; = 1327+ (321)° —2(321 )wa+a3 = Lo+ (321 —12)° > 0

ja Q(x) = 0 vain kun x = 0. Se on siis positiivisesti definiitti.
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Huomautus 26.2.3 Olkoon P avaruuden R" nelidmuoto esitettynd symmetrisen
matriisin avulla muodossa P(x) = x Ax. Neliomuodon tyypin tarkastelun voi
palauttaa matriisin A tyypin tutkimiseen, silld P on Méiritelmin 26.2.1 tyyppid
X jos ja vain jos A on Miiritelmén 25.3.1 tyyppid X. Voidaan siis kdyttdd mm.
Lauseita 25.2.3 ja 25.3.2.

Seuraus 26.2.4 Olkoon P(x) = x Ax nelidmuoto, missi A € R™ ™ on symmet-
rinen. Olkoon E' = {e},€),..., e} } matriisin A ominaisvektoreista muodostettu
ortonormaali kanta ja vastaavat ominaisarvot A, Ao, . . ., A,, matriisin D diagonaa-
lilla. Jos vektorin x € R"™ koordinaattivektori kannassa £’ on x’, niin

P(x) = xTAx = X" Dx' = \a? + Xoa? 4 -+ + Az,

Todistus. Lause 25.2.3. O
Esimerkki 26.2.5 Mitd tyyppid on neliomuoto
P(z,y,2) = 2° 4+ 5y* + 52% — 4wy — 6yz + 4xz?

Ratkaisu. Tehtédvissd 26.1.3 muodostettiin symmetrinen matriisi A, jolle P(x) =
x! Ax. Sen ominaisarvot:

det(A—AX)=| —2 5—-X =3 |=0

— M4+ 1N-18\=0 < A=0taiAx=2tai \=9.

Ominaisarvot ovat ei-negatiivisia ja erds niistd on 0, joten P on Lauseen 25.3.2
mukaan positiivisesti semidefiniitti.

Tehtidva 26.2.6 Mité tyyppid ovat neliomuodot

a) 3x? — 4w 79 + 623 ?

b) —z? — 4139 + 523 + 2w9w3 + 223 — 27173 ?

Ratkaisut sivulla 334.
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\
\

\\y
W
NN
\§§§\§“\\
AR
NN

LY
l,,'l'
ey
24

{7
lll
9%
it

NS

Positiivisesti semidefiniitti

Kuva 43: Neliomuotojen perustyyppeji

Negatiivisesti semidefiniitti

Olkoon P neliomuoto avaruudessa R™. Koska P(0) = 0, on funktiolla P pie-
nin arvo 0 origossa jos ja vain jos P on positiivisesti definiitti tai semidefiniitti.

Kuvassa 43 on erilaisia (kahden muuttujan) neliomuotojen graafisia esityksia.

Sovellus diiriarvojen luokitteluun

Esimerkki 26.2.7 Kolme kertaa jatkuvasti derivoituvan (oikeastaan riittdisi kak-
sikin) funktion F' : R™ — R mahdolliset lokaalit dédriarvopisteet ovat sen 1. de-
rivaattojen yhteiset nollakohdat. Jos x, on mahdollinen ddriarvopiste, niin mééri-
telldén nk. Hessen matriisi H(xo) = (h;;), missd

Silloin xq on funktion F'

a) lokaali minimi, jos H(x) on positiivisesti definiitti,
b) lokaali maksimi, jos H (x() on negatiivisesti definiitti,

c) satulapiste (siis ei dédriarvopiste), jos H(xg) on indefiniitti.

O*F

hij = M(Xo)-

(Ludwig Otto Hesse, Saksa, 1811-1874)
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26.3 Paaakseliongelma
Miéritelmi 26.3.1 Olkoon A € R™*" symmetrinen matriisi, B € R'*" vaaka-
vektori ja o € R. Muotoa

x'Ax + Bx+a =0

oleva yhtilo on avaruuden R" nelioyhtdlo. Niiden pisteiden x € R" joukkoa, jotka
toteuttavat kyseisen yhtdlon, sanotaan neliopinnaksi.

Esimerkki 26.3.2 Tason nelidyhtdlé on muotoa

az? + 2bxy + cy* +dx +ey+ f =0, (14)

() (5 DGt ay) =0

Yhtilon (14) nelidpinta on kartioleikkaus. Jos yhtilolld (14) ei ole reaalisia ratkai-
suja, kartioleikkausta sanotaan imaginaariseksi; jos ratkaisujoukko on piste, suora
tai kaksi suoraa, kartioleikkaus on degeneroitunut; muita kutsutaan tissi varsinai-
siksi kartioleikkauksiksi.

eli

Varsinaisten kartioleikkausten perustyypit ovat

o 22 2

ellipsi el + @ =1
a2 2

hyperbelit pehe @ ==+1

paraabelit z* = aytai y* = Bz

Ellipsi, jolle a = (3 on ympyrd. Ellipsit ja hyperbelit ovat keskipisteellisid kayriad
ja paraabeli on keskipisteeton.
Mikili termin zy kerroin = 0, kartioleikkaus voidaan muuntaa joksikin néistd
koordinaattiakselien suuntaisilla siirroilla; algebrallisesti tima tarkoittaa nelioiksi
tdydentdamistd.
Esimerkki 26.3.3 Miti kiyrii esittdd yhtilo 922 — 182 + 4y? + 16y — 11 = 0?
Ratkaisu. Muodosta 9(z? — 2z + 1) + 4(y* + 4y + 4) — 11 = 9 + 16 saadaan

(z—-1? (W+2? _

2 3

Kiyri on ellipsi keskipisteend (1 —2)7 ja puoliakseleina 2 ja 3.

1.
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Ongelma. Millainen ratkaisukéyré on yleiselld yhtéalolla

az® + 2bxy + cy* +dr + ey + f = 0?

Ratkaisun péipiirteet (vrt. Seuraus 26.2.4): Matriisimuodon

() (5 )G vt o) r=0

neliomuoto-osan symmetrinen matriisi A diagonalisoidaan etsimilld sen ominai-
sarvot A\, Ay ja muodostamalla ominaisvektoreista ortogonaalinen diagonalisoiva
matriisi @Q; tilloin ominaisarvot ovat matriisin D := QT AQ diagonaalilla. Jos
x’ ja iy ovat koordinaatit ominaisvektorien muodostamassa kannassa, niin yhtdlo

menee muotoon
AN x x
<y,) D(y,)+(d e)Q(y,)+f=0,

jossa ei ole sekatermid x’y’. Kun yhtélo lopuksi tdydennetddn nelidiksi, saadaan
yhtdlo perustyypin kartioleikkausmuotoon matriisin () sarakkeiden madrddiméassi
nk. pddakselikoordinaatistossa.

Esimerkki 26.3.4 Millaista kiyrid esittdd

322 + 2xy 4+ 3y* — 8 = 07?

Ratkaisu. Neliomuoto-osan symmetrisen matriisin

()

ominaisarvot ovat 2 ja 4. Vastaavista normitetuista ominaisvektoreista muodostet-
tu matriisi ja ominaisarvoista muodostettu diagonaalimatriisi ovat

1

11
@:=<_“£ i) i p=aag=(; )
V2 V2

Koska 1. asteen termit puuttuvat, on kyseessd vain koordinaatiston kierto, joten
padakselikoordinaatiston origo on sama kuin luonnollisen koordinaatiston. Yhtilo
saadaan siten suoraan pidakselikoordinaatistoon muodossa

x/Q y/2

_+_
22 R

Kyseessi on origokeskinen ellipsi puoliakseleina 2 ja v/2, kierrettyni kulman 7 /4
myotipdivadn, ks. Kuva 44.

227 +4y? =8 el =1.
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y-akseli
o

x—akseli

Kuva 44: Ellipsi 322 + 22y + 3y> — 8 =0

Esimerkki 26.3.5 Millainen on kéyrd
8y? + 6xy — 122 — 26y + 11 = 0?

()

ominaisarvot ovat Ay = 9ja \y = —1.

Neliomuoto-osan matriisin

Ominaisarvomatriisi D ja normitettujen ominaisvektorien matriisi () ovat

1 _
Q:_\/_l_O(é i’) ja D:-(g _(1)>
Yhtélo saadaan kierretyssd koordinaatistossa K muotoon
A x!
(y,) D(y,) +(-12 —26)Q(y,) +f=0

— 927 — 9v102' — y* + V10y' + 11 = 0.

Tdydennetddn nelidiksi:

9(3:’—@) —(y'—@) =09.
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Yhtilo esittdd siis hyperbelid ja sen yhtilo piaidakselikoordinaatistossa K on

112
" Yy
T 2

e
Pidakselikoordinaatiston origo on pisteessi

o)

-1
2
ja koordinaattiakseleina suorat (ks. Kuva 45)

(o) e (P Yes

= 1.

1

10

‘ — ‘
Hyperbeli 8y 2+ 6xy ~12¢- 26y +11=0
!/

y—akseli

x—akseli

Kuva 45: Hyberbeli 8y + 6xy — 122 — 26y + 11 =0



26.4 Ratkaisuja tehtiaviin
Tehtdvid 26.1.3 : Olkoot z; = x, x9 = y ja x3 = 2. Silloin
P(X> = T1x1 — 2$1I2 + 25511'3 - 2$2$1 + 5.1’233‘2 — 31‘25(,’3 + 2$3I1 — 3$3$2 + 51’31’3

jonka kertoimista poimitaan matriisiksi

1 -2 2
A= -2 5 —3
2 -3 5

Tehtdvid 26.2.6 : a) Symmetrisoidun matriisin

(37

ominaisarvot ovat aidosti positiiviset 7 ja 2, joten nelidmuoto on positiivisesti de-
finiitti.

b) Neliomuoto voidaan esittdd symmetrisen matriisin

-1 -2 -1
A= -2 5 1
-1 1 2

avulla. Matriisin ominaisarvot ovat (laske!) 6, V3 ja _\/5, joten nelidmuoto on
Lauseen 25.3.2 mukaan indefiniitti.
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A LIITE: Algebrallisista rakenteista

A.1 Ryhma

Abstraktissa algebrassa tutkitaan mm. joukon sisédisten laskutoimitusten ominai-
suuksia, kuten sitd onko laskutoimituksella seuraavia ominaisuuksia:

1) vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus: a o b = b o a kaikilla a,b € A
2) liitinndisyys eli assosiatiivisuus: (a0 b) oc = ao (bo ¢) kaikilla a,b,c € A

3) joukossa A on neutraalialkio eli nolla-alkio e € A, jolle aoe = ajaeoa = a
kaikillaa € A

4) (olettaen, ettd joukossa A on neutraalialkio e¢) jokaisella alkiolla on vasta-
alkio, so. kutakin a € A vastaa sellainen alkio b, € A, etti a o b, = ¢ ja
booa=e.

Algebrassa kiytetddn mm. seuraavia nimityksid: Pari (A, o) on ryhmd (group),
jos se toteuttaa ehdot 2 — 4. Pari (A, o) on vaihdannainen eli Abelin ryhmdi, jos
se toteuttaa ehdot 1 — 4. Voidaan osoittaa (vrt. Lause 9.4.1), ettd ryhmin alkioista
tasmaélleen yksi on neutraalialkio ja ettd kullakin alkiolla on yksi ja vain yksi vasta-
alkio.

Esimerkki A.1.1 Adrellisessi joukossa laskutoimitus voidaan antaa esimekiksi
taulukolla. Tutkitaan, mitkd ryhmén ominaisuudet ovat voimassa seuraavien tau-
lukkojen joukossa A := {0, 1} médrdédmien operaatioiden suhteen:

01 o0 1

00 d 0]0 1

10 111 1

0 1 0 1
01 0 2
10 10

= O] 0
= O| O
— O| O

Ratkaisut. a) Voimassa kaikki 1-4. b) Ei laskutoimitus lainkaan! ¢) Ei mikédin
kohdista 1-4. d) Voimassa 1-3, neutraalialkio on 0, mutta alkiolla 1 ei ole vasta-
alkiota.

Esimerkki A.1.2 Midrittele joukossa { —1, 0, 1} laskutoimituksen o tulokset niin,
ettd syntyy ryhmi:

| of-t] O] 1]
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Esimerkki A.1.3 Yksialkioisessa joukossa voidaan mééritelld vain yksi laskutoi-
mitus (miten?) ja ndin saadaan Abelin ryhmai. Oletetaan, ettd joukossa A on aina-
kin kaksi alkiota. Silloin Esimerkin 9.1.2

a) vakiolaskutoimitus on vaihdannainen ja liitdinndinen, mutta ominaisuudet 3 tai
4 eiviit ole voimassa (todista!).

b) projektiot eivit ole vaihdannaisia, mutta ovat liitdnniisid. Onko niilld neutraa-
lialkio? Jopa vasta-alkiot?

Esimerkki A.1.4 Esimerkin 9.1.3 laskutoimitus min on vaihdannainen ja liitin-
nidinen, muttei toteuta ehtoja 3 — 4. Kohdan b) laskutoimitus | on vaihdannainen.
Onko se liitdnndinen? Toteuttaako se ehdon 3 tai 4?

Esimerkki A.1.5 a) Yhteenlaskulla joukossa N ei ole neutraalialkiota, mutta jou-
kossa Ny on, nimittdin luku 0. Kummassakaan ei ole vasta-alkioita. Yhteenlasku
on jopa Abelin ryhmi joukoissa Z, Q, R ja C.

b) Kertolaskulla varustettuina joukot Q\ {0}, R\ {0} ja C\{0} ovat Abelin ryhmii,
joiden neutraalialkio on luku 1 ja luvun a # 0 vasta-alkio on sen kéénteisalkio %

Tehtiva A.1.6 Mitkd ehdoista 1 — 4 ovat voimassa kertolaskulle joukoissa N, Z,

Q?
Esimerkki A.1.7 Joukossa Z, = {0, 1,2, 3} modulo-yhteenlasku
m @ n = (m+n)mod4
on sisdinen laskutoimitus, joka tuottaa Abelin ryhmén.
Esimerkki A.1.8 Joukossa Z; \ {0} = {1, 2, 3,4} on modulo-tulon
m©®n = (mn)modb
maiirittelemi ryhmérakenne.

Esimerkki A.1.9 Olkoon S joukon Zs3 := {0, 1,2} kaikkien jérjestettyjen kol-
mikkojen (m, n, p) joukko; siis S = Z3. Joukko S varustettuna koordinaateittai-
sella modulo 3-yhteenlaskulla on Abelin ryhma.



338 A LITE: ALGEBRALLISISTA RAKENTEISTA

A.2 Kunta

Oletetaan, ettd ryhmissé(ks. Liite A.1) (A, o) on médritelty myos toinen, kerto-
laskun kaltainen laskutoimitus . Télloin kédytetdédn yleensd seuraavia merkintoja:

o:n neutraalialkio 04 on nolla-alkio, alkion a vasta-alkiota merkitddn —a

*:n neutraalialkio 14 on ykkosalkio, alkion a vasta-alkiota sanotaan kddin-

teisalkioksi ja merkitiin a L.

Miiritelma A.2.1 Kolmikko (K o, %) on kunta (field), jos yhteenlaskuksi kut-
suttu operaatio o ja kertolaskuksi kutsuttu * toteuttavat seuraavat aksioomat:

k1) Pari (K, o) on Abelin ryhmi (merkitdin nolla-alkiota 0).
k2) Kertolasku on vaihdannainen ja liitdnniinen.

k3) Yhteen- ja kertolasku toteuttavat yhdessi osittelulait eli ovat distributiivisia;
so. kaikilla a, b, ¢c € K on

ax(boc) = (axb)o(axc),

(aob)xc = (axc)o(bxc).

k4) Kertolaskulla on neutraalialkio (mekitédén sitd symbolilla 1).

k5) Jokaisella a € K \ {0} on kertolaskun suhteen vasta-alkio (kaénteisalkio,
merkitiin) a1, jolle siis a * a=! = 1.

Esimerkki A.2.2 Joukot Q, R ja C varustettuina yhteen- ja kertolaskulla ovat
mitd ilmeisimmin kuntia.

Huomaa, ettd ehdoista k2, k4 ja k5 seuraa, ettd (K \ {0}, *) on Abelin ryhm4,
jonka neutraalialkio on tuo 1.

Muita kuntia esitellddn algebran kursseilla; tdssd kuitenkin pari esimerkkid dédrel-
lisistd kunnista:

Esimerkki A.2.3 Reaalilukujen osajoukko {0, 1} varustettuna seuraavien taulu-
koiden mukaisilla yhteen- ja kertolaskuilla on kunta:

© |0 1 ©|0 1
001 00 0
110 10 1

Miki onkaan sen nolla-alkio, mikd ykkosalkio? Mitkd ovat vasta-alkiot, mitkd
kéaianteisalkiot?
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Itse asiassa ylld oli esilld suppein mahdollinen kunta, vain kaksialkioinen.
Esimerkki A.2.4 Joukossa Z; = {0, 1, 2} miériteltyjen operaatioiden (vrt. A.1.8)

mén = (m+n)mod3

m®n := (mn)mod3
kanssa kolmikko (Z3, @, ®) toteuttaa kunnan aksioomat.

Esimerkki A.2.5 Joukossa Zs; = {0,1,2,3} mddriteltyjen operaatioiden (ks.
A.1.7)

m@&n = (m+n)mod4

m®n := (mn)mod4

kanssa kolmikko (Z4, &, ®) toteuttaa useimmat kunnan aksioomista, mutta ei
kaikkia; mité ei?

Algebrassa ndytetddn, ettd Z, = {0, 1,2,3,... p—1} on kunta jos ja vain jos p on
alkuluku, p = 2,3,5,7,11,13, . ... Muilla arvoilla renkaaseen tulee nollantekijoi-
td eikd kaikilla alkioilla voi silloin olla kddnteisalkioita. Esimerkiksi renkaassa 7,
on2-2=4mod4 = 0.
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