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Merkinnat

Kurssilla kidytetddn mm. seuraavia vakiintuneita logiikan, joukko-opin ym.

merkintoja:
-V, A, =, & ei, tai, ja, seuraa, yhtapitava
4,V on olemassa, kaikilla
€, 2 kuuluu joukkoon
C tai C osajoukko, aito osajoukko
U, U, U2y, User yhdisteité
N, My, N2y, Nier leikkauksia
27 D ity Doiets Dier summia
A\ komplementti, erotus
X joukkojen tulo
xRy x relaatiossa y:hyn
SoR yhdistetty relaatio (funktio)
f:A—B kuvaus A:lta B:lle
z— f(z) x kuvautuu alkiolle f(x)
P(A) potenssijoukko
n(A) A:n alkiomé&ara
P(A) todennékdisyys
= madritellaan
N:={1,2,3,...} luonnolliset luvut
No:=1{0,1,2,3,...} perusluvut
[0] :=0 lukuméérajoukko:
n] :={1,2,3,...,n} josneN
Z kokonaisluvut
Q rationaaliluvut
R reaaliluvut
R™ :={(z1,29,...,2,) | 2x € R} euklidinen n-ulotteinen avaruuus
la, b, [a,b] avoin, suljettu vali
la,b], [a,b] puoliavoimet vlit



1 VERKOISTA

Téassé Luvussa tutkimme matemaattisia rakenteita, joilla on hyvin keskeinen
merkitys nykyelaméssé, vaikka itse infrastruktuuri onkin usein piilossa.
Perinteisia verkkojen sovellusalueita ovat olleet mm. tieston ja vesiston,
puhelin- ja sdhkdverkkojen sekd putkistojen mallitus. Uudempia verkkoina
esitettavissa olevia struktuureja ovat esimerkiksi integroidut piirit ja mikro-
prosessorit, tietokoneohjelman vuokaaviot, yrityksen henkilostostruktuurit,
tietopankit, internet ja talouselamén rakenne.

1.1 Mita matemaattiset verkot ovat?

Verkko eli graafi koostuu pisteista eli solmuista ja naitd mahdollisesti yhdis-
tavistd kaarista tai suunnatuista kaarista eli nuolista.

e Suuntaamaton verkko soveltuu sellaisten struktuurien malliksi, joissa
materia tai informaatio voi liikkua kahta kohdetta yhdistévassa véli-
neessi kumpaan suuntaan tahansa.

e Suunnattua verkkoa kiytetddn mallina struktuureissa, joissa liikenne
kahden solmun vililla saattaa olla yksisuuntaista.

e Painotettu verkko voi olla kumpaa tahansa edellisista tyypeisté, ja sii-
né on liséksi solmuilla, kaarilla tai nuolilla jotkin painokertoimet, esi-
merkiksi kaarilla pituudet tai solmuilla térkeyskertoimet.

Tarkat méadritelmét esiintyviat myohemmin (ks. Luvut 1.2, 1.3 ja 1.4).

1.1.1 Verkkoteorian synty

Verkkojen tutkimuksen katsotaan alkaneen nk. Konigsbergin (nykyisen Ve-
najan Kaliningrad) sillat-ongelmasta 1700-luvulla:

Kaupungin lapi virtaa Pregel-joki, jossa on perdakkain kaksi saar-
ta, A ja B. Saaresta A on kaksi siltaa ja saaresta B yksi silta mo-
lemmille rannoille. Saaret yhdistda toisiinsa yksi silta, yhteensé
siis 7 siltaa. Kaupunkilaisia askarrutti se, onko mahdollista tehda
kévelyretki, jonka aikana kukin silta ylitetdan tasan kerran?

Asiaa tiedusteltiin kuuluisalta sveitsilaiselta matemaatikolta Leonhard Eule-
rilta, joka todisti, ettei ratkaisua ole. Eulerin alkuperdinen péaattely oli seu-
raava:
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Kuva 1: Koénigsbergin sillat 1700-luvulla

Montako kertaa kédvelija kiy retken aikana saarella A? Jos hén
kéy kerran, kahdesti tai kolmesti, han kiyttaa vastaavasti 2, 4 tai
6 siltaa, joiden toinen pai on kyseiselld saarella. Mutta siltoja
onkin 5!

Euler kiinnostui tdménkaltaisista ongelmista enemmaénkin ja néin syntyi uusi
matematiikan haara, verkkoteoria, jossa tutkitaan solmujen ja niita yhdista-
vien kaarien muodostamien rakenteiden ominaisuuksia. Esimerkiksi Konigs-
bergin sillat-ongelma voidaan tulkita verkoksi sopimalla rannat ja saaret sol-
muiksi ja sillat kaariksi, ks. Kuva 2.

AN
NV

Kuva 2: Konigsbergin sillat verkkokaaviona
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1.2 Suuntaamaton verkko

Suuntaamattomassa verkossa emme kiyta jarjestettyjd pareja, koska niihin
liittyy luonnollisella tavalla suunta.

Maaritelma 1.2.1 Joukon X jarjestamdaton eli ei-jarjestetty tulo on sen
jarjestaméttomien parien (xq,x2) joukko

X&X:{<ZE17$2> | T1,T9 GX}

Maaritelma 1.2.2 Kolmikko (X, E, ¥) on suuntaamaton verkko eli graafi
((undirected) graph, multigraph), jos X # () ja E ovat joukkoja ja ¥ : E —
X & X on kuvaus.

Nimityksia:
solmu (vertex, node) = joukon X alkio
kaari tai vali (edge, link, arc) = joukon E alkio
vastaavuuskuvaus = funktio ¥

Jos W(e) = (z,y), kiytetdén sanontoja:
e 1 ja y ovat kaaren e pditd
e kaari e yhdistdd solmut x ja y
e kaari e liittyy solmuihin z ja y
e solmut x ja y liittyvat kaareen e.

Kaksi solmua ovat vierekkdisid (adjacent), jos ne ovat saman kaaren paita.
Kaksi kaarta ovat

e rinnakkaisia (parallel), jos niilla on yhteiset pat.
e vierekkdisid, jos niilld on ainakin yksi yhteinen péa.

Jos W(e) = (x,z), on kaari e silmukka eli luuppi.

Solmun x € X asteluku (degree) dg(x) on solmuun liittyvien kaarten méaéré,
kun silmukan liittyminen otetaan kaksinkertaisena.

Solmu z € X on erillinen tai eristetty (isolated), jos dg(z) = 0.

Esimerkki 1.2.3 Olkoon G = (X, F, V), missi
X = {x, 29, 73}

E = {ej,eq,e3,64}

U(er) = Y(ey) := (w1, 73)

U(es) := (x1, 1)
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U(ey) := (x1,x9).
¢ G

€4

T2 €3

Kaaren ey paat ovat x; ja xo. Solmuun x3 liittyvit kaaret e ja es.

Asteet: dg(z1) = 5, da(z2) = 1 ja dg(xs) = 2.

Kaaret e; ja e; ovat rinnakkaisia ja vierekkéiisié, kaaret e; ja eg vierekkaisia.
Verkossa on yksi silmukka eiké lainkaan erillisid solmuja.

Verkon G sanotaan olevan
e degeneroitunut eli surkastunut, jos £ =0,
e ddrellinen, jos X ja E ovat déarellisié,

e tdiydellinen (complete), jos jokaista solmuparia = # y yhdistdd ainakin
vksi kaari,

e yksinkertainen (simple), jos siind ei ole silmukoita eikéd rinnakkaisia
kaaria.

Huomautus 1.2.4 Yksinkertaisessa verkossa voidaan solmupari (z,y) ja
kaari e = U~ ((z,y)) samaistaa, e ~ {x,y).

Jokaisesta verkosta saadaan taydellinen lisddmalla puuttuvat kaaret, samoin
verkosta saadaan yksinkertainen poistamalla silmukat ja liiat rinnakkaiset
kaaret.

Esimerkki 1.2.5 Esimerkin 1.2.3 verkko on aérellinen, muttei surkastunut,
taydellinen eiké yksinkertainen. Miksi?

Tehtava 1.2.6 Mitka edelld luetelluista nimityksistd sopivat seuraaviin nk.
Kuratowskin verkkoihin Ky ja K3 s:

K5 K33

)
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1.2.1 Aliverkko

Maaritelma 1.2.7 Olkoon G = (X, E, V) suuntaamaton verkko.

a) Verkko G’ = (X', E', ¥') on verkon G aliverkko (subgraph), jos verkko
G’ koostuu osasta verkon G solmuja ja osasta naita yhdistavia verkon
G kaaria.

Jos G' C G on aliverkko ja sisdltaa kaikki ne verkon G kaaret, jotka
yhdistavit verkon G’ solmuja, niin G’ on solmujoukon X' wvirittamd
(span) aliverkko.

b) Verkon G diagonaali Ax = {{(z,z) | x € X }.

¢) Verkon G komplementti on yksinkertainen verkko G, johon on koottu
kaikki ne kaaret (paitsi ei silmukoita), joita verkossa G ei esiinny.

Esimerkki 1.2.8 Esimerkin 1.2.3 verkon G komplementti on verkko G =
(X, F,T'), jossa on yksi puuttuva kaari F' = {f} = {(z2,x3)}, jolle siis I'(f) =
(x9,z3). Solmujoukon {x;,z,} virittdméssd verkossa on kaaret ez ja ey ja
solmujoukon {z1,z3} virittdméssé ez, e; ja es.

Tehtédva 1.2.9 Mita kaaria on joukon {xo, z3} virittdméssad verkossa?

Tehtiva 1.2.10 Suunnittele Kénigsbergiin lisda siltoja niin, ettd ongelmalla
on ratkaisuna suljettu Eulerin ketju.

Tehtava 1.2.11 Piirra verkot, jotka kuvaavat Joensuun siltoja

a) kévelijan nékokulmasta,

b) autoilijan nékokulmasta.

Piirrd my6s ndiden komplementit ja selvitd mité siltoja vield puuttuu.

Tehtava 1.2.12 Piirrd kymmensolmuinen verkko, jossa on mahdollisimman
vahan kaaria, ja jossa on kolme silmukkaa, vain kaksi erillistd solmua, nelja
solmua, joiden aste on 3, seké nelja solmua, joiden asteet ovat 2.

Lause 1.2.13 Adrellisessd suuntaamattomassa verkossa
a) kaikkien solmujen asteiden summa = 2 - n(E).
b) paritonasteisten solmujen lukumééré parillinen.

Todistus. a) Ajatellaan verkkoa aluksi ilman kaaria ja aletaan asettaa niité
takaisin. Kaaren lisddminen kasvattaa astelukujen summaa kahdella, joten
vaite on tosi.

b) Kohdan a) mukaan asteiden summa on parillinen. Parillisasteisten solmu-
jen summa on parillinen, joten myds paritonasteisten summa on parillinen.
Néin paritonasteisia ei voi olla paritonta maaraé. Q.E.D
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1.2.2 Adsrellisten verkkojen esitystapoja

Verkko voidaan esittdd mm. luettelona, kaaviona tai matriisina.

1. Luettelo sisdltda solmujen ja kaarten joukot sekéd vastaavuuskuvauksen
(ks. Esimerkki 1.2.3).

2. Kaavioesitys on geometrinen kuvio, jossa

solmut = 2- tai 3-ulotteisen avaruuden pisteet kaaret = geometriset kaaret.
3. Yhteysmatriisi (adjacency matrix) Mg = (a;j)nxn o0 nelioméinen tauluk-
ko, jonka rivilla 7 sarakkeessa j oleva luku a;; ilmoittaa kuinka monta kaarta
yhdistda solmun z; solmuun z;. Esimerkin 1.2.3 verkon yhteysmatriisi on

G r1 T2 XT3

1 1 1 2
Mg = (aij)sxs= x2| 1 0 0
T3 2 0 0

Yhteysmatriisista ei ndy kaarten nimet ja solmujenkin nimet jétetdan usein
merkitsemétta. Yhteysmatriisi on hyvin kdyttokelpoinen, kun verkkoja esite-
taan ja kisitelladn esimerkiksi tietokoneella (matriisi- tai taulukkolaskenta).

1.2.3 Ketjut

Tarkastellaan liikkkumista verkossa solmusta toiseen pitkin vierekkiisia kaa-
ria.

Maaritelma 1.2.14 Verkon jarjestetty kaarijono ¢ := (e, es, ..., €,) on ket-
ju (path, chain) solmusta xy solmujen xi, xo, ..., ,_1 kautta solmuun z,,
jos

1) kukin e; on solmujen z;_; ja x; vélinen kaari ja
2) mikddn kaari ei esiinny jonossa useammin kuin kerran.

Edelleen, solmujono (zg, 1, ...,x,) on ketjua ¢ vastaava solmujono, merki-
tdan rg — x,. Ketju on

e suljettu (cycle), jos xg = x,, muutoin avoin.

e yksinkertainen, jos sitd vastaavan solmujonon solmut ovat eri solmuja
paitsi mahdollisesti zg = x,,.

o pituudeltaan |c| := sen kaarien lukumé&éara.
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Tehtiva 1.2.15 Olkoon G = (X, £, V), missé

X = {zg, x1, 2, T3, 24},

E ={ey,eq,e3,64},

U(er) = (o, 71),

U(es) = (21, 3),

U(es) = (x3,74),

\I’(64) = <$4,£B1>.

Piirra oheen kyseinen verkko ja muodosta sen yhteysmatriisi.

Esimerkki 1.2.16 Tarkastellaan Tehtavan 1.2.15 verkkoa. Silloin kaarijono
¢ := (eq, eg, €3, €4) on ketju alkupéénd x, ja loppupééna xy, se kulkee solmujen
X9, 1, T3, T4, T1 kKautta ja sen pituus on |c¢| = 4. Se ei ole suljettu eikd
yksinkertainen.

Jono (es, €3, e4) on yksinkertainen suljettu ketju z; — x;.

Jono (ey, e, e3) on avoin yksinkertainen ketju xy — 4.

Kaarijonot (eq, s, €2) ja (ea, 3, €4, €2) eivit ole ketjuja.

Tehtava 1.2.17 Usein ketju voidaan ilmaista pelkkéna solmujonona, mutta
ei aina. Milloin solmujonon antaminen ei riita?

1.2.4 Yhtendisyys

Maéaritelma 1.2.18 Suuntaamaton verkko on yhtendinen (connected), jos
sen jokaista solmuparia x # y kohti on olemassa ketju x — y; muutoin se on
epayhtendinen.

Osoittautuu, ettd verkko voidaan jakaa erillisiin yhtenaisiin osiin: relaatio
S :={(z,y) | * =y tai on olemassa ketju z — y}

voidaan osoittaa ekvivalenssiksi. Se jakaa solmujoukon X ekvivalenssiluokkiin
S(z), jotka siis muodostavat osituksen. Kukin osituksen solmujoukko virittaa
aliverkon, joka on itsessddn yhtendinen verkko.

Maiéritelma 1.2.19 Suuntaamattoman verkon G = (X, E, V) yhtendiset
komponentit ovat ekvivalenssiluokkien S(z), z € X, virittdmét aliverkot.

Verkon yhtenéiset komponentit (ja yhtendisyys) voidaan selvittad esimerkiksi
seuraavilla menetelmilla:

e depth-first-menetelmd: 1ahdetdén yhdesta solmusta seuraamaan ketjua
niin, ettei vierailla missdan solmussa kuin kerran; kun joudutaan um-
pikujaan, palataan edelliseen risteykseen ja tutkitaan seuraava reitti
jne.



1 VERKOISTA 8

o breadth-first-menetelma: lahdetaan yhdesta solmusta ja edetédan kaikkia
siitd lahtevia ketjuja seuraaviin, seuraavista solmuista taas kaikkia niité
seuraaviin jne. niin ettei missdan solmussa kiyda enempéaé kuin kerran.

Nain tullaan vierailleeksi lahtosolmun méaardamén yhtenédisen komponentin
kaikissa solmuissa.

Tehtava 1.2.20 Tehtdvan 1.2.15 verkko on epdyhtendinen. Maarita yhte-
néiset komponentit.

Mairitelma 1.2.21 Yhtendisen verkon kaarta sanotaan sillaksi (bridge),
jos sen poistaminen epéayhtendistas verkon.

Tehtava 1.2.22 Missi edelld olleissa esimerkkiverkoissa on siltoja?
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1.3 Suunnattu verkko
1.3.1 Suunnattu vs. suuntaamaton

Jos verkon solmuja yhdistavét kaaret ovat yksisuuntaisia, niitd sanotaan nuo-
liksi eli suunnatuiksi vileiksi (arc, arrow).

Maaritelmé 1.3.1 Kolmikko G = (X, U, V) on suunnattu verkko eli digraafi
(directed graph, digraph), jos

(i) solmujoukko X ei ole tyhja,
(ii) U on nuolten joukko,

(ili) ¥: U — XxX on vastaavuuskuvaus.
Esimerkki 1.3.2 Kuvassa 3 on eras 8-solmuinen suunnattu verkko.

B C

Kuva 3: Suunnattu verkko

Nimityksid. Jos ¥(u) = (x,y),
e solmu z on nuolen u lihtosolmu,
e solmu y on nuolen u maalisolmu,
e solmut x ja y ovat padtesolmuja.

Edelleen kiytetdan myos nimityksid (ks. Luku 1.2) listtyy, vierekkdinen, rin-
nakkainen, silmukka eli luuppi, erillinen, surkastunut, ddrellinen.
Nuolet u # v ovat

e vahvasti rinnakkaiset, jos ¥(u) = ¥U(v),
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o vastakkaiset, jos V(u) = (z,y) ja V(v) = (y, x).
Solmun z

e lihtdaste (out-degree, positive degree) df(z) on solmusta lihtevien
nuolten lukumaéra,

e maaliaste (in-degree, negative degree) d.(x) solmuun saapuvien nuol-
ten lukumaaré.

Verkko on

e tdydellinen, jos jokaista solmuparia x # y kohti on nuoli x — ¥y tai
Yy—a,

o yksinkertainen, jos se ei sisilla silmukoita eikd vahvasti rinnakkaisia
nuolia.

Kasitteet aliverkko, virittdminen, diagonaali ja komplementti maaritelladn
kuten suuntaamattomalle verkolle.

Tehtava 1.3.3 Selvitd Kuvan 3 suunnatusta verkosta seuraavat asiat:

e a) Solmujen asteet:

e b) Onko se yksinkertainen _ onko se taydellinen

e ¢) Mité rinnakkaisia nuolia 16ydét:

Suunnattua verkkoa wvastaava suuntaamaton verkko saadaan muuttamalla
nuolet kaariksi. My6s suuntaamaton verkko voidaan suunnistaa, kunhan so-
vitaan korvataanko kaari vastakkaisilla nuolilla vai kiytetaanko jotain muuta
menetelmas.

Tehtiva 1.3.4 Piirrd oheen suunnattu verkko G = (X, U, ¥), jossa
X = {ZL‘l,ZEg,l‘g},
U = {uy, ug, ug,uys},

U(u1) = (x3,21),

U(ug) = (z1,23),

U (uz) = (z1,21),

\I’(U4) = (Il, ZEQ).

Esimerkki 1.3.5 Tehtavéin 1.3.4 verkko G ei ole yksinkertainen eika téaydel-
linen, miksi?
Solmun x; asteet ovat

dé(ﬂfl) = 3, d&(l’l) = 2,

Komplementin nuolet ovat (xq,x1), (22, 23) ja (x3,x2).
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Tehtava 1.3.6 Tehtédvin 1.3.4 muiden solmujen asteet ovat:

Lause 1.3.7 Aérellisen suunnatun verkon solmujen lahto- ja maaliasteiden
summa = 2 - n(U).

Todistus. Jokaisella nuolella on yksi lahto ja maali. Q.E.D
Suunnattuja verkkoja esitetddn luetteloina, kaavioina ja yhteysmatriiseina.
Tehtavan 1.3.4 yhteysmatriisi

G Ty T2 T3

1 {1 1 1
Mg = (aij)sxz= x2| 0 0 0
T3 1 0 0

Suunnattuun verkkoon G = (X, U, ¥) liittyy yksinkertainen suunnattu verk-
ko Gy, josta on poistettu yliméaaraiset vahvasti rinnakkaiset nuolet. Jaljelle
jadneiden nuolten (kuva)joukko W(U) C XxX on verkon G seuraajarelaatio
Re =V (U), jolle

rtRgy <= V(u)=(z,y) jollekin u € U.

Tehtéva 1.3.8 Piirrd oheen suunnattu verkko G = (X, U, ¥), jossa
X = {l‘l, 9, 3173},

U = {uy, us, uz,uqt,

U(uy) = V(ug) = (21, x2),
U(us) = (21, 23),

U(uy) = (x3,21).

Télloin seuraajarelaatio Rg =

1.3.2 Polut ja yhteniaisyyskisitteet

Maaritelma 1.3.9 Suuntaamattoman verkon ketjua xro — x, vastaa suun-
natun verkon polku (path), joka koostuu perikkéisistda kulkusuuntaan osoit-
tavista nuolista.

Polku p on

o suljettu (cycle), jos xg = x,, muutoin avoin,
o yksinkertainen, jos x; # x;, paitsi ehkd zy = z,,.

Voidaan todistaa, ettéd jokaista polkua x — y kohti on olemassa yksinkertai-
nen polku z — y.
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Tehtava 1.3.10 Suunnittele verkko, johon voit piirtaé ei-yksinkertaisen po-
lun solmusta x solmuun y. Valitse sitten yksinkertainen polku x — .

Miten yksinkertaistusprosessi voidaan tehdd missa tahansa adarellisessé ver-
kossa?

Esimerkki 1.3.11 Olkoot

X = {l‘l, 9, 3173},

U = {uy,us,usz} ja

up = (331,302)7 Ug = (51727903), Ug ‘= (!B3>332)-
Nuolijono

(w1, uz, ug) on polku, ei suljettu eiké yksinkertainen.
(ug,u3) on suljettu ja yksinkertainen.

(w1, ug, us, usg) ei ole polku.

Maaritelladn kaksi eriasteista yhtenaisyyden késitetta. Ekvivalenssirelaatio
S :={(z,y) | * = y tai on olemassa polut = < y }
jakaa solmujen joukon X ekvivalenssiluokkiin.

Maaritelma 1.3.12 a) Suunnattu verkko on yhtendginen, jos sité vastaava
suuntaamaton verkko on yhtenéinen.

b) Suunnatun verkon G = (X, U, V) vahvasti yhtendiset komponentit ovat
solmujoukkojen S(z), x € X, virittdmét aliverkot. Verkko G on wahvasti
yhtendinen, jos silld on vain yksi vahvasti yhtendinen komponentti.

Esimerkki 1.3.13 Esimerkin 1.3.11 verkko on yhtenéinen, mutta ei vahvasti
yhtendinen. Sen vahvasti yhtendiset komponentit ovat solmujoukkojen {x;}
ja {x9, x3} virittdméat. Nuoli uy ei kuulu kumpaankaan.

Tehtava 1.3.14 Keksi kuusisolmuinen yhtenédinen suunnattu verkko, jossa
on kolme vahvasti yhtenaistd komponenttia.
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1.4 Painotettu verkko

Maaritelméa 1.4.1 Olkoon G = (X, A, V) yksinkertainen suuntaamaton
(tai suunnattu) verkko ja g4 : A — R painofunktio (weight function), so.
kuvaus, joka liittdd verkon jokaiseen kaareen e painon ga(e). Télloin nelikko
G = (X, A,V,g4) on painotettu verkko.

Verkon painot ilmaistaan usein painomatriisina Mg w = (Wij)nxn, joka saa-
daan yhteysmatriisista Mg = (a;j)nxn korvaamalla

luvut a;; > 0 painoilla w;;
luvut a;; =0, @ # 7, ddrettomilla

luvut a;; nollilla (tai Adrettomilla).

Siis, jos solmuja x ja y yhdistéé jokin kaari, painomatriisin rivin ¢ sarakkeen
J luku w;; ilmaisee kyseisen kaaren painon. Jos kaarta ei ole, on paino dare-
ton. Joskus — esimerkiksi kauppamatkustajan ongelmassa — myos diagonaalin
painot kannattaa asettaa darettomiksi.

Jos painot ovat etdisyyksid, painomatriisia kutsutaan usein etdisyysmatrii-
siksi (distance matrix).

Esimerkki 1.4.2 Seuraavassa erds suuntaamaton painotettu verkko ja sen
painomatriisi:

L1 La 0 3 5 3
G : 3 0
o0 0
3N4 Mew =15 o« 0 4
) I3 3 o0 4 O

Tehtava 1.4.3 Selvitd Joensuun opiskelija-asuntoloiden véliset etéisyydet
ja piirrd painotettu verkko, joka kuvaa tilannetta. Muodosta myo6s etéisyys-
matriisi.
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1.5 Puut ja virittavat puut

Téassd Luvussa esittelemme verkkoteoreettisia puita koskevia perusasioita.
Lukijan olisi hyva tutustua tarvittaviin késitteisiin Luvuista 1.2, 1.3 ja 1.4.

1.5.1 Suuntaamaton puu

Maaritelma 1.5.1 Suuntaamaton verkko on metsd (forest), jos siiné ei ole
suljettuja ketjuja. Verkko on puu (tree), jos se on yhtenéinen eiké siiné ole
suljettuja ketjuja. Metsdn yhtendiset komponentit ovat siis puita.

Esimerkki 1.5.2 Kuva 4 esittdd puuta, vaikkakaan se ei ole piirretty ihan
standardiin muotoon.

Kuva 4: Eréds 9-solmuinen puu

Tehtava 1.5.3 Puu on siind mielessé optimaalinen verkko, ettd yhden kaa-
ren lisddminen tuo suljetun ketjun ja toisaalta kaaren poistaminen epayhte-
naistad verkon. Koeta tatda Kuvan 4 verkolle.

Millaisen verkon saat poistamalla yhden kaaren?

Puulle, ja yleisemmin metsille, on voimassa

Lause 1.5.4 Jos G = (X, E, V) on dérellinen suuntaamaton metsé, jossa on
p komponenttia, on

n(X) =n(E) + p.
Erikoisesti on puulle voimassa yhtélo n(X) = n(F) + 1.
Tehtava 1.5.5 Olkoon G verkko, jonka solmut ovat 1, 2, 3, ..., 12. Sen

kaaret esitetdédn seuraavassa listoina, joiden ensimmainen alkio on lahtésolmu
ja muut solmuja, joihin ldhtosolmusta on kaari:
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LS
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=
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— =
9

a

Piirrd oheen kyseinen verkko. Onko kyseessa puu?

C

)

b) Montako yhtendistd komponenttia?
) Mitké ovat yhtendiset komponentit?
)

d) Onko kyseesséa metsa?

1.5.2 Suunnattu juurellinen puu

Maaritelma 1.5.6 Suunnattu verkko on juurellinen suunnattu puu juure-
na (root) solmu j, jos vastaava suuntaamaton verkko on puu ja solmusta j
on polut jokaiseen muuhun solmuun. Solmun vélittomét seuraajat ovat lap-
sia, edeltdjit vanhempia. Lapsettomia (polkujen loppupéissé olevia) solmuja
sanotaan lehdikst.

Suunnattu juurellinen puu esitetdan havainnollisimmin Hassen kaaviona niin,
etta

1) juuri piirretdén ylimmaéksi ja
2) lapset aina vanhempiensa alapuolelle.

Puu néyttaa silloin ylosalaisin olevalta puulta (tai pensaalta). Nuolista voi-
daan myo0s jattaa kirjet piirtaméatta.

Tehtava 1.5.7 Suuntaamattomasta puusta saadaan varsin luonnollisella ta-
valla juurellinen suunnattu puu. Miten?

Tehtava 1.5.8 Muunna ylla kuvatulla tavalla Kuvan 4 verkko niin, etté
solmu A on juuri ja sijaitsee ylimpéna.
Luettele puusi lehdet:
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1.5.3 Binaaripuu

Maaritelma 1.5.9 Suunnattu juurellinen puu on binddripuu (binary tree),
jos jokaisella solmulla on (enintéén) kaksi lasta. Néita kutsutaan vasemmaksi
ja otkeaksi.

Binaaripuita kiytetaén erityisesti tietotekniikassa, mutta myos monissa muis-
sa yhteyksissa.

Esimerkki 1.5.10 Aritmeettisen lausekkeen laskujérjestys voidaan esittaé
binddripuuna. Esimerkiksi lauseke

(34 —5)* = (6:7+1)

bin&dripuuna:

Kuva 5: Laskutoimitus bindaripuuna

Tehtava 1.5.11 Esitd ainakin kahdella eri tavalla bindédripuuna lauseke
(a —b)(a+Db),

missé a ja b ovat reaalilukuja.

1.5.4 Virittava puu

Jos halutaan tutkia verkkoa ldhinna sen solmujen osalta, ei ole tarpeen kayt-
taa sen kaikkia kaaria. Yhtenaisesséd verkossa liitkkuminen helpottuu, jos sille
loydetdaan yhtendinen aliverkko, joka sisdltda samat solmut, mutta mahdol-
lisimman vahén kaaria; siis puu.

Verkon G aliverkko, jossa on kaikki verkon G solmut ja joka on puu, on
verkon G wirittdvd puu (spanning tree).
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Esimerkki 1.5.12 Yksinkertaisen taydellisen 4-solmuisen verkon K, virit-
tavia puita on seuraavia tyyppeja

CTIRNX

eri asennoissa, ja kussakin luokassa on 4 erilaista puuta. Yhteensa naita on
siis 4 - 4 = 16. Yleinen tulos on

Ky

2

Lause 1.5.13 (Cayleyn lause). Yksinkertaisella tdydelliselld n-solmuisella
(n > 2) suuntaamattomalla verkolla K, on n" 2 erilaista virittdvid puu-
ta.

Tehtiva 1.5.14 Piirrd kaikki verkon K3 ja K3 virittévat puut.

Voidaan todistaa, ettd suuntaamaton verkko on yhtenainen jos ja vain jos silla
on virittdva puu. Yhtenaisen verkon virittavin puun l6ytédmiseksi voidaan

e vahentad verkosta kaaria niin, ettd verkko séilyy yhtenéisena.

e lisiatéd vastaavaan tyhjaan verkkoon kaaria niin paljon kuin voidaan il-
man ettd syntyy suljettua ketjua.

Esimerkiksi depth- ja breadth-first algoritmit soveltuvat jalkimmaiseen me-
nettelyyn.
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2 VERKKO-ONGELMIA

Luvuissa 1.2,1.3,1.4 ja 1.5 on esitelty selvitelty perusasioita erilaisista ver-
koista. Verkkoteoriassa terminologia on siksi kirjavaa, ettd asioihin paallisin-
puolin perehtyneenkin on syyté tarkistaa ainakin kiytetyt maaritelméat ennen
kuin ryhtyy kiayttdaméaan hyviksi tdssd Luvussa esitettdvia menetelmia.

2.1 Reittiongelmia

Téassd Luvussa luomme katsauksen joihinkin verkkojen ketjuja tai polkuja
koskeviin kuuluisiin ongelmiin. Néaisté erdisiin — esimerkiksi kauppamatkus-
tajan ongelmaan — ei nykydankadn tiedetd hyvia, kaikenkattavia tarkkoja
ratkaisumenetelmia.

2.1.1 Eulerin ketjut

Olkoon téssa pykalassd G = (X, E, ¥) dérellinen suuntaamaton verkko, ks.
Luku 1.2.

Maaritelma 2.1.1 Verkon ketju on Fulerin ketju, jos se sisaltda kaikki ver-
kon kaaret. Jos verkossa on suljettu Eulerin ketju, on kyseessa Fulerin verk-

ko.

Jo Euler selvitti tyhjentévasti Eulerin ketjun olemassaololle helposti tarkas-
tettavat ehdot (yhtendisyys-késite: kertaa Luku 1.2.4):

Lause 2.1.2 Olkoon G é&irellinen suuntaamaton verkko, jossa ei ole erillisié
solmuja. Silloin

a) Verkossa G on suljettu Eulerin ketju jos ja vain jos G' on yhtendinen
ja siiné ei ole paritonasteisia solmuja. FEulerin verkon jokainen Eulerin
ketju on suljettu.

b) Verkossa G' on avoin Eulerin ketju jos ja vain jos G on yhtendinen
ja siind on tésmalleen kaksi paritonasteista solmua. Jos verkossa G on
yksikin avoin Eulerin ketju, sen jokainen Eulerin ketju on avoin painaén
kyseiset paritonasteiset solmut.

Todistus. (vain osittain) Todistetaan vain se puoli, josta saadaan erds (kom-
pelohko) keino Eulerin ketjun etsimiseksi. Olkoon siis G yhtenéinen ja kaikki
solmut parillista astetta. Olkoon x verkon erds solmu ja e siihen liittyva kaari.
Toistetaan seuraavaa prosessia, kunnes kaikki kaaret ovat ketjussa:



2 VERKKO-ONGELMIA 19

Lahdetadn solmusta z kaarta e pitkin muodostamaan ketjua, jo-
hon otetaan yksi kerrallaan uusi kaari, kunnes on pakko pyséahtya
johonkin solmuun y. Asteiden parillisuudesta seuraa (miten?), et-
td on oltava y = x. On saatu suljettu ketju. Asia on selvé, jos tdmé
ketju sisdltaa kaikki kaaret. Jos ei, etsitdan ketjusta ensimméinen
solmu z, johon liittyy kiyttaméton kaari f, otetaan z uudeksi ldh-
tosolmuksi ja jatketaan siitd kuten edellisessd ketjussa solmuun
x ja siitd edelleen solmuun z. Nimetdan z solmuksi x, f kaareksi
e ja palataan alkuun.

Q.ED

Tehtéva 2.1.3 Miten Lauseen 2.1.2 kohdan b) vastaavan osan todistus, siis
avoimen Eulerin ketjun etsiminen, onnistuu kohdan a) menetelméé hyvéksi
kiyttaen?

Esimerkki 2.1.4 Konigsbergin sillat-ongelmassa, Luvussa 1.1.1, kysyttiin
siis, onko vastaavassa verkossa (suljettuja) Eulerin ketjuja. Kaikki nelja sol-
mua ovat paritonta astetta, joten tuolloin sielld ei ollut avoimia eiké suljettuja
Eulerin ketjuja.

Esitetdan vielda konkreettisempi menetelmé, nk. Fleuryn algoritmi. Kaytam-
me téssa kasitettd silta, ks. Maaritelma 1.2.21.

Fleuryn algoritmi Olkoon G yhtendinen ja kaikki solmut parillista astetta.
Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd verkossa ei ole luuppeja. Liséksi
tiedetéddn, ettd verkossa GG ei voi olla pelkkié siltoja; miksi?

Askel 1 Valitaan jokin verkon kaari e;, joka ei ole silta. Olkoot x; ja o
kaaren e; pait. Alustetaan kaari- ja solmujonot asettamalla

c1 = (e1) ja x1 = (21, 22),

poistetaan e; verkosta G ja merkitddn jaljella olevaa verkkoa G7. Jos
verkossa (7 ei ole kaaria, lopetetaan prosessi.

Askel 2 Jos verkossa (G7 on kaaria, ainakin yhdelld niistd on oltava paané
To.

Nyt valitaan naisté yksi kaareksi ey seuraavasti: jos néita on vain yk-
si, otetaan se ja poistetaan myos (nolla-asteiseksi jadnyt) solmu s,
muutoin poistetaan sellainen kaari, joka ei ole silta verkossa G7. Miksi
tallaisia 10ytyy?

Olkoon uuden kaaren toinen paa xs. Asetetaan
c2 = (e1,€2) ja Xo = (21, X2, T3).

Jos jaljelle jéa verkko G, jossa ei ole kaaria, lopetetaan prosessi.
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Askeleet 3 — Jos verkossa GGy on kaaria, ainakin yhdelld on paané 3. Toi-
mitaan kuten edelld, siirretdan kaaria ketjuun kunnes kaaret loppuvat.

Huomautus 2.1.5 Annetusta suuntaamattomasta verkosta on ennen algo-
ritmien kayttod testattava yhtendisyys seké asteiden kelvollisuus.

Usein tehtévind on lisdté (tai poistaa) annetusta verkosta minimaalinen méaé-
ra kaaria niin, ettd saatu verkko on Eulerin verkko.

Tehtava 2.1.6 Mita siltoja Konigsbergiin pitéisi rakentaa, jotta saataisiin
Eulerin verkko?

Tehtava 2.1.7 Tutki Kuvan 6 Eulerin keksiméaé verkkoa: muodosta sen yh-
teysmatriisi, piirrd kaavio ja selvitd Eulerin ketjujen olemassaolo ja luonne.

Kuva 6: Eulerin keksimé verkko Tehtdvassa 2.1.7

2.1.2 Hamiltonin ketjut

Olkoon G = (X, E, ¥) téssé pykéldssd suuntaamaton, aarellinen, yhtenéinen
ja yksinkertainen verkko. Tarkastellaan yksinkertaisia ketjuja, joita pitkin
voi kulkea verkon jokaisen solmun kautta tédsmélleen kerran. Téllainen ketju
voi olla avoin tai suljettu. Téasséd tarkastellaan ldhinna suljettujen ketjujen
olemassaoloa, sillé se liittyy olennaisesti nk. kauppamatkustajan ongelmaan.

Maaritelma 2.1.8 Yksinkertaista ketjua, joka kulkee verkon jokaisen sol-
mun kautta, sanotaan Hamiltonin ketjuksi. Verkko on Hamiltonin verkko,
jos siiné on yksikin suljettu Hamiltonin ketju.
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Hamiltonin ketjujen etsiminen suurista verkoista on erittdin hankala ongel-
ma. Ainoa yleinen menetelmé on triviaali menetelma so. tutkia kaikki mah-
dolliset ketjut!

Tamé voidaan tehdé alkaen samaan tapaan kuin depth-first-menetelméssas:
kuljetaan lahtosolmusta niin kauas kuin pédstadn vierailematta edellisisséa
solmuissa uudestaan. Jos niin saadussa ketjussa on kaikki solmut, on saatu
avoin Hamiltonin ketju ja voidaan tarkastaa, voidaanko ketju sulkea. Tarvit-
taessa palataan edelliseen solmuun ja valitaan toinen reitti jne.

Solmuissa vierailuista pidetdan kirjaa niin, ettéd tiedetdén, onko kunkin sol-
mun kaikki ldhtosuunnat jo tarkastettu.

Tehtava 2.1.9 Olkoot
X ={a,b,c,d, e} ja

E={{a,c),(a,d),(d,c),{c,0),{be),{e,c)}.
Piirra verkko ja selvitd, onko verkossa Hamiltonin ketjuja?

Valttamattomia ehtoja. Osoitettaessa, ettd verkossa ei voi olla suljettua
Hamiltonin ketjua, voidaan kiyttda seuraavia konkreettisia sddntojé, jotka
ovat ketjun olemassaololle vilttamaéttomia, tai joita tulee noudattaa ketjua
muodostettaessa:

1. Jos verkossa on n > 2 solmua, avoimessa Hamiltonin ketjussa on aina
n — 1 kaarta, suljetussa n kaarta.

2. Jos solmun z asteluku on 2, niin molemmat kaaret, joiden pdané on z,
kuuluvat jokaiseen suljettuun Hamiltonin ketjuun.

Riittavia ehtoja. On olemassa enemmén tai vihemmaén hankalia ehtoja,
jotka kieltdvat tai takaavat Hamiltonin ketjun olemassaolon. Téssa niista
pari; ensimmaéainen on triviaali, toinen on Diracin lause vuodelta 1952:

1. Téaydellisessé verkossa on suljettu Hamiltonin ketju.

2. Olkoon G = (X, E, V) dérellinen, suuntaamaton, yhtenéinen ja yksin-
kertainen verkko, jossa on n solmua, n > 3. Jos dg(v) > § kaikilla
x € X, on verkossa suljettu Hamiltonin ketju.

Tehtéva 2.1.10 Etsi Hamiltonin ketjut (jos niitd on) Kuvan 7 verkoista a)
jab).

Kuvion a) Hamiltonin ketju:
Kuvion b) Hamiltonin ketju:
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Kuva 7: Verkot a) ja b) Tehtavdan 2.1.10

2.1.3 Kauppamatkustajan ongelma

Kauppamatkustajan ongelmassa (travelling salesperson problem) henkilon
taytyy kiayda kiertomatkallaan tdsmélleen kerran jokaisessa Suomen kaupun-
gissa.

Onko tamaé ylipdatdan mahdollista?

Jos on, mika on lyhin reitti?

Matemaattinen muotoilu: kaupungit verkon solmuja ja tiet kaa-
ria, joilla on painoina kaupunkien véliset etédisyydet. Onko néin
muodostuvassa verkossa suljettu Hamiltonin ketju? Jos on, miké
niistd on lyhin?

Periaatteessa ratkaisun loytdaa tutkimalla kaikkia mahdollisia suljettuja Ha-
miltonin ketjuja. Esimerkiksi tdydellisessé n-solmuisessa verkossa on (n —1)!
(kertoma) kappaletta erilaisia suljettuja Hamiltonin ketjuja, joten menetelmé
on addrimmaisen tyolds. Kelvollista nopeata yleistd menetelméé ei ole onnis-
tuttu kehittamain; kyseessi onkin kompleksisuudeltaan nk. N'P-téiydellinen
ongelma.

Tehtava 2.1.11 Millainen reitti kannattaa valita henkilon, joka jakaa postia
Joensuun opiskelija-asuntoloihin (ks. Tehtdva 1.4.3)7

Suurissa verkoissa on usein ainoa keino turvautua approksimatiivisiin ratkai-
suihin. Naitd on nykyédn kehitteilla runsaasti ja parhaimmillaan padstaan
ratkaisuihin, jotka poikkeavat oikeasta vain muutaman prosentin verran.
Quick travelling salesperson-algoritmi. Olkoon G yksinkertainen téydellinen
painotettu verkko, jossa on n solmua. Oletetaan, ettd verkon painot toteut-
tavat kolmioepéayhtalén

Wi < Wi + Wiy,
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— mutkan kautta ei ole lyhyempi matka kuin suoraan — minki useimmat
kiytdnnon ongelmat toteuttavatkin.

Voidaan osoittaa, ettd seuraava menetelméa antaa kohtuullisen hyvéan approk-
simatiivisen ratkaisun, joka on huonoimmassakin tilanteessa pituudeltaan
korkeintaan kaksinkertainen verrattuna oikeaan ratkaisuun.

Valitaan solmu x, ja sitd ldhinnd oleva solmu x5 ja asetetaan
h = (z1,x9,x1). Toistetaan, kunnes kaikki solmut ovat ketjussa
h:

Toista Lisdatdan ketjuun yksi lahimpéané ketjua h oleva uusi sol-
mu 2 sen solmun edelle, jota lahimpéana z on.

Tehtiva 2.1.12 Olkoon G painotettu verkko etdisyysmatriisina

© 3 3 2 7 3
3 o 3 4 5 5
3 3 oo 1 4 4
MG’W_2410055
7 5 4 5 oo 4
3 5 4 5 4 oo

Piirré verkko mahdollisimman hyvin niin, etté etédisyydet pitévit paikkansa.
Selvitd toteuttaako verkko edelld vaaditun kolmioepayhtéalon:

Esimerkki 2.1.13 Sovelletaan "quick™algoritmia Tehtévan 2.1.12 verkkoon G.
Olkoot solmut nimeltdén 1,2, 3,4,5,6. Valitaan

]’LQ = (1,47 1)
Naitd solmuja ladhinna on solmu 3, jota lahinné on 4:
hs == (1,3,4,1).

Jatkossa on hieman valinnan varaa: Edellisid ldhinnéd on kaksi solmua, 2 ja
6. Valitaan néistéa 2, joka on ldhimpéané ketjun solmua 3:

he = (1,2,3,4,1).
Solmu 6 on lahimpéna ketjua hy:
hs = (1,2,3,4,6,1).
Solmu 5 on ldhinné solmua 6:
he == (1,2,3,4,5,6,1).

Ratkaisun pituus on 19, kun lyhin olisi 18 (mik& se on?). Aloittamalla jos-
tain muusta solmusta tai tekemalla askeiset valinnat toisin saataisiin erilaisia
arvioita.
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2.1.4 Lyhimmat ketjut

Olkoon G yksinkertainen yhtenéinen painotettu verkko.
Ongelma Etsi verkon kahta solmua x ja y yhdistavista ketjuista lyhin.

Alkeellisin ja samalla tehottomin menetelmé on etsia kaikki ketjut z — y ja
valita naista lyhin.

Huomattavasti parempi, mutta myos hieman hankalammin késiteltdva me-
netelma on E. Dijkstran vuonna 1959 esittdmé algoritmi, jolla haluttaessa
saadaan myos lyhimmét ketjut solmusta = kaikkiin muihin solmuihin virit-
tavdn puun muodossa (ks. Luku 1.5):

Olkoon H aluksi verkko, jossa on vain ldhtosolmu x. Ldhdetdin
kasvattamaan verkkoa H yksi solmu kerrallaan toistamalla seu-
raavaa prosessia, kunnes solmu y (tai kaikki solmut) ovat verkossa
H:

Toista Etsitddn sellainen verkkoon H kuulumaton solmu, johon
on lyhin matka lahtésolmusta x verkossa H. Lisatddn tama
solmu ja kaari verkkoon H.

On selvéd, ettéd nédin syntyneessé verkossa H jokaista solmuparia z # z yhdis-
taa tasmalleen yksi ketju. On myos melko ilmeisté, ettd kaikki muut ketjut
verkossa GG ovat ainakin yhté pitkia.

Tehtdva 2.1.14 Etsi lyhimmét ketjut Kuvan 8 verkon solmusta A muihin
solmuihin.

B 2 C
4
2 5 3 1
A D 4 E H
N 3 7 6
5
E G

Kuva 8: Tehtavan 2.1.14 painotettu verkko

Jos halutaan tietda vain kaikkien solmuparien vilisten lyhimpien ketjujen
pituudet, voidaan kéyttda Floydin algoritmia. Olkoon D = (d;;)nxn verkon
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G etaisyysmatriisi. Matriisi D ilmaisee télloin solmujen vélisten yhden kaaren
pituisten ketjujen pituudet. Floydin algoritmissa matriisia D muunnetaan n
kertaa niin, ettd kussakin vaiheessa p saadaan matriisiin lyhimmén enintdan
p kaarta sisaltavan ketjun pituus:

fork=1:n
fori=1:n
forj=1:n
if (D(i, k) + D(k,j) < D(i,4))
D(i, j) = D(i,k) + D(k, j);
end
end
end

end

Esimerkki 2.1.15 Esimerkin 1.4.2 tapauksessa etédisyysmatriisista saadaan
Floydin menetelmalla lyhimpien ketjujen pituudet

03 5 3
30 86
5 8 0 4
36 40

Tehtava 2.1.16 Laske Tehtédvan 2.1.14 lyhimpien ketjujen pituudet.
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2.2 Minimaalinen virittava puu

Painotetun yhtenéisen verkon virittava puu, jossa kaaripainojen summa on
mahdollisimman pieni, on nimeltdan minimaalinen (tai my6s halvin) virit-
tavd puu (minimal, cheapest, economy tree). Huomaa, etté painotetusta yh-
tendisesté verkosta 10ydetddn Dijkstran algoritmilla (ks. Luku 2.1.4) sivu-
tuotteena erds virittdva puu, jolla on juurena annettu solmu, mutta tdmé
suinkaan aina ole minimaalinen.

2.2.1 Primin algoritmi

Halvimman virittdvin puun etsimiseen kelpaa jarjestelmaéllisesti puuta kas-
vattava Primin algoritmi, joka toimii seuraavasti:

Lahtopuuksi valitaan halvin kaari padtesolmuineen. Toistetaan,
kunnes kaikki solmut ovat puussa:

Toista Lisatdan puuhun halvin niistd puuhun liittyvista kaaris-
ta, joiden toinen péa ei vield ole puussa, seké kyseinen solmu.

Tehtava 2.2.1 Etsi Primin algoritmilla halvin virittdva puu Kuvan 9 ver-

kosta.
B 2 C
4
2/, 3 1
A D 4 E H
N 3 7 6
5
E G

Kuva 9: Tehtévan 2.2.1 painotettu verkko

Esimerkki 2.2.2 Esimerkille 2.1.12 saadaan Primin menetelmalla virittava
puu (Kuva 10), jonka kaarten painojen summa on 13 yksikkoa.
Onko muitakin yhta halpoja?

Tehtava 2.2.3 Rakenna Kuvan 11 painotetulle verkolle

a) halvin virittava puu Primin algoritmilla.

b) virittava puu Dijkstran algoritmilla alkaen solmusta 4.
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4 2
3
‘\q 3 3
5 6 2

Kuva 10: Virittava puu Esimerkkiin 2.2.2

Kuva 11: Tehtéavin 2.2.3 painotettu verkko

2.2.2 Kruskalin algoritmi

Jos yhtendisessd painotetussa verkossa on viahéanlaisesti kaaria, kannattaa
kiyttdad nk. ahneisiin (greedy) algoritmeihin luokiteltavaa Kruskalin algorit-
mia, jonka lapsikin hoksaa, kunhan ymmaéartaa puun vaatimukset. Kruskalin
menetelma minimaalisen virittdvan puun rakentamiseksi toimii Primin algo-
ritmia suoraviivaisemmin kaarten ja solmujen valintojen suhteen. Siiné kas-
vatetaan aliverkkoa pitden huoli siité, ettei synny sykleja. Puuksi se saattaa
muuttua vasta aivan lopussa:

Valitaan halvin kaari paatesolmuineen. Toistetaan, kunnes kaikki
solmut ovat mukana:

Toista Otetaan aliverkkoon sellainen seuraavaksi halvin kaari
péaatesolmuineen, ettei synny syklié.

Tehtava 2.2.4 FEtsi Kruskalin algoritmilla halvin virittava puu Kuvan 9 ver-
kosta.
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Tehtava 2.2.5 Rakenna Kuvan 11 painotetulle verkolle minimaalinen virit-
tava puu Kruskalin algoritmilla.

Tehtava 2.2.6 Keksi pienin mahdollinen kaaripainoilla varustettu painotet-
tu verkko, jossa Primin algoritmi ja Kruskalin algoritmi antavat varmasti eri-
laisen tuloksen. Misséd maéérin tulos voikaan olla erilainen?
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2.3 Verkkojen isomorfisuudesta

Kahta suuntaamatonta verkkoa GG ja H sanotaan isomorfisiksi, jos verkko GG
saadaan verkosta H sopivalla solmujen ja kaarten nimien muutoksella.
Yhteysmatriisien avulla ilmaistuna: jos H:n matriisista saadaan G:n matriisi
jarjestamalld H:n solmut sopivasti.

Yleisesti kahden verkon isomorfisuuden toteaminen on verrannollinen solmu-
méadran kertomaan, siis erittain tyolasta. Erikoista tyyppia oleville verkoille,
kuten puille ja tasoverkoille, on kehitetty nopeitakin menetelmia.

Joskus voidaan ei-isomorfisuus todeta helpostikin kiyttden isomorfisuudesta
seuraavia valttdmattomia ehtoja:

Kahdella aarellisella isomorfisella verkolla G = (X, A, V) ja H = (Y, B,I)
on

sama maara solmuja.

sama maara kaaria.

sama maéra kunkin asteluvun omaavia solmuja.

samat méaarit tietynpituisia (suljettuja) ketjuja tai polkuja.
e) sama méaard yhtendisid ja vahvasti yhtenéisid komponentteja,

ja jokaista verkon G komponenttia vastaa sen kanssa verkkona isomorfinen
verkon H komponentti, joille pétevit kohdat a) — d).
Namé ominaisuudet eivét todista isomorfisuutta!

Tehtava 2.3.1 Ovatko seuraavat verkot isomorfisia?

Esimerkki 2.3.2 Osoita, ettd verkot GG ja H ovat isomorfisia, kun

113 01 21011
12110 11130
Mg = 1 00 2 2 My = 1 0010
0 00O01 0120 2
01100 00100
Ratkaisu. Olkoot G = (X, U, V) ja H = (Y, V,I'), missi

{mla XTo, T3, Ty, 1'5}

{y17 Y2,Y3, Y4, 95}

e
I
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Olkoot Mg = (aij)sx5 ja My = (bij)sx5. Yritetddn muodostaa bijektio f :
X — Y kiyttden isomorfisuudelle valttdmattomia ehtoja.

Koska ajz = byy = 3, on valittava f(x1) = y2 ja f(x3) = ya.

Koska solmut x4 ja y5 ovat ainoita, joiden ldhtoaste on 1, tdytyy olla f(z4) =

Ys-
Koska (z4,25) € U, on oltava

(f(za), f(25)) = (ys, f(25)) €V,

joten pitad valita f(x5) = y3. Lopuksi olkoon f(x2) = y;.
Jarjestamalla funktion f mukaan saadaan

H vy y1 v ys y3

w1l 1 3 0 1

|l 1 2 1 1 0
M }{ =yl 1 0 0 2 2],

ys| O 0O O 0 1

y3\0 1 1 0 O

mistd ndhd&dan, ettd verkot ovat isomorfiset.
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2.4 Taso- val avaruusverkko?

Suuntaamaton verkko G on tasoverkko eli planaarinen, jos se on esitettéavissa
tasokaaviona niin, etteiviat kaaret leikkaa toisiaan, muutoin se on avaruus-
verkko.

Ongelma Miten selvitetdéin, onko annettu verkko planaarinen?

Ratkaisu on teoreettisesti yksinkertainen mutta — kuten monet muutkin
verkko-ongelmat — kiytannossa hidas toteuttaa. Vaikka verkko onnistuttai-
siinkin todistamaan tasoverkoksi, jaa yleensa vield selvitettaviksi, miten se
on tasoon piirrettava.

Seuraavaa lausetta kiytetddn usein osoitettaessa verkkoa avaruusverkoksi:

Lause 2.4.1 (Eulerin kaava verkoille) Olkoon G &érellinen yhtendinen ta-
soverkko, jossa on n solmua ja m kaarta. Jos G jakaa tason r alueeseen,
niin

n—m+r=2.

Seuraus 2.4.2 Jos G on &dérellinen yhtenédinen yksinkertainen tasoverkko,
jossa on n > 3 solmua ja m kaarta, niin

m < 3n — 6.

Huomautus 2.4.3 Jos verkko on tasoverkko, sitd voidaan muuntaa planaa-
risuuden kirsimétta seuraavasti:

1. Poistetaan silmukat ja rinnakkaiset kaaret.
2. Poistetaan 2-asteinen solmu ja yhdistetddn siihen liittyneet kaaret.

3. Kaari "kutistetaan” pisteeksi, jolloin kaaren paat yhtyvéat yhdeksi sol-
muksi.

Avaruusverkko puolestaan siilyy avaruusverkkona, jos sitd muunnetaan koh-
tien 1 ja 2 keinoin, mutta kohta 3 saattaa muuttaa sen planaariseksi.
Verkon yksinkertaisuus saatetaan tapauksissa 2 tai 3 menettaa.

Esimerkki 2.4.4 Onko seuraava verkko G tasoverkko?
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Ratkaisu. Verkko on yksinkertainen ja siind on 6 solmua ja 11 kaarta, joten
patee 11 < 3-6 — 6 = 12, mika ei ole planaarisuuden kanssa ristiriidassa.
Kutistetaan pisin vaakasuora kaari. Muunnettu verkko G’ on yksinkertainen
ja siind on 5 solmua ja 10 kaarta, joten 10 > 3 -5 — 6 = 9. Seurauksen 2.4.2
nojalla verkko G’ ei ole tasoverkko, joten myoskddn G ei ole.

Esimerkki 2.4.5 Airellisid avaruusverkkoja on olemassa ainakin kaksi, Ku-
ratowskin verkot Kj ja Ks3 (ks. Tehtdva 1.2.6).

Edellinen on yksinkertainen téaydellinen 5-solmuinen verkko ja jalkimmaé&inen
nk. taydellinen kaksijakoinen (complete bipartite) (3 + 3)-solmuinen verkko.

Itse asiassa namaé ovat olennaisesti ainoat ddarelliset avaruusverkot:

Lause 2.4.6 (Kuratowskin lause). Adrellinen verkko on tasoverkko jos ja
vain jos se ei sisélla yhtéan sellaista aliverkkoa, joka voidaan muuntaa Huo-
mautuksen 2.4.3 keinoin 1 ja 2 (ei 3) verkoksi, joka on isomorfinen Kuratows-
kin verkon K3 tai K33 kanssa.

Tehtava 2.4.7 Mitka seuraavista verkoista ovat planaarisia?

KUVAT
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2.5 Kartan varitys

Olkoon G erés valtioiden rajoja kuvaava tasokartta. Valtiot oletetaan yhte-
néisiksi alueiksi ja rajanaapuruus tarkoittaa, ettd valtioilla on yhteista rajaa
enemman kuin yksittéisten pisteiden verran.

Kartanvéritysongelma. Kuinka monta eri varia tarvitaan kartan
varittdmisessd, kun rajanaapureilla on oltava eri vérit, ts. mika
on kartan kromaattinen luku ~?

Probleema verkkoteorian kielella:

valtiot = solmut X = {xy,z9,...,2,},

rajanaapuruus merkitsee kaarta (r;, z;):

Montako vérid ~ riittaa varitettaessa solmut niin, etteivéit vierekkaiset ole
samanvarisia?

Aikojen myo6té on esitetty lukuisa joukko osatuloksia tietyn tyyppisille ver-
koille seka yleisia tuloksia v < 6, v < 5.

On my6s kauan tiedetty, etté joillekin tasoverkoille v = 4.

Esimerkki 2.5.1 Montako véria tarvitaan oheisen kartan varittamiseen?

Ratkaisu. 3 véria ei riité, silla sisemmaéan taydellisen nelisolmuisen aliver-
kon varittdmiseen tarvitaan 4. Toisaalta 4 varilla tehtéva varitys onnistuu
helposti. Siis kromaattinen luku on 4.

Kuuluisan nelivariwdittamdan todistukseen, joka perustuu oleellisesti tietoko-
neen kayttoon, kului aikaa 4 vuotta ja yli 1200 tietokonetuntia.

Lause 2.5.2 (Appel ja Haken, 1976). Tasoverkon kromaattinen luku v < 4.
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Tehtava 2.5.3 Maarita seuraavien verkkojen kromaattiset luvut:
Tehtava 2.5.4 Mitka Tehtéavien 2.5.3 ja 2.4.7 verkoista ovat Eulerin, mitka
Hamiltonin verkkoja?



