Opi kääntämään takki IMG_1244.jpg
Sido ranteet riittävän pitkällä narulla. Osaatko ottaa puseron pois päältä ja laittaa sen nurinpäin takaisin? 

Ratkaisu: IMG_1245.jpg

1) Vedä pusero pään yli kuten kuvassa. pusero on nyt nurinpäin. 
2) Käännä pusero oikein päin vetämällä se hihan läpi. 
3) Pane pusero takaisin päälle. Se on nyt nurin päin. 

Tie your wrists with a rope long enough. Can you take your pullover away and put it back on, but inside out?

Solution: IMG_1245.jpg
1) Drag the pullover over over your head, now it is inside out.
2) Turn the pullover inside in by dragging it through its arms.
3) Put the pullover back on you. Now it is inside out..

Nim-peli IMG_1246.jpg
Seuraava kahden pelaajan peli on eräs muunnelma Nim-pelistä (tunnetaan myös nimellä Marienbad). Alussa on kasa tulitikkuja. Kukin pelaaja ottaa vuorollaan joko 1 tai 2 tulitikkua. 
Voittaja on se, joka ottaa viimeisen tikun. 

Oletetaan, että pelaaja A voi valita kuinka monta tulitikkua kasassa on ja B voi päättää kuka aloittaa pelin. Miksi B voi voittaa aina?

Ratkaisu: IMG_1247.jpg
Jos tulitikkujen määrä on jaollinen kolmella, B antaa A:n aloittaa. Tällöin B voi pelata siten, että sama pätee jokaisen kierroksen jälkeen.  Jos määrä ei ole jaollinen kolmella B aloittaa, itse minkä jälkeen A on jälleen tilanteessa, jossa määrä on jaollinen kolmella. Jatkossa B järjestää tikkujen määrän aina kolmella jaolliseksi, ja voittaa lopulta.

The following two player game is a variation of the Nim game, also known as Marienbad. In the beginning they have a pile of matches. In turns, each player takes either one or two sticks from the pile. The one taking the last stick is the winner.

Suppose that player A can choose how many sticks there are in the pile and B can decide who starts the game. Why is B able to win every time? 

 Solution: IMG_1247.jpg
If the amount of sticks is divisible by 3, B lets A to start. Then B can play so that each round starts like that. If the number of sticks is not divisible by three, B wants to start and makes the situation for A such that the number is a multiple of 3. Now B can repeat keeping the number divisible by 3, and wins finally.

Taikanyöritys IMG_1248.jpg
Ota riittävän pitkä naru ja sido sen päät yhteen (tai riittävän iso kumilenkki). Osaatko kietoa narun 2 sormen ympärille niin, että naru pysyy kiinni vaikka siitä vetää, mutta se lähtee irti jos jompikumpi sormi poistetaan ? Entä miten tämä temppu tehdään 3 sormella?

Ratkaisu: IMG_1249.jpg
Merkitään A:lla (B:llä) yhtä kierrosta myötäpäivään ensimmäisen (toisen) sormen ympäri. Kierros vastapäivään on –A ja –B.    Nyöritys A+B-A-B  on vastaus. Siis ”yhteenlasku” tässä tarkoittaa, että vasemmalta lähtien tehdään operaatiot: myötäpäivään 1. sormen ympäri, myötäpäivään 2. sormen ympäri, vastapäivään 1. sormen ympäri, vastapäivään 2. sormen ympäri. Kolmen sormen tapauksessa eräs vastaus on A+B+C-B-C-A+C+B-C-B. 

Take piece of rope long enough (or a big rubber band). Can you tie the rope around two fingers so that it holds even if you drag it., but is released if one of the fingers is taken away?
How can you do it with three fingers?

Solution: Denote with A (with B) one round clockwise around the first  (the second) finger. Rounds counterclockwise are denoted by –A and –B. A correct bondage is A+B-A-B. So ”addition” means here that when starting from left the operations are done clockwise around the 1st finger, clockwise around the 2nd finger, then counterclockwise around the 1st and the 2nd. With three fingers one solution is A+B+C-B-C-A+C+B-C-B.
Muunnettu maailma IMG_1197.jpg
Maitten pinta-aloja sopivasti muuttamalla voidaan kätevästi visualisoida maihin liittyviä numeerisia arvoja. Esimerkiksi voidaan kysyä miltä maailman kartta näyttäisi, jos pinta-ala olisi verrannollinen väestömäärään tai hiilidioksidipäästöihin. 
Worldmapper tekee tällaisia karttoja. Näitä sanotaan myös vakiotiheyskartoiksi, koska vaikkapa väestön tapauksessa lopputulos on kartta jonka väestötiheys on vakio. 

Kartta saadaan ratkaisemalla diffuusioyhtälö (parabolinen osittaisdifferentiaaliyhtälö).

1. Mitkä kartat vastaavat seuraavia tapauksia
2. väestö

3. maastamuutto

4. hiilidioksidipäästöt

5. lapsityövoiman käyttö

6. AIDS-tapausten määrä

7. tavarajunien määrä (tai ehkä pikemminkin junilla kuljetetun rahdin määrä)

8. turismi

9. nuorten lukutaidottomuus

10. hedelmien vienti

11. aseitten vienti

Ratkaisu: IMG_1213.jpg


Puolipallo IMG_1195.jpg

Piirrä kuvio, jonka kuva peilissä on a) neliö, b) kolmio, c) ympyrä.

Draw a figure whose image in the mirror is a) square, b) triangle, c) circle.

Perspektiivivirheet IMG_1212.jpg

Etsi ainakin 15 perspektiivivirhettä.
Find at least 15 perspective errors.

Pisteiden yhdistäminen IMG_1250.jpg

Yhdistä kaikki yhdeksän pistettä kynää nostamatta kolmella suoralla viivalla.
Connect all nine points by drawing continuously (without  breaks) three segments. 
Taikapaperi IMG_1253.jpg
Ratkaisu: Kvanttifysiikan mukaan autolla voi ajaa seinän läpi … ja matematiikka auttaa sinut A4-paperin läpi. Osaatko vain sakseja (ja ehkä kynää apuna) käyttäen tehdä paperiin reiän, josta voit mennä sen läpi?

Ratkaisu IMG_1254.jpg: Piirrä paperiin kuvion mukaiset viivat ja käyrä. Leikkaa reikä käyrää pitkin.
Quantum physic says that it is possible to drive a car through a wall ... and some mathematics suffices to pass through an A4 paper sheet. Would you know, with only scissors (and a pen), how to make a hole in your sheet, big enough to be able to pass through it?

Solution: Draw on your sheet a picture like this one and cut along the curve.

Hämäävä perspektiivi IMG_1257.jpg
Kumpi varjostetuista nelikulmioista on pitempi?
Kumpi varjostetuista nelikulmioista on suorakulmaisempi?

Ratkaisu: Ne ovat  ihan samanlaiset, vaikkakin eri asennoissa. Voit tarkastaa asian leikkaamalla toisen kokoisen nelikulmion ja vertaamalla sitä toiseen.
Which of the shaded quadrangles is longer?
Which of the shaded quadrangles is more rectangular?
Solution: They are identical, though placed differently. You can confirm the matter by cutting a quadrangle similar to one of them from paper and comparing it to the other.

Paras tapa laatoittaa IMG_1258.jpg (mehiläisten vahasta tehdyt hunajakennot)

Ratkaisu. Meidän tapamme on paras, käytämme kuusikulmioita. 
Jo ammoisista ajoista mehiläiset ovat osanneet asentaa vahansa kuusikulmaiseen laatoitusmuotoon. Ihmiset ovat jo vuosisatoja tienneet, että tämä on kaikista säännöllisistä laatoituksista edullisin. Mutta vasta 1999 pystyttiin matemaattisesti osoittamaan, että kaikista tason osituksista säännölliset laatoitukset ovat parhaita. 
Mutta entä kennojen pohjat? Nekään eivät ole tasaisia! Myös tässä mehiläiset ovat löytäneet paremman ratkaisun saaden saman verran säilytystilaa vähemmällä vahamäärällä. Pohja on tehty kolmesta vinoneliöstä, samalla tavalla kuin vinossa dodekaedrissä, joka on eräs avaruuden laatoitusmonitahokas.

Solution: The best way to tile is our way, making an hexagon and do it again (mimic some french folklore song). Since an immemorial time, bees put their wax in hexagonal tiling structure. We know since centuries that this one is, among all regular tilings, the cheapest in wax. But only in 1999 was it mathematically proved that no plane partition is better than a regular tiling.

What about the bottom of the tubes? It is not flat! Here also the bees have found a better solution using less wax for the same amount of stored honey: the bottom is made of three rhombuses, the same as in the rhombic dodecahedron, one of the space tiling polyhedra.

Pythagoras Theorem IMG_1256.jpg
Another formulation: 

Consider a rectrangular triangle of right angle A. On each of the three sides, we construct  a square on this side (see picture). Pythagoras theorem asserts that the area of the largest square (shaded blue) is the sum of the two other (shaded red). You can verify this theorem with the proposed activities. Another formulation: the area of a square of side a is computed via the formula area = side x side = a x a, denoted by a^2 (the square of a). If we denote by a, b, c the lengths of the three sides of the triangle ABC as on the picture, Pythagoras theorem is equivalent to a^2 = b^2 + c^2. The longest side of a rectrangular triangle (opposite to the right angle) is called hypotenuse. Pythagoras theorem can hence be formulated as follows: in a rectrangular triangle, the square of the hypotenuse is the sum of the squares of the two other sides. 

Hanoin tornit IMG_1251.jpg

Ratkaisu: IMG_1252.jpg Tunnettu!

Two problems etc IMG_1260.jpg

Eräs matematiikan päämääristä on LÖYTÄÄ parhaita menetelmiä konkreettisten ongelmien ratkaisemiseksi. Noita menetelmiä kutsutaan algoritmeiksi. Edelleen tarkoitus on TODISTAA, että nämä menetelmät todella ovat parhaita; siinä tutkitaan niiden kompleksisuutta.

Tässä kaksi esimerkkiä:

Hanoin tornit: Kuinka monta yksittäistä siirtoa tarvitaan siirrettäessä 3 rengasta? 8 rengasta? … n rengasta? 

Punnitukset varsivaa’alla: Kuinka monesta laatikosta voidaan väärä laatikko tunnistaa 3 punnituksella? … n  punnitusta? Kuinka monta punnitsemista tarvitaan löytääksemme väärän k laatikon joukosta?
Tästä on monia muunnoksia: 
Kuinka monta punnitsemista, jos ei tiedetä toisia tuloksia (ei-adaptatiiviset algoritmit)? 
Jos tiedämme etukäteen mikä laatikko on kelvoton, kuinka tämä todistetaan mahdollisimman nopeasti (ei- deterministiset algoritmit)?

One of the goals of mathematics is to FIND the best methods to solve concrete problems step by step. These methods are called algorithms. Furthermore, to PROVE that these methods are indeed the best ones; this is the study of their complexity. 

Here are two examples: 

Hanoi’s towers : How many moves do we need to transport 3 discs? 8 discs? ... n discs?

About weighings on the balance: Among how many boxes are we able to find the cheating one using 3 weighings? n weighings? To find it among k boxes, how many weighings do we need?

There are some variants: How many weighings if each one is done without knowing the result of other  (non adaptative algorithms)? If we know in advance which is the bad box, how to prove it as quickly as possible (non deterministic algorithms)?
