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(1)

Olkoon X joukko ja (Y, d) metrinen. Olkoon F' kaikkien rajoi-
tettujen kuvausten f : X — Y joukko. Oletetaan tiedetyksi
(vertaa harj. 8 teht. 3), etté

di(f,g) = sup{d(f(z),g(x)) | v € X}

on metriikka F:ssd. Osoita, ettd F' on tdydellinen, jos Y on
taydellinen.
X %k Xk

Eli joukko F' metriikan d; madraamaélla topologialla on tay-
dellinen; eli jokainen Cauchyn jono suppenee.
Olkoon f; € F' Cauchyn jono,so Ve > 03 ngs.e. di(f;, f;) <e
kun 7,5 > ny.
Siis
di(fi, f3) = sup{d(fi(x), fi(x)) | v € X} <,

eli erityisesti f;(z) on Cauchyn jono jokaisella "fiksatulla” = €
X. Koska (Y, d) on téydellinen, niin f;(z) suppenee jokaisella
x € X kohti jotain arvoa jota voidaan merkitd f(z), joten f;
suppenee kohti nédin méariteltya funktiota f F':ssé.

Avaruuden X osajoukko A on harva, jos int A = (), ja laiha, jos
se on numeroituva yhdiste harvoista joukoista.
(a) Anna esimerkki laihasta joukosta A C R!, joka ei ole
harva.
(b) Osoita, ettd laihojen joukkojen numeroituva yhdiste on
laiha.
* ok %

(a) Esim. @ on numeroituva yhdiste yksittédisten rationaali-
lukujen yksioistd; jokainen {q}, ¢ € Q on selviisti harva silla

int {¢} = int{q} = 0,
kun taas
intQ = intR =R # 0.
(b) Olkoon A; € X laihoja; so. A; = (2, A7 joillekin har-
voille joukoille A7. Mutta |J;, U;Z, A] on edelleen numeroituva
yhdiste!



(3)

Osoita, ettd jos X on tdydellinen metrinen avaruus ja A C X
laiha, niin int A = ().
* ok ok

A on laiha, eli se on numeroituva yhdiste joukoista A;, joille
int A; = 0.

Bairen lauseen toinen muoto on: Jos X on tdydellinen met-
rinen avaruus ja F; ovat suljettuja joukkoja joilla ei ole sisépis-
teitd, niin niiden yhdisteelld ei ole sisapisteita.

Niin ollen joukolla | J A; ei ole sisépisteitd, joten sen osajou-
kolla A = | J A; el my6skéan ole sisépisteité.

Osoita ettd irrationaalilukujen joukko R':ssi on G, mutta ei
ole F.

X %k %k

Tama ei valttamatta auta lukijaa, ja péaatellen harjoituksis-
sa jaetusta virheellisesta malliratkaisusta ei myoskdan auttanut
malliratkaisun laatijaa, mutta Gg, avoimien joukkojen leikkaus,
on nimetty néin koska saksaksi Gebiet tarkoittaa aluetta tai
pinta-alaa eli tassa tapauksessa avointa joukkoa, ja delta on
kuin Durchschnitt, leikkaus. Koska ihmisten tekemé& matema-
tiikka on tallaista, F,-joukot, suljettujen joukkojen yhdisteet,
on nimetty ranskan sanojen fermé (suljettu) ja somme (sum-
ma, yhdiste) mukaan.

Siis: G5 on avoimien joukkojen leikkaus, F, suljettujen jouk-
kojen yhdiste. Harjoitusten lapussa olivat alaindeksit oikein,
mutta F' ja G olivat vaihtaneet paikkaa.

Sitten itse tehtévaan.

* ok ok

Eli ndyta ettd R\ Q on numeroituva leikkaus avoimista jou-
koista, mutta ei ole numeroituva yhdiste suljetuista joukoista.
Jos ¢ € QQ, niin

R\ {q} = (—00,¢) U (g, 0)
on avoin joukko. Koska rationaaliluvut ovat numeroituva jouk-
ko, niin leikkaus

R\ {a})
q€Q
on numeroituva. Tamé& numeroituva avointen joukkojen leik-
kaus sisaltda luvun jos ja vain jos se on irrationaaliluku; siispé
irrationaaliluvut ovat tyyppiad Gs.
Tamaé oli tehtévan helpompi puoli; sitten se vaikeampi.
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Oletetaan ettd irrationaaliluvut ovat F,-joukko. Talloin ovat
olemassa suljetut joukot F; siten, etta

R\Q=JF.
i=1
Talloin joukko-opillisella ju-jitsulla valittoméasti ndhdaan etté
i=1

eli rationaaliluvut ovat numeroituva leikkaus avoimista joukois-
ta, eli Gs-joukko. Koska rationaaliluvut ovat tiheéssd reaalilu-
kujen joukossa, niin jokaisen avoimen joukon R\ F; taytyy olla
tihed reaalilukujen joukossa.!

Koska tiedetddn etté irrationaaliluvut ovat Gs-joukko (se to-
distettiin tdmén tehtédvin alussa) ja ovat tihedssé reaalilukujen
joukossa, niin on olemassa numeroituva jono avoimia joukkoja
(G; siten, ettd niiden leikkaus on irrationaalilukujen joukko ja
jokainen avoin G; on tiheé reaalilukujen joukossa.

Koska joukot R\ F; ja G; ovat avoimia, reaalilukujen joukossa
tiheitd joukkoja, niin Bairen lauseen nojalla? niiden leikkaus on
tihed reaalilukujen joukossa. Koska tamé leikkaus on

(R\Q)NQ =40,
on tamaé selvastikin typerdd ja mahdotonta, eli ristiriita. Koska

tamé paattely lahti oletuksesta etta irrationaaliluvut olisivat
F,-joukko, niin néin ollen irrationaaliluvut eivdt ole F,-joukko.

ITihes: luennoissa tiheys on mééritelty niin, ettd A on tihed X:ssi, jos A = X.
Koska Q =R jaQ C R\ F}, niin R\ F; = R.

2Bairen lause. Olkoon (X, d) taydellinen metrinen avaruus ja Gi,Ga,... jono
X:n tiheité avoimia joukkoja. Télléin G = N{G; | j € N} on tihe4.

Bairen lauseen detaljit: Onko leikkaus numeroituva? On, koska R\ F; ja G; kum-
pikin yksinddn ovat numeroituvia; ottamalla vuorottain alkio kummastakin saadaan
edelleen numeroituva méaara joukkoja. Ja onko reaalilukujen metrinen avaruus tay-
dellinen? On se. Siis saa ja voi kiyttda Bairen lausetta.




