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(1) Tarkastellaan tason (a, 0o)-topologiaa. (Téssé topologiassa A C
R? on avoin jos ja vain jos A = 0, A = R? tai A = {(x,y) €
R? | x > a ja y > b} joillekin a, b € R.) Jokaiselle T-aksioomalle
joko todista se todeksi, tai keksi ja piirrd vastaesimerkki.
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Jos lukijan mielestd tehtdvinannossa on jotain outoa, on hén
taysin oikeassa; O. Toivasen kiireelld keksimén tehtdvéan "topo-
logia” ei ole topologia! Jos kirjoitetaan

Aap ={(z,y) €R* |z >ajay > b},

eli ilmaistaan yksi annetunlainen joukko lukujen a ja b eli pis-
teen (a,b) avulla, joka on kaikki mikd sen méédrdamiseksi tar-
vitaan, niin on selvéa ettd esim. A; o U Ag; ei ole tétd muotoa
oleva joukko. Kyseessd ei voi olla topologia koska se ei sisélla
véitettyjen avointen joukkojensa yhdisteité!

Jos O. Toivanen olisi kelannut monistetta taaksepéin tulo-
topologioita késittelevaan lukuun, olisi hdn huomannut esim.
tallaisen huomion: tulotopologian X x X kannan muodostavat
joukot U x U, missd U C X on X:n topologiassa avoin. Annettu
lukujoukko ei siis ole topologia, vaan vain sen kanta; topologia
saadaan ottamalla joukkojen A, ; mielivaltaiset yhdisteet.

Tehd&an tdma.

Jokainen joukko A,;, médrdytyy tdysin tuon pisteen (a,b)
avulla, ja siséltad pisteet "joiden kumpikin koordinaatti on suu-
rempi kuin pisteen (a,b) vastaava koordinaatti”. Nédiden jouk-
kojen mielivaltaiset yhdisteet tuottavat joukkoja jotka voidaan
ilmoittaa esim. seuraavalla tavalla:

A ={(z,y) eR?* |y > f(x)},

missd f on mv. viheneva funktio joka on méadritelty R:ssé tai
jollakin valilld (zg,00). (Arvolla = x joukolla Ay on "pys-
tysuora reuna’ joka ei kuulu joukkoon. Yhdisteestd riippuen
samanlaisia "reunoja” tulee kaikkiin funktion f epéajatkuvuus-
kohtiin.) Avoimet joukot siis koostuvat “vahenevien funktioiden
yléapuolisista osista”.



Kaksi avoimien joukkojen erikoistyyppid ovat avoimet puoli-
tasot
Ay = {(z,y) € R?* | & > 20}
ja
Ay = {(z,y) €R* |y > yo}
kaikille xg, 4o € R; ndma saadaan kun toinen tulon avoin joukko
on koko R.

Némaéa ovat siis avoimet joukot; suljetut joukot ovat niiden
komplementit eli "ne pisteet jotka ovat vahenevan funktion ku-
vaajalla tai sen alla.” (Ja tarkemmin, vahenevéan funktion f :
R — R tai f : (z9,00) — R kuvaajalla tai sen alla, plus ne
kaikki pisteet (x,y) joille x < xg.)

Surullista on etta télla oikealla topologialla tehtévan vastaus
on sama kuin vaitetylla "topologialla”, ja vastaesimerkitkin ovat

olennaisesti samanlaisia; tyotd vain on hieman enemman.
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Kerrataan T-aksioomat.

Ty : jos x,y € X, x # y, niin ainakin toisella pisteista = ja y
on ymparisto (sen siséltéva avoin joukko) johon toinen piste ei
kuulu.

T, : jos x,y € X, x # y, niin kummallakin pisteistd = ja y
on ympéristo (sen sisdltéva avoin joukko) johon toinen piste ei
kuulu.

T, : jos x,y € X, v # y, niin kummallakin pisteistd x ja y
on ympéristo (sen sisdltdva avoin joukko) johon toinen piste ei
kuulu, siten ettd ndiden ympéristot ovat erillisia (niiden leikkaus
on tyhja).

Ts:josx € X ja A C X on suljettu, = ¢ A, niin x:114 ja A:lla
on erilliset ympaéristot.

Ty : jos A, B C X ovat erillisid suljettuja joukkoja, niin niilla
on erilliset ymparistot.

* ok ok

Tason (a, co)-topologia on Ty, ja ei ole Ty, Ty, T tai T}.
Ty : Olkoon (a,b), (¢,d) € R? siten, ettd (a,b) # (c,d). Tallsin
joko koordinaatit a ja ¢ ovat erisuuria tai koordinaatit b ja

d ovat erisuuria. Voidaan olettaa etta a > c¢. T4lloin avoin
joukko

{(z,y) eR? |2 > (a+c)/2jay>b—1}

sisdltdd pisteen (a, b), mutta ei sisalla pistetta (¢, d). Siispa
topologia on Tj.
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Tarkastellaan pisteita (0,0) ja (0,1). Jos (0,0) kuuluu jo-
honkin ympéristoon A, p,

Aoy ={(z,y) €R* |z >ajay > b},

niin jokainen (0, x) jolle z > 0 kuuluu siihen koska x > 0 >
b. Néin ollen ei ole ympéristod joka siséltéisi pisteen (0, 0)
mutta ei pistettd (0, 1).

Sama vastaesimerkki kay.

Suljettuja joukkoja ovat avointen joukkojen komplementit.
Esimerkiksi koska

{(z,y) eR* [z >0jay >0}
on avoin, niin
C={(z,y) eR* |z <0taiy <0}

on suljettu. Mutta ainoa tdmén joukon sisaltava avoin jouk-
ko eli ainoa sen ympiristé on R2. Télloin esimerkiksi pis-
teelld (1,1) ¢ C ei ole ympéristod joka ei leikkaisi téaté
ainoaa C':n ympéristoa.

Ominaisuus T} on, etté erillisilla suljetuilla joukoilla on eril-
liset ympéristot; mutta onko avaruudessa erillisia suljettu-
ja joukkoja? Ei montaa. Osoitetaan ensin, ettd jos C' ja
D ovat suljettuja, epdatyhjia joukkoja niin ne eivat voi olla
erillisia.

Jos C' ja D ovat suljettuja joukkoja niin jollekin riittéavan
suurelle n € N pétee, ettd (—n, —n) € C' N D. Néiin siksi,
ettd C ja D ovat suljettuina joukkoina vihenevien funktioi-
den f : (zg,00) — R alapuolisia alueita, mutta sisdltévéit
myos kaikki pisteet joiden z-koordinaatti on xq tai pienem-
pi; valitsemalla n niin ettd —n < xy kummallakin luvulla
zo saadaan (—n,—n) € C N D.

Jos toinen funktio on f : R — R, niin siltikin 16ytyy téllai-
nen n, silld f on vihenevé, ja pisteet (—n, —n) ovat "aidos-
ti kasvava jono”. Jos taas esim. C' on jonkinlainen alempi
puolitaso rajasuorana y = o, niin valitsemalla n siten, et-
td —n < yp saadaan (—n, —n) € C, ja (—n, —n) € D kuten
yll&.

Tarkoittaako tama sité, etta erillisia suljettuja joukkoja ei
ole? Ei aivan.

Olkoon C' = 0 ja D epityhji suljettu joukko. Télloin C
ja D ovat erillisia, silli C' N D = (). Joukolla C' on aina
avoin ymparisto (), ja joukolla D on aina avoin ympéristo
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R2. Koska @ NIR? = (), ovat nim4 erilliset ympéristot; niin
ollen, koska ndma ovat ainoat mahdolliset erilliset suljetut
joukot, on tdma avaruus T}.

Todista: Jos X on T ja T3, niin X on sdannollinen.
k ko

Saanollinen avaruus on T3 ja 77, joten pitdd osoittaa etta (T
ja Tg) = Tl.

Olkoon z,y € X, © # y. Olkoon x niistd se piste jolla on
Ty:n nojalla ympéaristé A joka ei sisélla pistettd y. Télloéin A:n
komplementti CA on suljettu, ja sisiltdd y:n. Koska joukon sul-
jeuma on pienin sen sisaltava suljettu joukko, niin m c CA.
Koska z ¢ CA niin z ¢ {y}. Koska avaruus X on T4, niin pisteel-
14 z ja suljetulla joukolla @, T ¢ @, on erilliset ympéristot,
ja koska y € @, niin néista jalkimmé&inen on myds pisteen y
ymparisto.

Todista: Ominaisuus 75 on perinnéllinen, eli jos avaruus (X, T)
on Ty ja A C X, niin (A, T |4) on Ts.

X %k %k

Ominaisuus T avaruudelle (X, T') on se, ettd jos x,y € X,
x # y, niin ovat olemassa B,C' € T siten, ettd x € B, y € C
jaBNC =0.Josnyt AC X jax,y€ A, x # y, niin z,y €
X, ja ovat olemassa B,C kuten ylld. Koska BN C = (), niin
(ANB)N(ANC) =0; jakoska ANB,ANC € T |4 niin viite
on todistettu.

Olkoon f,g : X — Y jatkuvia, Y Hausdorff, A C X tihed, ja
f ]a= g. Osoita, ettd f = g.
(Vihje. Oleta ettéd on olemassa x s.e. f(z) # g(x).)
"

Avaruus Y on Hausdorff, eli se on T5, eli jos f(z),g(z) € Y,
f(z) # g(x), niin ovat olemassa avoimet joukot Y7, Y5 siten, ettd
f(fﬂ')GYlag(x)EBaJaYleQ:@

Oletetaan ettéd on olemassa = € X siten, ettd f(x) # g(x).
Talloin yo. avoimet joukot Yi, Y5 ovat olemassa. Koska f, g ovat
jatkuvia ovat nédiden avoimien joukkojen alkukuvat avoimia, eli
Y1) ja g~ 1(Y2) ovat avoimia. Erityisesti niiden leikkaus on
avoin; merkitdan

D= (Yi)ng (V).
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Koska A on tihed X:ssé, se leikkaa jokaisen avoimen joukon,
ja erityisesti joukon D. Télloin on olemassa piste y € AN D,
jolle f(y) = g(y) (koska se on joukossa A), ja jolle f(y) ja g(y)
kuuluvat erillisiin joukkoihin Y; ja Y5. Tamé on selvé ristiriita.



