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(1) Todista: Ominaisuus N, on perinnéllinen.
* k%

Avaruus on N, jos silld on numeroituva kanta.

Lyhyt todistus: Jos X; on avaruuden (X, T') kanta ja A C X,
niin AN X; on avaruuden (A,7 |4) kanta. Jos ensimmaéinen on
numeroituva, niin toinenkin on.

Pitkd todistus: Oletetaan ettd avaruudella (X,7") on nume-
roituva kanta X; C X, i =1,2,..., eli jos B € T, se voidaan
esittdd joidenkin joukkojen X; yhdisteind jonkin (numeroitu-
van) indeksin I C N yli:

B=|Jx.
iel
Jos nyt A C X ja C € T |4, niin C' on joukon A ja jonkin
T-avoimen joukon leikkaus; joten jollekin joukolle B € T pétee

C=ANB=AnN (UX1> :U(AmXZ-),

iel iel
joten selvistikin joukot A N X; ovat numeroituva topologian
T |4 kanta.

(2) Onko R\ Q separoituva?

X %k %k

On se. Avaruus on separoituva, jos se sisaltdd numeroituvan
tihedn pistejoukon. Olkoon z € R\ Q kiinted; voidaan valita
esim. z = /2. Jos ¢ € Q, niin* z + ¢ € R\ Q, ja

Z={24+q|lqeQ} CcR\Q

on numeroituva (koska rationaaliluvut ovat numeroituva jouk-
ko) ja tihed joukossa R\ Q (koska rationaaliluvut ovat tihedssé
jopa reaalilukujen joukossa).

10lkoon z € R\ Q ja g € Q. Télléin s = z 4 ¢ € R\ Q, silld jos s € Q, niin
z = s — q olisi kahden rationaaliluvun erotuksena rationaaliluku.



(3)

Loppu!

Olkoon X separoituva ja A kokoelma X:n erillisid avoimia osa-

joukkoja. Osoita ettd A on numeroituva.
X %k >k

X on separoituva, eli on olemassa numeroituva joukko () C X
joka on tihed. Talloin jokaiselle A € A on olemassa piste ¢ € Q)
siten, ettd g € A. (@ on tihed < jokainen ei-tyhji avoin joukko
kohtaa ():n.) Koska A ovat erillisid, ndmé pisteet ovat erillisii;
erityisesti jos A on numeroituva/ylinumeroituva niin pisteiden
q joukko on numeroituva/ylinumeroituva.

Oletetaan ettd A ei ole numeroituva. Télldin se on ylinume-
roituva, jolloin pisteiden ¢ joukko on ylinumeroituva; mutta ei
numeroituvasta joukosta () voi ottaa ylinumeroituvaa osajouk-
koal!

Sanotaan ettd avaruus on numeroituvasti kompakti (countably
compact) jos sen jokaisella numeroituvalla avoimella peitteella
on darellinen osapeite. Osoita ettd Lindelof-avaruus on kompak-
ti jos ja vain jos se on numeroituvasti kompakti.

* ok ok

Avaruus on Lindeldf, jos sen jokaisella avoimella peitteelld on
numeroituva osapeite.

Avaruus on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelld
on aarellinen osapeite.

Avaruus on num.komp., jos sen jokaisella numeroituvalla avoi-
mella peitteella on aarellinen osapeite.

=" Triviaalia, vanhemmasta seuraa heikompi.

"«<" : Olkoon A avoin peite. Talloin (Lindel6f) silld on nu-
meroituva osapeite. Télloin (num.kompt.) talla osapeitteella on
adarellinen osapeite.

(Tallaisessa todistuksessa ei edes tarvitse ajatella sitd millai-
nen matemaattinen objekti "peite” on; mutta muistetaan kui-
tenkin myohempad kiyttoa varten ettd jonkin joukon peite on
sellainen joukkokokoelma jonka yhdiste siséltad tuon joukon.)



