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Harjoitus 1

(1) Olkoon X joukko ja (7j);c; perhe X:n topologioita. Osoita, ettd
T =(\{T;: jeJ} on X:m topologia.

(2) Todista: Vailit [a,b) muodostavat R':n erdin topologian kannan.

(3) Osoita, ettd Tehtdvéin 2 topologiassa jokainen [a,b) on avoin ja sul-
jettu.

(4) Osoita, ettd joukot §), R' ja (a,00),a € R', muodostavat R'm erdén
topologian 7;. Mika on {0}7

(5) Olkoon T niiden U C R! kokoelma, joilla U = @ tai R' \ U on

numeroituva. Osoita, ettd T on R topologia.

Vastauksia

(1) Olkoon X joukko ja (T});e; perhe X:n topologioita. Osoita, ettd
T =(\W{T;: j e J} on X:m topologia.

* ok k

Sen nayttamiseksi ettda T on topologia tulee osoittaa seuraavat kolme
ehtoa:

1. T sisaltaa jasentensa mielivaltaiset yhdisteet.
2. T sisaltaa jasentensa aarelliset leikkaukset.
3.0eTjaXeT.

(Huomaa nyt ettd T ja joukot Tj ovat joukkoja; T on joukko joka
sisaltaa joukoille T} yhteiset alkiot. Topologian ehtojen ”jasenet”
eivat ole naitd joukkoja T}, vain joukkoihin 7} kuuluvia alkioita
so. topologioille T} yhteisia avoimia joukkoja. Esimerkiksi T} =
{0, X, A, B,C,...}, missi A, B, C ja niin edelleen ovat (topologian
T; mielessd) avoimia joukkoja. Jos A sattuu kuulumaan jokaiseen
muuhunkin joukkoon 77, niin sitten A € T".)

Jos a; on kokoelma T":hen kuuluvia joukkoja, niin jokainen a; kuuluu
jokaiseen joukkoon 7). Koska jokainen joukko 7} on topologia, niin



joukkojen a; mielivaltaiset yhdisteet ja aarelliset leikkaukset kuulu-
vat jokaiseen joukkoon 7j. Nain ollen nama yhdisteet ja leikkaukset
kuuluvat myos joukkojen 7; leikkaukseen eli joukkoon 7'. Samoin,
koska jokainen 7T} on topologia, niin niisté jokainen sisiltdd joukot )
ja X, joten myos T' = N7} sisaltaa ne.

Todista: Vilit [a,b) muodostavat R':n erain topologian kannan.

Ensimmaéinen ratkaisutapa:

Téssa, kuten monissa muissakin matemaattisissa tehtavissa, ratkaisu-
tapoja on monia, osa niista helpompia, ja osa lyhyempia. Eras lyhyt
ratkaisutapa on kayttaa Kantakriteerio B:ta, jonka mukaan joukko
on jonkin (sen tarkemmin mééritteleméttémén) topologian kanta, jos
(1) joukko on joukon X peite so. sen kaikkien joukkojen yhdiste on
koko joukko (téssd tapauksessa X = R); ja (27) jos U ja V kuuluvat
vaitettyyn kantaan ja niiden leikkaus on epatyhja, niin U NV kuuluu
vaitettyyn kantaan.

Ehto (1): Koska U°,[—i,7) = R, vilien [a, b) joukko on reaaliakselin
peite.

Ehto (2): Olkoon [a,b) ja [c,d) vileja siten, ettd [a,b) N [e,d) # 0 ja
a < c. Merkitaan luvuista b ja d pienempaa kirjaimella e. Talloin
la,b) N [c,d) = [c,e), joka on haluttua muotoa.

Huomaa etta tassa ratkaisutavassa ei ratkaisijalle jaa minkéaanlaista
kasitysta siita millaisen topologian tdma kanta virittaa.

Toinen ratkaisutapa:

Kokoelma joukkoja on tietyn topologian kanta, jos jokainen sen topolo-
gian alkio on tyhja joukko tai voidaan ilmaista kannan joukkojen
yhdisteend. Koska ei tiedetd minkd topologian kannaksi vilit [a, b)
pitaisi osoittaa, pitaa katsoa millaisen joukon ne virittavat, ja osoit-
taa se topologiaksi. Tehtava ei ole "voidaanko kaikki taman topolo-
gian avoimet joukot esittaa kannan yhdisteind?” vaan ”ovatko tdméan
kannan yhdisteet topologia?”

(Pidetdan mielessa etta [a,b) = {z € R! | a < x < b}; se kuuluvatko
paatepisteet joukkoon vaiko ei on seuraavassa hyvin tarkeéa.)

Yhdistamallid joukkoja [a,b) saadaan muotoa R!, (—oo,a), [b, 00),
la,b), Uj[a;, b;) ja U2 la+1/i,b) = (a,b) olevia joukkoja; ndma ovat
vaitetyn kannan vaitetysti maaraaméan topologian avoimet joukot.
Kutsutaan niiden ja tyhjan joukon muodostamaa kokoelmaa nimella
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T. Naiden joukkojen yhdisteet ovat samaa muotoa; niiden leikkauk-
set samaten; joten nama yhdisteet ja leikkaukset kuuluvat kokoel-
maan 7.

(Tarpeeton esimerkki: [1,3) € T ja [2,4) € T. Nyt [1,3) N [2,4) =
[2,3); leikkauksesta syntyy véli jonka péaitepisteet ovat vaadittua
tyyppid. Samoin [3,4) € T, ja [1,3) U [3,4) =[1,4) € T")

Koska U2, [—i,i) = R' € T'ja ) € T, on T topologia, ja vilit [a, )
nain ollen muodostavat erdan reaaliakselin topologian kannan.

(Tarpeeton lisshuomautus: Koska tdmé topologia siséltda joukot (a, b)
janiiden yhdisteet, se sisaltaa kaikki reaaliakselin ”tavallisen” topolo-
gian avoimet joukot. Nain ollen tama topologia on hienompi kuin
tavallinen topologia.')

(3) Osoita, ettd Tehtdvéin 2 topologiassa jokainen [a,b) on avoin ja sul-
jettu.

X k%

Selvéstikin jokainen joukko [a,b) kuuluu topologiaan, so. on avoin
joukko.

Joukko [a,b) on puolestaan suljettu, jos sen komplementti on avoin.
Joukon [a,b) komplementti on R! \ [a,b) = (—o0,a) U [b, 00); mutta
kuten edellisessé tehtdvéssa nahtiin, (—oo, a) ja [b, 0o) kuuluvat topolo-
giaan so. ovat avoimia joukkoja, joten niiden yhdistekin on avoin.
Koska joukon [a,b) komplementti on avoin, on [a, b) suljettu.

Mikali 2. tehtavan on ratkaissut esim. Kantakriteerio B:lla ja niin
ollen ei tieda millaisia joukkoja topologiaan kuuluu, voi yo. ratkais-
ussa huomata etta jokainen kannan alkio kuuluu topologiaan eli on
avoin joukko; ja koska

(—o0,a)=[a—1l,a)U[a—2,a—1)UJja—3,a—2)U...
ja
[by00) =[0,b+ 1)U+ 1,0+2)U[b+2,0+3)U...,
voidaan joukon [a,b) komplementti esittdd kannan alkioiden yhdis-
teena. Koska kannan alkioiden yhdisteet ovat topologian alkioita eli

avoimia joukkoja, on tdmé yhdiste avoin joukko, joten [a,b) on sul-
jettu.

(4) Osoita, ettd joukot §), R' ja (a,00),a € R', muodostavat R'm erdén
topologian 7. Miké on {0}7?

Huomaa etti timi tarkoittaa etti Tiavallinen C Tiehtivan 2; Kyse ei ole termin ”hieno”
kansanomaisesta merkityksestd, so. ”Voi ettd tdma on hieno topologial”



Samat kolme todistettavaa kohtaa.
1. T) sisaltaa jasentensa mielivaltaiset yhdisteet.

Joukkojen (a;, 00) yhdiste (yli jonkin indeksini = 1,2, ...) on tyyppid
(a, 00) oleva joukko, silld U;(a;, 00) = (min; a;, 00).

Huomaa etté esimerkiksi yhdiste U2, (—i,00) = R'; tdmé on ” patol-
ogisessa mielessi” muotoa (min; —i, o) oleva joukko.?

(Mikéli () sisiltyy yhdisteeseen tulos ei muutu; mikili R! siséltyy
yhdisteeseen tulos on R! € T3.)

2. T sisaltaa jasentensa aarelliset leikkaukset.

Joukkojen (a;, 00) leikkaus (yli jonkin &érellisen indeksini = 1,...,n)
on tyyppié (a,o0) oleva joukko, silld NI, (a;, 00) = (max; a;, 00).

(Mikali @ sisaltyy yhdisteeseen tulos on @ € Tp; mikali R! sisdltyy
yhdisteeseen tulos ei muutu.)

3. 0eTijaXeT.
Selvé sen nojalla kuinka 7} on maaritelty.

Enté joukko {0}? Joukon sulkeuma tarkoittaa nyt sulkeumaa timén
topologian mielessa. Joukon B sulkeuma voidaan maaritelld esim.
pienimpana suljettuna joukkona joka sisaltaa B:n.

Koska Ty siséltad kaikki avoimet joukot, jotka ovat nyt muotoa @), R!
tai (a,0),a € R!, niin suljettuja joukkoja ovat ndiden komplementit,
R, 0 ja (—o0,al, a € R, Miki naistd on pienin joukko joka sisiltdi
joukon {0}? Tlmeisestikin (—oo,0]; néin ollen {0} = (—o0, 0].

Vaihtoehtoisesti voidaan myos kayttaa tata sulkeuman maaritelmaa:
”Joukon A sulkeuma on joukon A kosketuspisteiden joukko”; kos-
ketuspisteet ovat niita pisteita joiden jokainen ymparisto sisaltaa
jonkun A:n pisteen. Nyt A = {0}, pelkistadn nollasta koostuva
joukko. Koska ei-triviaalit avoimet joukot ovat nyt muotoa (a,o0),
a € R!, niin nihdaén ettd jos x on reaaliluku, niin jokainen x:n
ymparisto sisaltaa kaikki sita suuremmat luvut. Jos x < 0, jokainen
r:n ymparisto sisaltaa nollan. Jos taas x > 0, niin esimerkiksi
(/2,00) on x:n ympéaristo joka ei sisélld nollaa. Néin ollen tdsmaélleen
pisteet z joille z < 0 ovat joukon {0} kosketuspisteitd, joten joukon
{0} sulkeuma on (—o0,0].

2Mité, tarkoittaako timi etté vastausten laatijalla on patologinen mieli? Ei toki, silld
tdméa esimerkki tuli ilmi itse laskuharjoituksen aikana ”poydéan toiselta puolelta”. Jonka
voisi my0s tulkita tahallaan vaarin, mutta siind eksyttéisiin jo liiaksi asiasta.



(5) Olkoon T niiden U C R! kokoelma, joilla U = @ tai R' \ U on
numeroituva. Osoita, ettd T on R'm topologia.

X ok ok

Suuri yllatys — samat kolme kohtaa. Pidetaan mielessé etta jos
joukko on numeroituva, siind on ”yhta monta” alkiota kuin luonnolli-
sissa luvuissa N, tai viahemman; so. siiné on aarellisen monta alkiota,
tai sen alkiot voidaan laittaa jonoon (”ensimmaéinen, toinen, kolmas,
jne.”) ja néin luetella ne kaikki. Luonnolliset luvut N, kokonaisluvut
7 ja murtoluvut Q ovat numeroituvia. Reaaliluvut R ja kompleksilu-
vut C ovat ylinumeroituvia. Ylinumeroituvuus tarkoittaa etta niita
ei voidaan "laittaa jonoon” talla lailla; niita on liian paljon; tarkempi
selitys Cantorin diagonaaliargumentin kera on ollut johdantokurssilla
tai jollakin analyysin alkupaan kurssilla.

Jos meilld on numeroituvia joukkoja, niin (a) niistd voidaan viahentaa
mielivaltaisen monta alkiota ja ne pysyvat edelleen numeroituvina; ja
(b) dérellisen monta numeroituvaa joukkoa voidaan yhdistda ja tulos
on edelleen numeroituva.

1. T sisaltaa jasentensa mielivaltaiset yhdisteet.

Olkoon U; joukkoja siten, ettd R!\ U; on numeroituva jokaiselle i.
Joukkojen U; yhdisteen komplementti on R! \ U;U; = N;(R! \ U).
Koska jokainen R'\ U; on numeroituva, niin niiden leikkaus N;(R'\U;)
on myos numeroituva.

2. T sisaltaa jasentensa aarelliset leikkaukset.

Olkoon U;, i = 1,...,n, joukkoja siten, ettd R! \ U; on numeroituva
jokaiselle i. Joukkojen U; leikkauksen komplementti on R \ N;U; =
U;(R* \ U;). Jokainen joukko R! \ U; on numeroituva, ja niitd on
aarellisen monta; nain ollen niiden yhdiste U;(R! \ U;) on myos nu-
meroituva. (Jos R\ U; = {u},u?,u3,...}, niin joukkojen R' \ U
yhdiste voidan kirjoittaa {u},ud, ... ub, ud, u3 ...}.)

3.DeTjaXeT.

Tyhji joukko ) € T maédritelman nojalla; perusjoukon R! komple-
mentti on tyhja joukko joka on numeroituva.



