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Harjoitus 2, vastaukset

(1)

Aseta seuraavat reaaliakselin R! topologiat karkeusjirjestyk-
seen.

T1 - {@7R1}

T, : kaikista R':n osajoukoista muodostuva topologia

T3 : reaaliakselin tavallinen topologia (eli avoimet vélit (a,b)

ja niiden yhdisteet)
Ty, : 1. harj. 2. teht. topologia
X 3k ok

Topologia T, on karkeampi kuin topologia Ty, ja Ty hienompi
kuin T,, mikali T, C T,. Karkeampi topologia on "vihemmén
tarkka tyokalu” avaruuden mittaamiseen.

Tiedetddn luennoista ettd T on kaikkein karkein reaaliakselin
topologia, ja T, kaikkein hienoin. Edellisten harjoitusten 2.
tehtavassa huomattiin etta topologia T} sisaltdaa kaikki avoimet
valit ja niiden yhdisteet; nain ollen T35 C Tj}.

Kokoamalla ndma palat yhteen saadaan seuraava sisikkaisyys,
karkein ensin ja hienoin viimeisimpana: Ty C T3 C Ty C T.

Osoita kuvaus f(r) = z, f : R! — R!, tavalliselta topologialta
(a, 00)-topologialle (harj. 1 teht. 4), jatkuvaksi.
* ok ok

Madritelmé ensin: Kuvaus f: (X, Tx) — (Y, Ty) on jatkuva
pisteessd x € X, jos jokaiselle f(x):n ympéristolle V', merkitaan
Vi), Vi) € Ty, on olemassa U, € Tx siten, ettd f(U,) C

Vi)
Merkitadn reaaliakselin (a, co)-topologiaa T}, «,

T(a,oo) = {®7R1} U {<a7 OO) | a € Rl}?

ja reaaliakselin tavallista topologiaa Tiavaninen. Olkoon nyt x €
R! mielivaltainen piste. Koska tyhji joukko ei siséllé yhtadn pis-
tettd, ja koko joukko R! kuvautuu itselleen, riittéé tarkastella
(a, 00)-topologian avoimia joukkoja (a,00), a € R'. Olkoon
nyt (a,00) € T(40) sellainen joukko, ettéd f(z) = = € (a,0).
Nyt esimerkiksi avoin véli ((z + a)/2,00) € Tiavallinen, ja Koska
a<(r+a)/2 <z mnin f((z+a)/2,00)) = ((z+a)/2,00) C
(a,0).

Toinen ratkaisutapa: Luennoista tiedetddn ettd funktio on
jatkuva jos ja vain jos jokaisen maalipuolen avoimen joukon
alkukuva on avoin. Maalipuolen avoimet joukot ovat 0, R! ja
(a,00) kaikilla @ € R'; niiden alkukuvat ovat (), R! ja (a,o0)
kaikilla a € R'; ndmi ovat kaikki tavallisen topologian avoimia
joukkoja.



(3) Onko edellisen tehtévin kuvauksen f kidénteiskuvaus f~! jatkuva?

Onko f homeomorfismi? Onko f suljettu? Onko f avoin?
* ok ok

Kuvaus f~! ei ole jatkuva; esimerkiksi tavallisen topologian
avoin joukko (1,3) on pisteen 2 = f~!(2) ympiristé mutta ei ole
sellaista 2:n ympéristéd A € T 00) ettd f71(A) = A C (1, 3).

Koska f~! ei ole jatkuva niin f ei voi olla homeomorfismi.
Homeomorfismit méaritelldan bijektioina jotka ovat jatkuvia ja
joiden kidanteisfunktiot ovat jatkuvia.

Funktio f ei ole suljettu eikd avoin; tdméa nahdéaén esimerkiksi
joukoilla (1,2) ja [1, 2], joiden kuvat eivit ole avoimia, eivit sul-
jettuja maalipuolen topologiassa T(qoc). (Huomaa ettd joukko
(1,2) todistaa myds sen, ettd f~' ei ole jatkuva; vertaa ed.
tehtdvéin toinen ratkaisutapa.)

(4) Olkoon f : (X,T) — (Y,T") jatkuva, ja olkoon T" C T} ja
T] C T'. Osoita, etta f: (X,T1) — (Y,T]) on jatkuva.

X %k %

Kuvaus f on jatkuva pisteessd x, jos jokaiselle Vi, on ole-
massa Uy s.e. f(Uy) C Vi)

Olkoon x € X. Olkoon V' f(z):n ympéristo topologiassa T7.
Koska 7] C T, niin jatkuvuuden 7" — 7" nojalla on olemassa
xm ympéristdo U € T s.e. f(U) C V. Koska T C Tj, niin
UeT.

(5) Osoita, ettéi B ~ I" konstruoimalla jokin niiden viilinen home-

omorfismi.
%k ok

Muistetaan ettd B™ on n-ulotteinen yksikkdkuula, jonka sulkeuma
on B
B"={zeR"||z| <1},
ja I on n-ulotteinen yksikkokuutio,
I"={2eR"|0<2; <1lkaikillai=1,...,n}.

Kuutioon I™ kuuluvilla pisteillda x € R™ on n koordinaattia,
x1, T, ..., Ty, kaikki vlilld [0, 1]. Kuulaan B" kuuluvat pisteet
voidaan ilmoittaa n:lla pallokoordinaatilla; ndmé ovat etdisyys
origosta r ja kulmat 6,,60,,...,0,_1, joiden arvot ovat vileilla
[0,1], [0,27] ja [0,7]. (Tamé& ratkaisutapa on selkeAmpi mikéali
kiytetddn pallokoordinaatteja.) Koska molempia on n kap-
paletta, ne voidaan yhdistda pareittain bijektioilla, esimerkiksi
f1:[0,1] — [0, 7], f(x) = mx. Ndmé& n komponenttia maaraavat
yhdessi jatkuvan bijektion B — I", jonka kédnteisfunktio on
selvasti myos jatkuva. Téamé funktio on vaadittu homeomor-
fismi.



