Topologia
Syksy 2010
Harjoitus 3

(1) Osoita, ettd projektio P, : R? — R, Pi(x,y) = x, on avoin
muttei suljettu kuvaus. (Topologiana molemmin puolin on re-
aaliakselin tavallinen topologia.)

* ok ok

Avoin, eli kuvaa avoimet joukot avoimille joukoille: Olkoon
A C R? avoin joukko. Jos sen kuva P;(A) ei olisi avoin joukko,
niin olisi olemassa piste © € P;(A) siten, ettd jokaiselle € > 0
olisi olemassa piste z ¢ P;(A) siten, ettd |z — z| < e. Nyt x on
jonkin pisteen (z,y) € R? kuva. Koska pisteille z piitee z ¢
Py(A), niin pisteet (z,y) € R? ovat joukon A komplementissa.
Koska |(z,y) — (2,y)| = |* — 2|, pisteet (z,y) osoittaisivat etti
A ei ole avoin. TA4mé on ristiriita; néin ollen P;(A) on avoin.

Ei suljettu, eli ei kuvaa kaikkia suljettuja joukkoja suljetuil-
le joukoille: Ehdot z5 = 1/x; ja 27 > 0 toteuttavat pisteparit
(71, 7o) midriivit tasoon R? kilyriin joka on suljettu joukko.!
Sen kuva projektion P; kautta on avoin véli (0, 00), joka ei ole
suljettu.? Koska timé suljettu joukko ei kuvaudu suljetulle jou-
kolle, ei P; ole suljettu.

(2) Osoita funktion f(z) = xsinz avulla, ettei Lauseen 2.6 vastine
esikannoille ole tosi.

Lause. Olkoot X ja Y avaruuksia, f : X — Y ja B X:n kanta.
Jos f(B) on avoin kaikilla B € B, niin f on avoin.
* ok %

Jos lause ei ole totta esikannoille, riittaé loytad sellainen esi-
kanta B jonka alkioiden B € B kuvat f(B) ovat avoimia, mutta
jonka virittamaélle topologialle f ei ole avoin. Tarvittava funk-
tio f on annettu yll; tarvittava topologia on reaaliakselin ta-
vallinen topologia ja sen luennoissa esiintynyt esikanta, joka
muodostuu joukoista (—o0,b) ja (a,00). Jos x — oo, niin
f(z) = xsinz vérdhtelee saaden kaikki mahdolliset arvot; ndin

IKoska valittiinpa miké tahansa kiyrilld olematon piste, sité lihin kiyré piste
olisi etdisyydella ¢, ja €/2-sdteinen pallo olisi avoin kiyrid leikkaamaton ympéristo.

2Koska piste 0 ei kuulu joukkoon, ja sillii ei silti ole kiiyrid leikkaamatonta
ympéristoa.



ollen f((—o00,b)) = f((a,00)) = (—o00,00), joka on avoin jouk-
ko. Esikannan joukot siis kuvautuvat avoimille joukoille. Enta
tavallisen, tdmén esikannan virittdman, topologian joukot? Erés
tallainen joukko on avoin vili (0, 27). Katsomalla sen kuvaajaa
(ks. Kuva 1) on ilmeisté ettd sen kuvajoukko on suljettu vili.?

Kuva 1. f(z) = zsinz valilla (0, 27)

(3) Millaisia avoimia joukkoja kuuluu (a, co)-topologian joukossa
[0,1] médradméaan relatiivitopologiaan? Mitd on {0} téssd to-
pologiassa? Entd {0, 1}7

* ok k
Koska T{4.00) = {0, R'} U {(a,0) | @ € R'}, niin
Ty = (01011} U {(a.00) N[0, 1] | a € B}
={0,00,1]} U{(a,1] | 0 < a < 1}.
Suljetut joukot ovat nadiden komplementteja, eli
{[0,1],0} U{[0,a] | 0 < a < 1}.

Néistd pienin joka siséiltdd joukon {0} on [0,0] = {0}, joten
{0} = {0}. Samoin {0,1} = [0, 1].

3Se miki suljettu villi tdmé kuva on, on parempi jittid sanomatta; selvistikin
valin rajat 10ytyvit tarkastelemalla funktion f arvoja sen derivaatan valilla (0, 27)
olevissa nollakohdissa. Tamé& johtaa ihmisen etsimién yhtélon tanx 4+ x = 0 rat-
kaisuja valilla (0, 27); néité ratkaisuja ei saa irti muuten kuin vain likiarvoina.



(4) Todista tarkasti Seuraus 3.8.

Seuraus. Olkoon (X,T') avaruus ja A C B C X. Talloin T' | 4=

(T"|B) |a-
* ok ok

Tama tulos on seuraus Lauseelle 3.7.; ndin ollen on luonnol-
lista kiyttaa tata lausetta sen todistamisessa. Lauseen nojalla,
jos f: X = Yjag:Y — Z jaT” on Z:mn topologia, niin
indusoidut topologiat T} ja T, ovat sama topologia. Téssa T}
on kuvauksen ¢gf : X — Z indusoima X:n topologia, joka syn-
tyy Z:n topologiasta T”. Samoin T5 on kuvauksen f : X — Y
indusoima X:n topologia, joka syntyy Y:n topologiasta T”, jo-
ka puolestaan on kuvauksen g : Y — Z topologiasta T" in-
dusoima. (Td4m4 on jarkevad matemaattista tekstid eikd XY Z-
sillisalaattia; aukenee parin lukukerran jélkeen.)

Nyt voidaan valita kuvaukset f(x) = z ja g(z) = x, joiden
1aht6- ja maalijoukot ovat f : A — B jag: B — X. Tal-
16in f mé&ardéd joukon A relatiivitopologian joukossa B, mutta
on talla lailla kirjoitettuna my6s joukon B joukkoon A kuvauk-
sen f kautta indusoima topologia. Samoin ¢ méaaraé joukon B
relatiivitopologian joukossa X, ja on myos kuvauksen g joukos-
ta X joukkoon B indusoima topologia. Koska (¢f)(z) = =,
gf + A — X, niin fg madrdd joukon A relatiivitopologian
joukossa X, ja on samaten kuvauksen ¢f joukosta X jouk-
koon A indusoima topologia. Mutta nyt Lauseen 3.7. nojalla

T |a=(T'|B) |a.

(5) Todista Lause 3.10.
Lause. Olkoon f; : X — Y;, 5 € J,jagu:Y;, = Zyx, k € Kj.
Olkoot Zj;, avaruuksia,® jolloin perhe (gjk ke, indusoi Yj:hin
topologian T}, ja perhe (f;);ecs néistd X:8én topologian 7. Tal-
16in 7" on sama kuin perheen (g1 f;)jesrek; indusoima X:n to-
pologia.

(Huom. Laskuharjoituslapussa saattoi lukea ( f;g;x)jesrex,, mi-
ki oli vddrin. Siind piti sittenkin lukea (gjif;)jesrex;. Luupéd

473114 kurssilla "avaruus” tarkoittaa “joukko jolla on topologia”; X yksiniéin on
pelkistédan joukko pisteitd, mutta jos silld on jokin topologia T, niin puhutaan
avaruudesta (X, Tx) tai avaruudesta X.



laskuharjoitusten pitdja O. Toivanen unohti kummin péin yh-
distetty funktio kirjoitetaan. Hanen tekosyynsa on etta kirjan
seuraava lause, Lause 3.11, koski erilaista mutta hammentéavan
samankaltaista tapausta jota dkkia vilkaisemalla hén "varmisti”
ettd muka oli todellakin 16ytanyt virheen. Anteeksi.)

X ok k

Huomaa ensin, ettd jos meilld on yksi kuvaus f; : X — Y},
ja jokin joukon Y; topologia Tj, niin tdmén topologian joukko-
jen alkukuvat kuvauksen f; kautta maaraévat aina joukolle X
topologian. Jos meillé puolestaan on monta kuvausta f; ja mon-
ta joukkoa Y ja niista jokaisella joku topologia T}, niin niiden
kaikkien alkukuvien yhdiste on pelkéistdan sekalainen kokoelma
joukon X osajoukkoja, eikd varma topologia. Sen sijaan:

Kuvausperheen f; : X — Y;, j € J, joukkoon X maaraama
topologia méiritelldén joukon {f;'V | V C T},j € J} jouk-

koon X wirittdmdnd topologiana.®

No, nyt itse todistus.

Ensin: Naytetaan ettd jos A kuuluu lauseen toisen topologian
(kuvaukset f;g;) virittdvadn joukkoon, niin se kuuluu ensim-
méisen topologian (kuvaukset f; ja g;,) virittavaan joukkoon.

Olkoon A C X sellainen joukko, ettd A = (g;r.f;)" (V) jol-
lekin V' € Tj, jollekin j € J ja k € Kj. Téllaiset joukot A
virittavat lauseen viitteen toisen topologian. Koska V' kuuluu
topologiaan T}, niin sen alkukuva kuvauksen g, kautta kuuluu
topologian T virittéavadn joukkoon. Koska gj_kl(V) kuuluu topo-
logian T virittédvagan joukkoon, niin gj_kl(V) kuuluu topologiaan
T};. Koska gj_kl(V) kuuluu topologiaan 7, niin sen alkukuva ku-
vauksen f; kautta, se on, (g;xf;)"'(V), kuuluu joukkoon joka
virittad topologian 7', se on, lauseen véitteen ensimméisen to-
pologian. Néin ollen jokainen toisen topologian virittdvan jou-
kon alkio kuuluu ensimmaéisen topologian virittdvaan joukkoon,
joten toinen topologia kuuluu ensimmaéiseen.

5Ja se ettd joukko C' virittdé topologian tarkoittaa etté joukko C' on erdéin to-
pologian esikanta: sen darellisistd leikkauksista saadaan kanta, jonka yhdisteista
saadaan itse topologia.
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Sitten: Nédytetddn ettd ensimmaéinen topologia (kuvaukset f;
ja gji) sisiltyy toiseen topologiaan (kuvaukset g;xf;).

Olkoon nyt B C X sellainen joukko, ettd B = fjfl(U ) jollekin
U € T;. Nyt on kaksi vaihtoehtoa.

(1) On olemassa W & T} jollekin k € K; siten, ettd gj_kl(W) =
U. Télloin B = fj_l(U) = (gjxfj) (W), joten B kuuluu
joukkoon joka virittda lauseen viitteen toisen topologian.

(2) Ei ole olemassa yhté joukkoa W missdén avaruudessa T}y,
k € Kj, siten ettd g;,f(W) = U. Koska topologiat Tj; ja
kuvaukset g;i, k € K, kuitenkin virittavit topologian T;
johon U kuuluu, niin on olemassa joukkokokoelma W, jo-
kainen W; kuuluu johonkin joukoista Tj;, k € K, siten ettéd
U on naiden joukkojen alkukuvien darellisten leikkausten
ja yhdisteiden tulos.

Mutta naisté joukoista W; jokainen yksitellen kuuluu lauseen
toisen topologian virittdvaan joukkoon, joten ne yhdessa
virittdvat ainakin ne joukot jotka joukko B virittaa.

Néistd yhdesséd seuraa, ettd lauseen ensimméinen topologia
sisaltyy toiseen, ja koska toinen sisdltyy ensimméiseen, ne ovat
sama topologia.



